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الأهداف التعليمية للمقرر
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:الهدف الرئيسي

بالاعتماد زيائيةفهم المبادئ الأساسية للإحصاء الحراري وتطبيقها في تفسير السلوك المايكروسكوبي للأنظمة الفي

.حراريةعلى الخصائص الميكروسكوبية للجسيمات، وذلك من خلال الربط بين المفاهيم الإحصائية والقوانين ال

:الأهداف التفصيلية

شرح المفاهيم الأساسية في الفيزياء الإحصائية1)

تطبيق المفاهيم الإحصائية2)

تحليل الأنظمة الفيزيائية3)

فهم الأساس الكمي للخصائص الحراري4)



.أساسيات الفيزياء الحرارية والإحصائية، تأليف إبراهيم ناصر وآخرون❑

.الإحصاء الكمي، تأليف إبراهيم محمد❑

❑D. Nasser – Nature of Thermodynamics.
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:مصادر التعلم



(PHYS 342)الفيزياء الاحصائية

Kingdom of Saudi Arabia

Ministry of Education

Qassim University

College of Science

Department of Physics

المملكة العربية السعودية

وزارة التعليم

جامعة القصيم

كلية العلوم

قسم الفيزياء

10/31/2025

الديناميكا الحرارية الإحصائية : الفصل الأول



5

.نيتقديم نظرية جسيمية نستطيع من نتائجها تفسير خواص الاتزان للنظام العي: إن الهدف الأساسي للإحصاء الديناميكي الحراري هو

ليتم تطبيقها  Probability density function))الفكرة الرئيسية هنا هي البحث عن دالة تعبر عن الكثافة الاحتمالية، وندعوها دالة الكثافة الاحتمالية 

ا يماتهعلى تجمعات كبيرة من الجسيمات المتطابقة، ولذلك سوف نتعامل مع النظام الديناميكي الحراري المجهري على أنه كمية من المادة عدد جس

هائل

((N يقارب عدد أفوجادرو،𝑁𝐴ساسي بمستويات مجهرية متغيرة وله خواص عينية مميزة، ويبنى الإحصاء الديناميكي الحراري على الفرض الأ

:التالي وهو

"أن وجود الجسيمات بكل مستوى من المستويات المجهرية لمجموعة معزولة لها احتمالات متساوية"
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نموذج العملة والتوزيع الأكثر احتمالاا 

التيرىالأخالإحصائيةالمصطلحاتبعضمنهانستخلصسوفبسيطةبتجربةهنانبدأ

بالهواء،واحدةمعدنيةعملةرميبتجربةنبأالإحصائية،الفيزياءدراسةفيتخدمناسوف

لعينيةاالحالةعلىنحصلسوفأننامسبقا ًنعلمبحرية،الأرضعلىالعملةسقوطعند
وهيللحدثالأخرىالعينيةالحالةأو،Hبالحرفلهاونرمزلأعلى،صورةوهيللحدث

وهذا%50هوالحدثينمنأيعلىالحصولاحتمالTبالحرفلهاونرمزلأعلى،كتابة

:أنمنناتج

(P)هولأعلىكتابةالحدثعلىالحصولاحتمالفرض
P(T)+P(H)=1أنونعلم
P(T)=P(H)=1/2فإنولذلك
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طريقنعبينهاالتمييزويمكن)مميزةولكنمتطابقةعملات،أربعرمينتائجندرسدعونا

:التاليةللرموزاستخدامنامع(مثلا ًاللونأوبعددترقيمها

المعنىالرمز

Kتعبر عن ترقيم الحالات العينية

𝑁1𝑘 = 𝑁𝐻𝑘 العدد الكلي لحالات الحصول على الحدث صورة(H ) بالمستوى

Kالعيني 

𝑁2𝑘 = 𝑁𝑇𝑘العدد الكلي لحالات الحصول على الحدث كتابة(T ) بالمستوى العيني

K

𝛚k احتمالية الديناميكا الحراريةعدد الحالات المجهرية للمستوى
Kالعيني 

K= 

K=1
العدد الكلي للحالات المجهرية

Pk=
𝛚𝐤

𝛀
Kالاحتمالية الحقيقية للمستوى العيني 



الترقيمالحالات العينيةالحالات المجهريةالاحتمال

PK=
𝜔𝑘

𝛺
𝜔𝑘العملة
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:الحالات العينية والمجهرية لأربع عملات متطابقة ومتميزة(: 1)جدول
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:هو  Hلنجدًأنًمتوسطًالحصولًعلىًالحدثًصورةً

𝐍𝟏 =
𝟏

𝟏𝟔
{(𝟒1)+(34)+(26)+(14)+(01)}=2

𝑁𝑗 =

෍
𝑘

𝑁𝑗𝑘𝜔𝑘

𝛺
= ෍

𝑘

𝑁𝑗𝑘

𝜔𝑘

𝛺
= ෍

𝑘

𝑁𝑗𝑘𝑝𝑘

كماًهوًمتوقعًالحصولًعليهًمنًرميًاربعًعملات

9

𝑁الحصول على الحدث( أو معدل)ولحساب المتوسط  ሶ𝑗

:نستخدم المعادلة



أنوقبل.العملاتمنلانهائيعددمعنتعاملأنيجبعليها،ويعتمدمنطقيةالنتائجتصبحوحتى

إلىنلجأأنبدون𝑘لحسابطريقةتوجدهلنسألدعوناالعملاتمنلانهائيعددمعنتعامل
أنهفنجد(c)الملحقانظرالتباديلقوانينباستخدامذلكيتم.نعموالإجابةالمتوقعة؟النتائججدولة

وعددالصورمن𝑁𝑘عدد(علىللحصول)لاختيارالطرقعددفإنNالمميزةالعملاتمنلعدد

(𝑁 − 𝑁𝑘)بالعلاقةتعطىالكتابةمن:𝜔𝑘 =
𝑁
𝑁𝑘

=
𝑁!

𝑁𝑘! 𝑁−𝑁𝑘 !

تحدث،𝜔𝑘=maximumالمجهرية،الحالاتلعددتوزيعمعدلاعلىأننجدالسابقالجدولومن

𝑁1عندما = 𝑁2 = Τ𝑁 𝜔3أننجدومنها2 = احتمالا ًالأكثرالتوزيع෥𝜔علىنطلقوسوف6
Most probable Distribution

N=4,8,1000للقيماحسبمثال

෥𝜔(4)المعادلةباستخدام:الحل =
𝑁
𝑁
2

=
𝑁!

𝑁

2
!

𝑁

2
!
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:باستخدامًألةًحاسبةًعادية،ًنستطيعًتكوينًالجدولًالتاليوً

෥𝜔𝑁1 = Τ𝑁 2𝑁

4!

2! 2!
= 6

24

8!

4! 4!
= 70

48

1000!

500! 500!
 = 103005001000

استرلنجتقريبً
ln 𝑁i = 𝑁 ln 𝑁 − 𝑁

෥𝜔قيمةلحسابالتقريرهذانستخدمفكيف =
1000!

500! 𝑥 500!
؟

ln:أنفنجدالطرفينلوغاريتمنأخذأنهيالطريقة ෥𝜔 = ln 1000! − 2 ln 500!

:أننجداسترلنجتقريبباستخدام
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ln ෥𝜔 = 1000𝑥 ln 1000 −1000 −2 500𝑥 ln 500 − 500

1000 ln
1000

500
= 693 ⋅

ln1 0 ෥𝜔 = ln 10ⅇ ln ෥𝜔 = 0.4343 × 693 = 300 ⋅
 ෥𝜔 − 10300

منًالعملاتًلنجدًالقمةًالمطابقة،ًلحدوث1000ًلعددً( 3)منًالمثالًالسابقًنستطيعًأنًنرسمًالشكلً

تزدادًحدتها .عددًالوجوهًالأكثرًاحتمالاً 
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الناتجةورالصعددفيكدالةرسمعندلذلكالسابقةالتجربةمنالمهمةالنتائجبعضنستخلصدعوناوالآن

"𝑁1"كالتاليوهي:

1-عظمى،قيمةتأخذ෥𝜔عندما𝑁1 = 𝑁,2
.فلكيةأرقاما ًتأخذ෥𝜔أننجدNزيادةمع-2

𝜔القيمةتكوندائما ًالمنحنىونهايةبداية-3 = 1.

أيلأعلى،الكتابةذاتالعملاتعددمعتتساوىمستوىلأعلىالصورذاتالعملاتعددأنالحدث،-4

N.العملاتعددزيادةمعوذلكمتوقعةتعتبرنتيجة،50-50بنسبة
𝜔حيثالنظامية،منطقةأننجدالمنحنىمن-5 − ෥𝜔 >> العملاتعددزيادةمعتواجدهااحتماليةتقل0
N
للحالاتالكليالمجموعأننستنتجأننستطيعNللعددالكبيرةالزيادةمعالمنحنىومنالسابقة،النتائجمن-6

𝛺معتقريبا ًيتساوىالمجهرية = σ 𝜔𝑘 ≈ ෥𝜔 ෩
𝜔،

للصفر،مساوالمنحنىقمةعندالميلأننعلمنحنوكيف؟෥𝜔لحساببسيطةطريقةيعطيناأيضا ًالمنحنى-7

𝜔ولإيجاد 𝑁1،الدالةتفاضلنحسب𝜔𝑘إلىبالنسبة𝑁1نحسبأننستطيعبهذابالصفر،النتيجةنساوي𝑁1

𝜔عند = ෥𝜔حسابأيضا ًنستطيعومنها𝑁2احتمالا ًالأكثرالعينيةالحالةتعطيناالطريقةبهذهالنتيجة
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(Phase space and quantum states)الفراغًالطوريًوالمستوياتًالكمية

معادلاتًهاملتونCannonical equations of motion))معادلاتًالحركةًالقانونية

ⅆ𝒑

ⅆ𝒕
= 𝑭 = −

𝛛𝒗

𝛛𝒒
𝒑

= −
𝛛𝒗

𝛛𝒒
𝒑

𝑨

ⅆ𝒒

ⅆ𝒕
=

𝒑

𝒎
= −

𝛛

𝛛𝒑
𝓛

𝒑𝟐

𝟐𝒎
𝒒

= −
𝛛𝑬

𝛛𝒑
𝒒 𝑩
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,x)مكانيةإحداثياتثلاثالآنتتطلبوالتيالفراغفيجسيمحركة y, z)

𝑝𝑥𝑝𝑦الخطيةالحركةكميةوهيلهامرافقةأخرىإحداثياتثلاثإلىبالإضافة ,𝑝𝑧

Δ𝑋Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑝𝑋Δ𝑝𝑌
Δ𝑝𝑧 = ℎ3

العلاقةمنتحسبللجسيمبهاالمسموحn”“المستوياتعددفإنالأبعادثنائيلفراغ

𝑛 =
𝑡0

Δ𝑥

𝑡𝑎𝑙𝑎𝑟ⅇ𝑎

Δ𝑝𝑥
=

𝑥0𝑝0

ℎ

𝑛:أننجدالأبعادسداسيولفراغ = Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑝𝑥Δ𝑝𝑦Δ𝑝𝑧 =
𝑣𝑟𝑣𝑝

ℎ3

وعدد.الحركةكميةفراغفيالحجمهو𝑣𝑝،الكارتيزيالفراغفيالحجمهو𝑣𝑟حيث

:هوالأبعادسداسيفراغفيالحجملعنصرللجسيمبهاالمسموحالكميةالمستويات

ⅆ𝑛 =
ⅆ𝑥 ⅆ𝑦 ⅆ𝑧 ⅆ𝑝𝑥 ⅆ𝑝𝑧

ℎ3
=

ⅆ3𝑟𝑑3
𝑃

ℎ3
15



هناومنالحركة،كميةفراغفيالحجمعنصرهو𝑑3𝑝،الكارتيزيالفراغفيالحجمعنصرهوⅆ3𝑟:حيث

هذهمعاسبتتن،طوريةإحداثياتبأيمعينة،مسافةخلالللجسيمبهاالمسموحالمستوياتعددأن:القولنستطيع
الطوريةالإحداثياتهيqكانتإذاأنهبمعنىالمسافة،

𝑛:فإن ∝ 𝑞
:التاليةللحالاتبهاالمسموحالكميةالمستوياتعدداحسب:مثال

القيمتانلهاالخطيةحركتهوكمية105𝑚طولهامسافةفيواحدبعدفييتحركجسيم-1

− 10−28𝑘𝑔𝑠−128−10و𝑘𝑔𝑠−1

22𝑘𝑔𝑠−10هيالخطيةحركتهوكمية(14𝑚−10قطرهانصف)النواةبداخلبروتون-2 − 1
:الحل

:أننجد(12)المعادلةمن-1

𝑛 =
𝑥0𝑝0

ℎ
=

105𝑚 2 × 10−28𝑘𝑦5−1

6.626 ȁ𝑥 0−34𝐽𝑆
−1 = 3000

:أننحد(12)المعادلةومن-2

𝑛 =
𝑣𝑟𝑣𝑃

ℎ3
=

4
3

𝜋2 ȁ𝐶 0 − 14𝑚
3 4

3
𝜋2 10−22𝑘𝑔𝑆−1 3

6.626 × 10−34𝑗𝑠−1 3
= 600
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Densiy)) كثافة المستويات of states

:لما لها من أهمية لحساب التوزيع الإحصائي بالأبواب التالية𝒈()ينصب اهتمامنا هنا على إيجاد كثافة المستويات
الشكل من خلال ميكانيكا يكما فياذا افترضنا ان هناك جسم كرو 

:من خلال المعادلة التاليةهالكم يمكن اعطاء طاقة مستويات

، يجب أن نوجد الحجم المساوي لحجمالتي تتراوح طاقتها من الصفر إلى n( )ولإيجاد عدد المستويات 
𝟏

𝟖
من الحجم 

𝑛:الكلي للكرة، لذلك نجد أن 𝜀 =
1

8

4

3
𝜋𝑛3 =

𝜋

6
𝑣

8𝑚

ℎ2

3,2
𝜀3,2

𝜺و وعدد المستويات المحصورة بين قيمتي الطاقة  + ⅆ𝜺تأتي من تفاضل المعادلة  الأخيرة لتصبح:

𝑑𝑛 𝜀 = 4𝜋𝑣
2𝑚

ℎ2

3,2

𝜀1,2 ⅆ𝜀

Densiy)) كثافة المستويات of states

:لما لها من أهمية لحساب التوزيع الإحصائي بالأبواب التالية𝒈()ينصب اهتمامنا هنا على إيجاد كثافة المستويات
الشكل من خلال ميكانيكا يكما فياذا افترضنا ان هناك جسم كرو 

:من خلال المعادلة التاليةهالكم يمكن اعطاء طاقة مستويات

، يجب أن نوجد الحجم المساوي لحجمالتي تتراوح طاقتها من الصفر إلى n( )ولإيجاد عدد المستويات 
𝟏

𝟖
من الحجم 

𝑛:الكلي للكرة، لذلك نجد أن 𝜀 =
1

8

4

3
𝜋𝑛3 =

𝜋

6
𝑣

8𝑚

ℎ2

3,2
𝜀3,2

𝜺و وعدد المستويات المحصورة بين قيمتي الطاقة  + ⅆ𝜺تأتي من تفاضل المعادلة  الأخيرة لتصبح:

𝑑𝑛 𝜀 = 4𝜋𝑣
2𝑚

ℎ2

3,2

𝜀1,2 ⅆ𝜀
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:وسوف نتعامل مع كثافة المستويات وهي

𝑔 𝜀 =
ⅆ𝑛 𝜀

ⅆ𝜀
= 4𝜋𝑣

𝑟𝑚

ℎ2

3,2
𝜀1,2 = 𝐺𝑠𝑣𝜀1,2

𝐺𝑠:، حيث عرفنا الثابتوالتي تمثل عدد المستويات لوحدة الطاقة التي لها نفس الطاقة  = 4𝜋
2𝑚

ℎ2

3,2

𝑞 𝑝 = 𝑔 𝜀
ⅆ𝜀

ⅆ𝑝
=

𝑣

ℎ3 4𝜋𝑝2

سيم حركة ولهذه المعادلة تأخذ في اعتبار الحركة الانتقالية فقط للجسيم، ولكن في ميكانيكا الكم توجد للج
𝑔𝒔، وهذه يجب أن تأخذ في الاعتبار بضرب المعادلة الأخيرة بقيمة التعددية  S”“مغزلية ذاتيه = 2𝑠 + 1

ا أن نعبر عن  ، بدلالة كميات أخرى g()ومن المفيد أحيانا

𝑝بدلالةًكميةًالحركةًالخطيةً = 2𝑚𝜀

𝑔 𝑃 = 𝑔 𝜀
ⅆ𝜀

ⅆ𝑝
=

𝑣

ℎ3 4𝜋𝑝2

𝑝بأنهاًعددًالمستوياتًلوحدةًكميةًالحركةًالخطيةًالمحصورةًبينًقيمتيًكميةًالحركةg  (q)وتعرفً + 𝑑𝑃و 𝑝

.التيًلهاًنفسًكميةًالحركةًالخطية
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𝑣الترددوبدلالة =
𝑐

𝜆
=

𝑝𝑐

ℎ
𝑔 𝑣 = 𝑔 𝑃

ⅆ𝑝

ⅆ𝑣
=

𝑣

𝐶3 4𝜋𝑣2

g)وتعرف (vالترددقيمتيبينالمحصورةالترددلوحدةالمستوياتعددبأنهاvوv+ dvوالتي

𝜔.الترددنفسلها = 2𝜋𝑣g 𝜔 =
𝑣

2𝜋 3𝑐3 𝜔2

الزاويالترددوبدلالة
الترددقيمتيبينالمحصورةالزاويالترددلوحدةالمستوياتعددبأنهاg()وتعرف

𝑞:العلاقةوباستخدام 𝜆 =
4𝜋

𝜆4 𝑣 𝑣 =
𝑐

𝜆
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.رأكثأومتطابقينجسيمينعلىتحتويالتيالفيزيائيةللأنظمةهنانتعرضسوف

(....شحنة،كتلة،)الفيزيائيةالخواصنفستمتلكالتيالجسيماتهناتعنيالمتطابقةوالجسيمات

يحدثكمايمها،ترقحتىأومعملية،قياساتأيبواسطةبينهانميزأننستطيعلافنحنوبالتالي

principle)التمييزعدممبدأأنالكلاسيكية،الفيزياءفي of indistinguishability)

.ألخن،والفوتووالبروتونالإلكترونمثل(المجهرية)العينيةغيرالجسيماتجميعيخص

الجسيمات المتطابقة وغير المميزة
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الديناميكا الحرارية الإحصائية للحالات المجهرية: الفصل الثاني



10/31/2025

علىتحتويبسيطةةلأنظمالانتروبيحسابنعرضثمومن.المجهريةالحالاتتعريفباستخداموذلكالإحصائيةللأنتروبيتعريفانستعرضالبابهذافي

.التعريفلهذاالتبريراتنستعرضوسوف.الطاقةومستوياتالجسيماتمنبسيطعدد

السائلةالحالةفييتهاعشوائمنأكبرتكونالغازجزيئاتعشوائيةأنوذكرنا.النظامعشوائيةلدرجةمقياسأنهعلىالإنتروبيلتعريفسابقاتعرضناقدكنا

.بالمادةجزيئاتالترتيبمدىمنناتجبالطبعوهذا.المادةلنفسالصلبةالحالةعشوائيةمنأكبرالسائلةالحالةجزيئاتعشوائيةوأيضا،(المادةلنفس)

بالتالي.المشتقةالمعادلاتأوالرياضيةالحساباتطريقعنينتجلمأنهبمعنىمقداري،أوكميوليس(نوعي)كيفيشرحالسابقالشرحأنهناننوهأنونود

.المختلفةراساتالدفيتطبيقهاويمكنمعهاالتعامليسهلبطريقةالانتروبيلتفسيربهيعتد(رياضيةمعادلةأو)رياضينموذجإيجادفينأملفنحن

:الرسميةبالصورة"Ω"للنظامالمجهريةالحالاتعددوبين"𝑆"الانتروبيمبدأبينالربطاقترحمنأولهوبولتزمانالعالمكانولقد

𝑆 = 𝑘𝐵 ln Ω(1)

.تاليالالفصلفينوضحهسوفماهذاللنظام؟المجهريةالحالاتتعريفهوفما.للنظامالحالةخواصمنيعتبرانΩو𝑆وأنبولتزمانثابتهو𝑘𝐵حيث

:ملاحظتانهنالناتوضيحهقبلولكن

ائجهانتعلىتعتمدسوفصحتهاودرجة.حقيقيةأنهانفترضسوفوبالتالينظري،اشتقاقلهيوجدولا(Hypothetical)افتراضية(1)المعادلة❑

.الملحوظةالمعمليةبالقيمومقارنتها

.المعادلةهذهخلالمنمرةلأول𝑘𝐵بولتزمانثابتتعريفتم❑
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(Microstate of the system)الحالات المجهرية للنظام 

حالةلمةكتعنيماذاأولانوضحدعوناللنظامالمجهريةالحالةمعنىبالتعريفنبدأأنقبل

ضيحلتو.النظاملهذاالطاقةمستوياتملءكيفيةبأنهاتحديداتعرفالنظامحالة:النظام

𝑖,للطاقةمستوياتثلاثةمنيتكون،(1)بالشكلكمابسيطانظامانعتبردعوناالصورة

= 0,1,2 𝜀𝑖،(1,1,0)بالأرقامالنظامحالةنعرفدعوناالنظامهذافي.مميزينوجسيمين

وجسيم(𝜀0)الأولبالمستوىجسيميوجدلاأنهعلىتدللليميناليسارمنالأرقاموهذه

الجسيمينأحدإثارةتمأنهحالةوفي.فارغا(𝜀2)الثالثوالمستوى،(𝜀1)الثانيبالمستوى

.(0,1,1)أو(1,0,1)بالأرقامالنظامحالاتعلىنحصل

فيمبينهووكما،(1,1,0)النظاملحالةالمجهريةالحالةتعريفبصددنحنوالآن

ديلتبمنالناتجةالمحتملةالحالاتوهمامجهريتين،حالتينمنيتكون،(2)الشكل

.النظاملهذاوالثانيالأولبالمستوىالجسيمين

.(1,1,0)الحالتان المجهريتان المحتملتان لحالة النظام (: 2)شكل 
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للنظام(طاةمع)معرفةحالةخلالالجسيماتترتيبهيالمجهريةالحالة":يليكماالمجهريةللحالةالرسميالتعريفتحديدالآننستطيع

."معينةعينيةحالةلتحقيقالمميزةالجسيماتمنفئةلترتيبالواضحةالطرقعددهي،Ωالمجهريةالحالاتعددفإنبالتالي

مميزة؟جسيماتوثلاثللطاقةمستوياتثلاثمنيتكونالذي(2,1,0)النظاملحالةالمجهريةالحالاتعددهوما:1عددمثال

الثانيوىبالمستواحدوجسيمالأولبالمستوىجسيمينبوضعنقومأنهناالمطلوب:الحل

والثانيةالأولىالطاقةمستوياتعلىالثلاثةالأجساموبتبديل.فارغاالثالثالمستوىوترك

معهذا.فقطمجهريةحالاتثلاثعلىنحصلسوفأننانجد،(3)بالشكلكمافقط،

.(2,1,0)الحالة المجهرية المحتملة لحالة النظام : (3)شكل .مستوىبكلالجسيماتترتيبإهمال

:ما سبق شرحه سوف نسترجع أحد النظريات الإحصائية المهمة ألا وهيم

𝑁الشرطوجودمع:نظرية = σ𝑖 𝑛𝑖عددلتوزيعالطرقعددفإن𝑁عددعلىالمميزةالجسيماتمن𝑗يوضعبحيثالمستوياتمن𝑛1فيالجسيماتمن

:هوjالأخيرالمستوىفيالجسيماتمن𝑛𝑗وضعإلىنحصلحتىوهكذاالثاني،المستوىفيالجسيماتمن𝑛2والأول،المستوى

(2)
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:لإثباتا

𝑛1الأول، فنجد أن عدد الطرق لاختياربالمستوىنبدأ أولا  من 𝑁ووضعهم في المستوى هو

𝑁)من𝑛2وبالمستوى الثاني، نجد أن عدد الطرق لاختيار  − 𝑛1)ووضعهم في المستوى هو

𝑁)من 𝑛3وبالمستوى الثالث، نجد أن عدد الطرق لاختيار  − 𝑛1 − 𝑛2)ووضعهم في المستوى هو

:ي يصبححيث إن هذه الاختيارات عملية منفصلة فإن العدد الكل. ونظل على نفس النمط حتى نصل للمستوى الأخير

ς𝑖=1أنبمعنىالأعداد،مضروبعلىيدلΠالرمزحيث
𝑟 𝑛𝑖! = 𝑛1! × 𝑛2 ! … .. × 𝑛𝑟 .المطلوبهووهذا.!
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"الحراريةالديناميكااحتمالية"بأنهامعينةعينيةلحالةالمختلفةالمجهريةالطرقعددعنتعبروالتي،𝜔𝑖القيمةتعرفدراستنافي:مهمةملاحظة

(Thermodynamic Probability)الإحصائيوالثقلأو(Statistical weight).وتأخذ𝜔𝑖ةالاحتماليعنتختلففهيولذلكفلكية،قيمإلىصفرمنالقيم

:بالعلاقةتعرفوالتي𝑝𝑖الحقيقية
(3)

:ومجموعها الكلي يعطى

؟(0 ,1 ,2 ,3 ,4)ما هو عدد الحالات المجهرية لحالة النظام :2مثال عدد 

,4)الحالةمن:الحل 3, 2, 1, :وهوالمعطىالترتيبمنتحسب𝑁الجسيماتوعددخمسة،هيالمستوياتعددأننجد(0

:وباستخدام القانون الإحصائي نجد أن عدد الحالات المجهرية بهذه الحالة هي
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.للمثال السابقالإنتروبيأحسب :3مثال عدد 

:باستخدام القانون:الحل

الجسيماتعددعلىوقسمناهالواحد،بالمولالجسيماتعددوهوافوجادرو،بعددالرقمهذاضربناإذاولكن.جداصغيرةهناالإنتروبيقيمةفإنبالطبع:تعليق

𝑁وهوبالمثال = 7.8.وهوالجسيماتمنموللكلالانتروبيعلىسنحصلفإننا10 𝐽𝐾−1𝑚𝑜𝑙−1

:الإحصائيةالإنتروبيوالآن قبل أن نبدأ بمثال آخر دعونا نتحقق من بعض خواص 

lim:تنص على أنالخاصية الأولى ❑
𝑇→0

𝑆 = 0

𝑇المطلقالصفردرجةمنتقتربوالتيالمنخفضة،الحرارةدرجةعندأنهونعلم → .(مستوىأدنى)الأرضيبالمستوىتتجمعالجسيماتجميعأننجد،0

:فإنبالتالي،1تصبحΩالمجهريةالحالاتعددفإنوحيدة،بمستوىالجسيماتتصبحوحينما

.وهذا يوضح أن التعريف الإحصائي متوافق مع القانون الثالث للديناميكا الحرارية

(Extensive “Additive “ property)للأنتروبيالخاصية التجميعية ❑

,1)البسيطةالنظامحالةنضاعفأندعوناالصفةهذهولدراسة.القيمةبنفستتضاعفأيضاالأنتروبيفإنالنظامحجمتضاعفإذاأنهوتعني 1, والتي(0

.فارغالثالثالمستوىأنحيثفقطمستويينباستعمالنكتفيوسوف.مميزينوجسيمينمستوياتثلاثمنتتكون
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سوفأنناملاحظةمع.المستوياتومنالجسيماتمنمتطابقتيننسختينعلىفنحصلوالمستويات،الجسيماتعددأيضانضاعففإنناالنظامحجموبمضاعفة

:بالتاليةمجهريحالاتأربععلىحصلنافإنناالشكلمنيتضحوكما.المختلفةالنسخبينالجسيماتبتبادلنسمحولنحدة،علىنسخةكلمعنتعامل

:الانتروبيفإنه لجسيمين نجد أن 

:الانتروبيولأربعة جسيمات نجد أن 

:من الجسيمات نجد𝑁ولعدد 

:، بمعنىللإنتروبيمن هذا المثال تتضح صفة التضاعف للحالات المجهرية وصفة التجميع 
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𝑁"جسيماتثلاثمنيتكونبالشكل،كمابسيط،نظامأدرس:4عددمثال = للطاقةمستوياتوأربعمميزة"3

:بالعلاقةتعطى

𝜀𝑖 = 𝑖 𝜀 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒, 𝑖 = 0, 1, 2, 3

3القيممعتتساوى𝑈الكليةالطاقةأناعتبارمع 𝜀 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒.

:التالية(القيود)الشروطالاعتبارفيالأخذمع𝐴,𝐵,𝐶الرموزبإعطائهمالثلاثةالجسيماتبيننميزأننستطيع:الحل

عدد𝑛𝑖العينية،الحالاتترقيمعنيعبر𝑘:التاليةالرموزوباستخدام

الاحتمالية𝑝𝑘الحرارية،الديناميكااحتمالية𝑖،𝜔𝑘بالمستوىالجسيمات

:(1)الجدولتكويننستطيعالحقيقية،

𝑘ومن الجدول نجد أن عدد الحالات العينية هي ثلاثة  = ، وعدد 1,2,3

:الحالات المجهرية هي

.جميع الحالات العينية والمجهرية التي تحقق شروط المثال (1)جدول
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𝑘، انظر الترقيم العيني (0 ,1 ,1 ,1)ويوجد بالجدول الحالة العينية = 𝜔2وهي ولها أعلى عدد من الحالات المجهرية ، 2 =  (0 ,1 ,1 ,1)ولهذا فإن الحالة 6

.(Most probable microstate)تسمى أعلى احتمالية عينيه 

:وهي(1)جدولمنالنتائجبعضلنستخلصوقفةهناولنا

,1)الحالةفإن(والمستوياتالجسيمات)الأعدادبساطةمنبالرغم❑ 1, 1, .عينيةاحتماليةأعلىلهاممكنةعشوائيةبأعلىتتميزوالتي(0

,3)للحالة0𝜀الطاقةمنوتبدأندرسها،لمالتيالطاقاتمنالعديدأيضايوجدفإنهبالمثالالمعطاةللقيودنظرا❑ 0, 0, للحالة9𝜀بالطاقةوتنتهي(0

(0, 0, 0, .الواحدوهيمجهريةحالةأقللهاأننجدولذا(العشوائيةغير)النظاميةالحالاتمنتعتبرالحالاتهذه.(3

,1)الحالةأننجدسوفالنظامهذافيالجسيماتمنجداكبيرلعدد❑ 1, 1, .للنظامالاتزانحالةوتكونالمجهريةالحالاتمنعددأكبرلهايظهرسوف(0

෤𝑛أننجدهناولمثالناعينية،احتماليةأعلىذاتللحالةالأعدادفئةعنللتعبير෤𝑛الرمزيستخدمسوف❑ ≡ 1,1,1,0.

.عظمىقيمةيالإنتروبتأخذتماماالاتزانوعند.تزدادالإنتروبيفإنوبالتاليالاتزانحالةإلىدائمايميلالنظامأنالحراريةبالديناميكاسابقارأيناوقد

مرتفعةعينيةاحتماليةذاتحالةإلىمنخفضةعينيةاحتماليةذاتحالاتفيتلقائيايتغيرالنظامأنعلينايقترحالإحصائيبولتزماننموذجأننجدوبالاستقراء

كمايتغيرالعالمإنفولذا.الاحتمالاتلنظريةمنطقيةنتيجةهوالحراريةللديناميكاالثانيالقانوناننؤكدأننستطيعهنامن.(المجهريةالحالاتمنكبيرةأعداد)

للنظام؟مفضلةالالحالةهيما:السؤالإجابةلتوضيحآخرمثالنستعرضوسوف!العشوائيةالحالةأو!الاتزانحالةوهي!احتماليةأعلىحالةعنيبحثلأنهنراه
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𝑁"نظام بسيط يتكون من ست جسيمات :5مثال عدد  = :ومستويات تعطى بالعلاقة"6

𝜀𝑖 = 𝑖 × 10−20 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4

4يساوي 𝑈إذا استطعنا ترتيب الجسيمات بحيث أن المجموع الكلي للطاقة  × 10−20 𝐽.

.احسب عدد الحالات المجهرية التي تحقق هذه الشروط

ستة لحل هذا المثال يجب أن نحدد مستويات الطاقة ونحدد عدد تبادل الجسيمات ال:الحل

ومن الجدول نجد أن عدد الحالات العينية . (2)بحيث تحقق الشروط المعطاة كما بالجدول 

.  هي خمس حالات فقط

.لسابقجميع الحالات العينية التي تحقق شروط المثال ا (2)جدول

الطاقةنفسأيضاولهاالجسيماتعددنفسلهامختلفةعينيةتوزيعاتخمسعلىحصلناأننامنبالرغم.السابقالمثالنتيجةإلىبتمعنننظردعونا

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙(10−20 𝐽)،يتجهنظامأيأننتوقعفنحنالحرارية،للديناميكاالسابقةمعلوماتنامنعينية؟حالةلكلالمجهريةالحالاتعددهوما:نعرفأننودولكننا

.الحجميربتغالطاقةمستوياتتتغيرلاحتىثابتابالحجمنحتفظوسوفالمعلومة،هذهمننتأكدأنيجبولذاالحرة،هلمهولتزطاقةمن(mimimize)للتقليل
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توزيعلكلالمجهريةالحالاتعددعينالسابق،للنظام:6عددمثال

𝐹"الحرةهلمهولتزطاقةمنيقللالذيالتوزيعوأوجد = 𝑈 − 𝑇𝑆"،

298.15)الغرفةحرارةدرجةعند 𝐾).

𝜔𝑘:باستخدام حل المثال السابق والقانون:الحل =
6!

𝑛0! 𝑛1!𝑛2!𝑛3!𝑛4!

: (3)نستطيع تكوين الجدول

𝑘أن الحالة العينية  (3)ويتضح من الجدول = .𝐹هلمهولتزوأقل قيمة لطاقة 𝑆للأنتروبيوالتي لها أعلى عدد من الحالات المجهرية، لها أيضا أعلى قيمة 4

توزيعأعلىنحسبومنهاالمختلفة،التوزيعاتلإيجادالسابقالمثالفيالموضحةالطريقةاستخدامالسهلمنأنهنجدالجسيماتمنبسيطلعدد:مهمتعليق

مستوياتومنتالجسيمامنفلكيةأعدادله(عينينظام)حقيقينظاممعللتعاملتصلحلاالطريقةهذهفإنللأسفولكن.حرةطاقةأقللهتكونوالذياحتمالي

بنىوقد.طاقةالمستوياتعلىالجسيماتمنكبيرةلأعدادالإحصائيالتوزيعلحسابمعادلةإيجادفيوفققدبولتزمانمثلعالماأنحظناحسنومن.الطاقة

:التاليةالأسسعلىالإحصائيتوزيعهبولتزمان

.تظل ثابتة𝑈وأيضا التقيد بشرط أن الطاقة الداخلية للنظام -3.يظل ثابت𝑁مع التقيد بشرط أن عدد الجسيمات -2.إيجاد النهاية العظمى لأن تروبي النظام-1

.وهذا ما سوف نتعرض له في الفصل التالي

.الكميات الفيزيائية التي تحقق شروط المثال (3)جدول

𝐹(10−20 𝐽)𝑈(10−20 𝐽)𝑆(10−23 𝐽𝐾−1)𝜔𝑘{𝑛0, 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4}𝑘

3.264.002.476{5, 0, 0, 0, 1}1

2.604.004.7030{4, 1, 0, 1, 0}2

2.894.003.7415{4, 0, 2, 0, 0}3

2.324.005.6560{3, 2, 1, 0, 0}4

2.894.003.7415{2, 4, 0, 0, 0}5
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𝑆استنتج العلاقة :واجب منزلي = 𝑘𝐵𝑙𝑛Ω

والحالات المجهرية الخاصة به، مثل الانتروبيوسنفترض أن لكل نظام منهما . كما بالشكل𝐵و𝐴سنفترض نظامين منفصلين تمام بحائل وهما :الحل

𝑆𝐴, Ω𝐴 و.𝑆𝐵 , Ω𝐵هي كمية شاملة، ومنها نضعالانتروبيولكننا نعلم أن . وسنفترض أن النظامين تم خلطهما بإزالة الحائل  :

𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵

Ω𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙:                                    ولكننا نعلم ايضا ان الحالات المجهرية هي كميت تضاعفيه بمعنى أن = Ω𝐴 × Ω𝐵

𝑆:                                                            بالصورةΩهي دالة في المتغير𝑆سنفترض الآن أن  = 𝑓(Ω)

𝑓(Ω𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙)نجد                                                                                               (1)من  = 𝑓 Ω𝐴 + 𝑓(Ω𝐵)

𝑓(Ω𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙)نجد                                                                                               (2)ومن  = 𝑓(Ω𝐴 × Ω𝐵)

𝑓نجد                                                                               (5)و (4)ومن  Ω𝐴 + 𝑓 Ω𝐵 = 𝑓(Ω𝐴 × Ω𝐵)

𝑆:                                              لا تتحقق إلا إذا استخدمنا الدالة اللوغاريتمية بالشكل(6)المعادلة  = 𝑘𝐵𝑙𝑛Ωوهو المطلوب.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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أمثلة متنوعة

.احسب عدد الحالات العينية. (𝐴,𝐵,𝐶,𝐷)ويراد وضعهما في أربعة أماكن منفصلة هما ( وغير مميزتان)افترض وجود كرتان متطابقتان 1.

لاحظ )2مع وجود الشرط بأن عدد الكرات بكل حالة عينية يجب أن تكون 10بترتيب الكرات كما بالجدول التالي نجد أن عدد الحالات العينية هي :الحل

(.هنا أن التجميع أفقيا
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𝜀𝑖:        ويراد وضعهما في ثلاث مستويات للطاقة تعطى بالعلاقة( ومميزان)افترض وجود جسيمان متطابقان 2. = 𝑖 × 𝜀 𝐽, 𝑖 = 0,1,2

𝑈إذا استطعنا ترتيب الجسيمات بحيث أن المجموع الكلي للطاقة  = 2𝜀.

.احسب عدد الحالات المجهرية-أ

الإنتروبي-ب

.1.63سوف يزداد بالقيمة الانتروبيإذا وضع جسيم مميز آخر بطاقة صفر، أثبت ان -ت

Ω1ويصبح المجموع الكلي للحالات المجهرية هو = 𝜔1 + 𝜔2 = 1 + 2 = 3

𝑆1 = 𝑘𝐵𝑙𝑛Ω1 = 1.38 × 10−23𝐽𝐾−1 𝑙𝑛3 = 1.5 × 10−23𝐽𝐾−1

:الحل

𝑈والمجموع الكلي للطاقة هو 2نكون الجدول التالي بحيث أن عدد الجسيمات هو-أ = 2𝜀 فنجد أن

.2و 1وبحساب عدد الحالات المجهرية لكل حالة نجد أن عدد هما هو 2عدد الحالات العينية هو

جموع وعند وضع جسيم مميز آخر،     ، بالمستوى ذو الطاقة صفر، كما بالجدول التالي، نجد أن الم-ت

Ω2الكلي للحالات المجهرية هو = 𝜔1 + 𝜔2 = 3 + 3 = 6

:للنظام يحسب كالآتيالانتروبي-ب

𝑆2:لهذه الحالةوالانتروبي = 𝑘𝐵𝑙𝑛Ω2 = 1.38 × 10−23𝐽𝐾−1 𝑙𝑛6 = 2.5 × 10−23𝐽𝐾−1

:ومن هنا نجد النسبة
𝑆2

𝑆1
=

𝑙𝑛6

𝑙𝑛3
= 1.63



(PHYS 342)الفيزياء الاحصائية

Kingdom of Saudi Arabia

Ministry of Education

Qassim University

College of Science

Department of Physics

المملكة العربية السعودية

وزارة التعليم

جامعة القصيم

كلية العلوم

قسم الفيزياء

10/31/2025

بولتزمان–الإحصاء التقليدي لماكسويل : الفصل الثالث

Classical Statistics of Maxwell-Boltzmann
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.Iزمانبولت-فرضيات الإحصاء التقليدي لماكسويل

ا يحتوي على عدد كبير من الجسيمات :سوف نفترض نظاما

 (Identical)المتطابقة-1

(…نة،كتلة،ًشح)تعنيًأنًالجسيماتًمتطابقةًفيًالتركيبًوالمكوناتً

 (Distinguishable)المميزة-2

نًجسيمًبي( أوًنعرفًالفرق)الجسيماتًالمميزةًتعنيًأنناًنستطيعًأنًنميزً

ناًمثالًعلىًذلكًنموذجًالعملةًالمعدنيةًحيثًميز. وآخرًبالرغمًمنًتطابقهما

.العملاتًبالتاريخًأوًاللون

 (Pauli exclusion principle).للاستبعادباوليلا ينطبق عليها مبدأ -3
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(:كما بالشكل المقابل)سنفترض هنا أن النظام التقليدي 

,ε1)يتكون من مستويات للطاقة-1 ε2, ε3, ……) حيث(ε1< ε2< ε3, ……)

,n1)وهذه المستويات تتشبع بعدد من الجسيمات -2 n2, n3, ……)

:مع التقيد بالشرطين التاليين

.Iالعدد الكليNللجسيمات بالنظام هو عدد ثابت، ويمكن كتابته رياضياً كالتالي:

.II الطاقة الداخلية الكليةUللجسيمات بالنظام كمية ثابتة، و تعُرف رياضيا كالتالي:
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n2بالمستوى الأول و n1من المستويات بحيث يوضع jمن الجسيمات المميزة على عدد Nأن عدد الطرق اللازمة لتوزيع عدد ونعلم من نظرية الاحتمالات 

:بالمستوى الثاني وهكذا هو

قيمةعندهيصل෥𝒏𝒊الأعدادمنفئةعلىيحتويمحتملتوزيعأعلىأيالاتزان،حالةإلىوالمستوياتالجسيماتمنلانهائيعددمنيتكوننظاموصولعند

𝜹෥ωالعلاقةأنيعنيوهذا෥ωبقيمةيؤثرلنni}{الأعدادفئةفيطفيف،ولوتغيير،أيفإنبالتالي.عظمىقيمةإلى෥ωالحراريالديناميكيالاحتمال = 𝟎
෥𝒏𝒊التغييرتحتتتحقق → ෥𝒏𝒊 + 𝜹𝒏𝒊التاليينبالشرطينالتقيدمع:

و

:وبالإمكان استخدام الشرط المكافئ
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lnاستيرلنج، واستخدام تقريب (3) من المعادلة : مثال 𝒛! = 𝒛 ln 𝒛 − 𝒛 اثبت ان:

الحل

:نجد أن( 3) باستخدام لوغاريتم المعادلة 
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:للمعادلة السابقة نجد أناستيرلنجوباستخدام تقريب 

وهو المطلوب إثباته أولا 

:نجدniبالنسبة إلى ( 7)وبتفاضل المعادلة 

وهو المطلوب إثباته ثانيةً 

دعونا نجيب على هذا السؤال ؟ (3) الحرارية واحتمالية الديناميكا( 2) و( 1) كيف نحسب التوزيع الإحصائي مع وجود القيدين : والسؤال هنا

.في الحالتين التاليتين
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.I (وحيدة الانتماء)المستويات المنفردةNon - Degenerate levels           

–بالمعامل ( 2) والمعادلة αبالمعامل ( 1) وذلك بضرب المعادلة لاجرانجنستخدم طريقة β نجد أن( 8) وجمعهما على المعادلة:

:التاليهنصل إلى الصيغة ( 11) المعادلة وبتفاضل. ، ولهم علاقة بالخواص الفيزيائية للنظام"لاجرانج"تسمى معاملات βو αحيث

:بالصفر نصل إلى أشهر علاقة للتوزيع الإحصائي وهي𝜹𝒏𝒊فبمساواة معاملات.وهي تعبر عن عدد لانهائي من المعادلات

.بولتزمان-بالتوزيع الإحصائي التقليدي لماكسويل( 12) وتسمي المعادلة 

.الخاصة بمختلف الفروع العلمية، وهي دالة تعتمد على درجة الحرارة والحجم ولها أهميتها التطبيقيةبولتزمانتسمي معامل 𝒆−𝜷𝜶الداله 
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.IIالمستويات متعددة الانتماءDegenerate States

منبعددمستوىأيفييستقرأنيمكنهniجسيمكلفإنالطاقة،مستوياتمنgiعددمنيتكونأنهبحيثالانتماء،متعدد(i)للطاقةمنسوبكلأنافترضناإذا

𝒈𝒊مقدارهاالطرق
𝒏𝒊النهائيةالصورةتأخذالطرقعددأننجدالطاقةمناسيبولجميعς𝒊=𝟏

𝒋
𝒈𝒊

𝒏𝒊للجسيماتالمجهريةالمستوياتعددأننجدومنها

:بالمعادلةتعرفالمميزة

:يأخذ الشكلبولتزمان-الإحصائي التقليدي لماكسويلالتوزيع 

تضخيمعمليةدارسةهيلتوزيعلهذاالخاصةالتطبيقياتأهمومن.ومتنوعةمتعددة،(15)و(12)معادلتيخلال،بولتزمان-ماكسويلإحصاءوتطبيقات

وناتالكترعلىالفوتوناتخلالمنتأثيرهايظهروالتيالكهرومغناطيسية،الإشعاعاتمثلللطاقة،خارجيمجالمعالموادتفاعلدارسةخلالمنالضوء

.المواد
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علاقات هامة

𝒆𝜶حساب المعامل 1.

:باستخدام الشرط الأساسي𝒆𝜶يحسب المعامل

:ومنه نجد أن

.دالة تجزئبمعنى Partition functionتسمي بالإنجليزية Zspالدالة .لجسيم مفردZspحيث عرفنا الدالة الجديدة

دالة "لذلك فسوف نستخدم الترجمة الألمانية ونسميها (. المستويات)وتعنى تجميع الحالات Zustandsummeوالدالة مشتقة أصلا من المصطلح الألماني 

.، أو باختصار دالة تجميع"تجميع المستويات
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:الشكل( 15) ، المعادلة بولتزمان-باستخدام دالة التجميع يأخذ توزيع ماكسويل

أو الصيغة العامة
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تفاضلات مهمة. 2
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حساب الطاقة المتوسطة. 3

:تحسب الطاقة المتوسطة من العلاقة

:وتصبح الطاقة الداخلية الكلية
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حساب الضغط المتوسط. 4

:يحسب الضغط المتوسط في الديناميكا الحرارية بالعلاقة
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Sالإنتروبيحساب . 5

:نجد أناستيرلنجواستخدام تقريب ( 16) من المعادلة 

:كالتاليالإنتروبييحسب ( 7) و من المعادلة 

:ومنها نحصل على

حيث استخدمنا العلاقات
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βحساب المعامل . 6

:نجد أنباستخدام قانون الديناميكا الحرارية

:نحصل على( 23) بالمعادلة الإنتروبيومن تفاضل 

:نحصل على( b)و (  a)بمساواة المعادلتين 
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الحرةهلمهولتزحساب طاقة . 7

الحرة من العلاقةهلمهولتزتحسب طاقة 
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:  مثال

ε3= 200kβ,     ε2نظام يتكون من ثلاثة مستويات للطاقة كالتالي     = 100kβ,     ε1 ولهم الانتماءات    0 =

g3=5,  g2=3,  g1=1 احسب الإسكان النسبي بين المستويات عند درجة حرارةT=100 K.

:الحل

:نجد أن الإسكان النسبي بين المستويات يعُطى بالعلاقة( 15) من المعادلة 

ومنها نجد
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دالة تجميع المستويات وتطبيقاتها: الفصل الرابع
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المحتويات

الصفحة العنوان الفصل

3 دالة التجميع للمستويات المنفردة I

9 دالة التجميع للمستويات المتصلة II 

12 تطبيقات دالة التجميع للغاز المثالي

i حساب الضغط

ii  حساب الطاقة الداخلية

iii   حساب الحرارة النوعية

iv  حساب الإنتروبي

III

15 أمثلة محلولة IV
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Partition Function for Non-Degenerate statesدالة التجميع للمستويات المنفردة                        -1

Z"المستوياتتجميعدالةوهيألاالإحصائية،بالفيزياءدالةأهمهنانستعرضسوف sp حساباتفيالأساسحجرتعتبرحيث،"

Zالدالة.الحراريةالديناميكاودوالخواص spاحاديلجسيم“Single particle”بالإنجليزيةتسمي“Partition function”بمعني

Zustandsumme“الألمانيالكلمةمنأصلامشتقةوالدالة."تجزئدالة" نستخدمفسوفلذلك.(المستويات)الحالاتتجميعوتعني"

."التجميعدالة"باختصارأو،"المستوياتتجميعدالة"ونسميهاالألمانيةالترجمة

:ولها الخواص التالية𝑒−𝛽𝜖𝑖تمُثل الدالة تجميعاً لمعامل بولتزمان 

للمستويات المنفردة(        1)التجميع لجميع المستويات المجهرية المميزة للنظام ككل1. 𝑍𝑠𝑝 = σ𝑖 𝑒−𝛽𝜖𝑖

مع وجود الانتماء(   2)بعين الاعتبار𝑔𝑖التجميع مع أخذ الانتماء 2. 𝑍𝑠𝑝 = σ𝑖 𝑔𝑖 𝑒−𝛽𝜖𝑖

.تعتمد على الخواص المجهرية الإحصائية للنظام3.

.𝛽تعتمد على درجة الحرارة المطلقة للنظام من خلال المعامل 4.

𝑔𝑖أوً𝑔(𝜖)تتناسبًمعًحجمًالغازًوذلكًمنًخلالًكثافةًالمستويات5ً.

.إلىًقيمًفلكية1قيمتهاًالعدديةًتتغيرًمنًالقيمة6ً.
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.لبعض الأمثلة المختلفة حتى نستخلص بعض من الخواص الهامة لهذه الدالة( 1)دعونا نطبق العلاقة 

𝜀1إذاًتواجدًالنظامًفيًمستويينًفقطًللطاقةًوهماً  .اعتبر نظام بسيط يتكون من جسيمين:مثال = 𝜀2و 0 = 𝜀  مع الشرط

𝑔1 = 𝑔2 = 1

.𝑍𝑠𝑝احسب 1.

.(جسيمات بولتزمان)في حالة أن الجسيمان مميزان 𝑍2احسب 2.

𝑍2احسب 3.
.ي حالة أن الجسيمان غير مميزانف′

الحل

:لجسيمًواحدًنجدًأنًعددًالحالاتًالمجهريةًهمًاثنتانًكماًبالشكلًالتالي 1-

:لذلك نجد أن دالة التجميع هي

𝑍𝑠𝑝 = ෍

𝑖=1

2

𝑒−𝛽𝜖𝑖 = 𝑒−𝛽𝜖1 + 𝑒−𝛽𝜖2 = 𝑒0 + 𝑒−𝛽𝜖 = 1 + 𝑒−𝛽𝜖
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:في حالة أن الجسيمان مميزان نجد أن عدد الحالات المجهرية أربع مستويات كما بالشكل التالي-٢

وتحسب دالة التجميع بالمعادلة

:𝑍2 = σ𝑖=1
4 𝑒−𝛽𝜖𝑖 = 𝑒−𝛽𝜖1 + 𝑒−𝛽𝜖2 + 𝑒−𝛽𝜖3 + 𝑒−𝛽𝜖4

= 𝑒−𝛽 0+0 + 𝑒−𝛽 0+𝜖 + 𝑒−𝛽 𝜖+0 + 𝑒𝛽 −𝜖−𝜖

= 1 + 2𝑒−𝛽𝜖 + 𝑒−2𝛽𝜖 = 1 + 𝑒−𝛽𝜖 2
= 𝑍𝑠𝑝

2

:وفي حالة أن الجسيمان غير مميزان نجد أنه يوجد ثلاثة مستويات مجهرية فقط كما بالشكل التالي-٣
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𝑍2وتحسب دالة التجميع بالمعادلة
′ = σ𝑖=1

3 𝑒−𝛽𝜖𝑖 = 𝑒−𝛽𝜖1 + 𝑒−𝛽𝜖2 + 𝑒−𝛽𝜖3

= 𝑒−𝛽 0+0 + 𝑒−𝛽 0+𝜖 +𝑒𝛽 −𝜖−𝜖

= 1 + 𝑒−𝛽𝜖 + 𝑒−2𝛽𝜖 ≠ 𝑍𝑠𝑝
2

بالتالي فإن  .رد متساويةأنه في الحالة العامة للجسيمات التقليدية المميزة والمتطابقة فإن دالة التجميع لكل جسيم منف: من هذا المثال يتضح التالي

:تعطى بالعلاقة𝑍𝑠𝑝ودالة التجميع للجسيم المنفرد 𝑍𝑁العلاقة بين دالة التجميع الكلية للجسيمات  

𝑍𝑁 = 𝑍𝑠𝑝
𝑁

)3(

العددية ونلاحظ أيضاً أن القيم العددية لدالة التجميع في حالة الجسيمات المميزة أكثر من القيم  .وهذا لا ينطبق على الجسيمات الغير المميزة

:وعامة فإنه للجسيمات الغير المميزة نجد أن دالة التجميع تحسب من المعادلة التالية .لدالة التجميع في حالة الجسيمات الغير مميزة

𝑍𝑁 =
𝑍𝑠𝑝

𝑁

𝑁!
)4(

بولتزمان بالشكل-ويصبح توزيع ماكسويل 

𝑛𝑖 = 𝑁𝑔𝑖

𝑒−𝛽𝜖𝑖

𝑍𝑠𝑝
)5(
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بولتزمان بالصورة-والآن دعونا نعرف دالة التوزيع لماكسويل 

𝑓 𝜖𝑖 =
𝑛𝑖

𝑔𝑖
= 𝑁

𝑒−𝛽𝜖𝑖

𝑍𝑠𝑝
)6(

:وبالإمكان أيضاً أن نعرف النسبة. وهي تعين متوسط عدد الجسيمات لكل مستوى كمي

𝑃𝑖 =
𝑛𝑖

𝑁
= 𝑔𝑖

𝑒−𝛽𝜖𝑖

𝑍𝑠𝑝
, with 𝑁 → ∞ )7( 

:مع وجود الشرطينiبأنها الاحتمالية العشوائية لوجود جسيم بالمستوى  

෍

𝑖

𝑃𝑖 = 1 and ෍

𝑖

𝜖𝑖 𝑃𝑖 = 𝐸

:والقيمة المتوسطة لأي كمية فيزيائية تأخذ الصيغة التجميعية

𝑓 =
1

𝑁
෍

𝑖

𝑛𝑖 𝑓 𝜖𝑖 =
1

𝑍𝑠𝑝
෍

𝑖

𝑔𝑖 𝑓 𝜖𝑖 𝑒−𝛽𝜖𝑖 )8(
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εكالتالىنظام يتكون من ثلاث مستويات للطاقة   :مثال 1=0 ,ε 2=100 kB  ,ε 3=200 kB ولهما الانتماءاتg1=1 ,g2=3 ,g3=5 .احسب:

Zspدالة التجميع -1

لكل مستوىالنسبىالاسكان -2

T=100 Kمتوسط الطاقة عند درجة الحرارة -3

𝑍𝑠𝑝دالة التجميع تحسب من المعادلة:الحل = σ𝑖 𝑔𝑖 𝑒−𝛽𝜖𝑖

= 1𝑒−0 + 3𝑒−100𝑘𝐵/100𝑘𝐵 + 5𝑒−200𝑘𝐵/100𝑘𝐵

= 1 + 3𝑒−1 + 5𝑒−2 ≈ 2.78

𝑃𝑖والإسكان النسبي لكل مستوى يعطى بالعلاقة =
𝑛𝑖

𝑁
= 𝑔𝑖

𝑒−𝛽𝜖𝑖

𝑍

:بالتالي احتمالية وجود الجسيم بكل مستوى تعطى بالقيم

𝑃𝑜 =
1

𝑍
≈ 0.360 , 𝑃1 =

3𝑒−1

𝑍
≈ 0.397 , 𝑃2 =

5𝑒−2

𝑍
≈ 0.243

والطاقة المتوسطة

𝐸 = σ𝑖 𝜖𝑖 𝑃𝑖 = 0 × 𝑃0 + 100 × 𝑃1 + 200 × 𝑃2 𝑘𝐵 ≈ 88.3𝑘𝐵



61

.iiدالة التجميع للمستويات المتصلة

، نستطيع أن نستغني عن دالة التجميع(متصلة)عندما تصبح المستويات متقاربة من بعضها البعض 

𝑍𝑠𝑝= σ𝑖 𝑔𝑖 𝑒−𝛽𝜖𝑖بالتكاملًالتالي𝑍𝑠𝑝 = ׬ 𝑔 𝜖 𝑒−𝛽𝜖 𝑑𝜖 (1)

𝑔حيث  𝜖هي كثافة المستويات وتصبح الصورة العامة لدالة التجميع بالشكل:

𝑍𝑠𝑝 =
1

ℎ3
න𝑔 𝜖 𝑒−𝛽𝜖 𝑑𝜖 𝑑𝑟 )2(

بولتزمان الصورة-وللمستويات المتصلة تأخذ دالة التوزيع لماكسويل 

𝑓 𝜖 =
𝑁 𝜖

𝑔 𝜖
= 𝑁

𝑒−𝛽𝜖𝑖

׬ 𝑔 𝜖 𝑒−𝛽𝜖𝑖 𝑑𝜖
)3(

.(الغاز المثالي)لحساب دالة التجميع للغازات أحادية الذرة ( 2)استخدم المعادلة :مثال

ً  .نحن نعرف أن الغاز المثالي يمتلك طاقة حركية انتقالية فقط نظراً لإهمالنا طاقة التفاعل بين الذرات: الحل كبيرا حيثًأنًالغازًيشغلًحيزاً 

ولذلك يمكننا أن نعوض عنها بالكمية   .دالة متصلة𝑔𝑖وتتقاربًفيهًمستوياتًالطاقةًبحيثًيمكنًاعتبارًأنًدالةًكثافةًالمستويات

𝑔 𝜖 𝑑𝜖  والتي تعبر عن عدد الجزيئات التي تنحصر طاقاتها بين القيمتين𝜖و𝜖 + 𝑑𝜖
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:حيث كثافة المستويات تعرف بالمعادلة( 2)المعادلة   .𝑍𝑠𝑝دعونا نبدأ بحساب دالة التجميع لجسيم منفرد 

𝑔 𝜖 =
𝑉

2𝜋2

𝑚

ℏ2

3/2

𝜖

𝑍𝑠𝑝وبالتالي فإن = 0׬

∞
𝑔 𝜖 𝑒−𝛽𝜖 𝑑𝜖 =

𝑉

2𝜋2

𝑚

ℏ2

3/2

0׬

∞
𝜖 𝑒−𝜖/𝑘𝐵𝑇𝑑𝜖

=
𝑉

2𝜋2

𝑚

ℏ2

3/2

𝑘𝐵𝑇 3/2 න
0

∞

𝑦 𝑒−𝑦𝑑𝑦 =
𝑉

2𝜋2

𝑚

ℏ2

3/2

𝑘𝐵𝑇 3/2
𝜋

2

න
0

∞

𝑦 𝑒−𝑦𝑑𝑦 = Γ 3/2 = ൗ𝜋
2 حيث

= 𝑉
2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇

ℎ2

3/2

= 𝑉
2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2

:من جسيمات ماكسويل المميزة نجد أن دالة التجميع الكلية هي𝑁ولعدد 
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𝑍𝑁 = 𝑍𝑠𝑝
𝑁

= 𝑉𝑁
2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3𝑁/2

)4(

:وغالباً نستخدم اللوغاريتم لدالة التجميع وتأخذ الصور

ln 𝑍𝑠𝑝
𝑁

= 𝑁 ln 𝑉 + 𝑁 ln
2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3
2

)4a(

= 𝑁 ln 𝑉 +
3

2
𝑁 ln

2𝜋𝑚𝑘𝐵

ℎ2
+

3

2
𝑁 ln 𝑇 )4b(

.سوف تتضح أهمية هذه المعادلات عند استخدامها في حساب الكميات الفيزيائية للغاز المثالي
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.iiiتطبيقات دالة التجميع للغاز المثالي

  .لقد وجد سابقاً أن خواص الغاز المثالي تعرف بالكميات الفيزيائية مثل الضغط والطاقة الداخلية والحرارة النوعية

، لحساب (4)وهنا سوف نستخدم دالة التجميع، المعادلة   .وقد تم حساب هذه الكميات من خلال الديناميكا الحرارية والنظرية الحركية

.الكميات السابقة

حساب الضغط 1.

:تعطىلهلمهولتز، نجد أن الطاقة الحرة (4)بدءاً من المعادلة : يحسب ضغط الغاز المثالي كالتالي

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝑠𝑝
𝑁

= −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝑠𝑝

ويحسب الضغط من العلاقة

𝑝 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑉
𝑇,𝛽

= 𝑁𝑘𝐵𝑇
𝜕𝑙𝑛𝑍𝑆𝑝

𝜕𝑉
𝑇,𝑁

= 𝑁𝑘𝐵𝑇
𝜕{ 4.a }

𝜕𝑉

𝑝 = 𝑁𝑘𝐵𝑇
1

𝑉
⇒ 𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 )5(

.وهي المعادلة العامة للغاز المثالي
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. ii حساب الطاقة الداخلية

𝑈تحسب الطاقة الداخلية للغاز المثالي من العلاقة = −
𝜕

𝜕𝛽
𝑙𝑛𝑍𝑁 = −

𝜕

𝜕𝛽
{ 13.b }

𝑈 = −
3

2
𝛽( −

1

𝛽2
=

3

2

𝑁

𝛽
=

3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 ⇒ 𝑈 =

3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 )6(

:ومنها نجد أن متوسط الطاقة الحركية لجسيم هي

𝜖 =
𝑈

𝑁
=

3

2
𝑘𝐵𝑇 )7(

.والتي تتطابق مع قانون توزيع الطاقة المتساوي على درجات الحرية

. iii حساب الحرارة النوعية

:تحسب الحرارة النوعية للغاز المثالي من العلاقة

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
𝑉,𝑁

=
3

2
𝑁𝑘𝐵 )8(

.ومنها نجد أنها كمية ثابتة ولا تعتمد علي درجة الحرارة
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.vحساب الإنتروبي

 :يحسب الإنتروبي كالتالي

𝑆 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑇
𝑉,𝑁

= 𝑁𝑘𝐵 𝑙𝑛𝑉 +
3

2
𝑙𝑛𝑇 + 𝑆0 )9(

𝑆0 =
3

2
ln

2𝜋𝑚𝑘

ℎ2
+ 1 حيث

𝑠تشبه المعادلات المشتقة سابقاً بقوانين الديناميكا الحرارية، والتي لها الشكل  = 𝑐𝑣𝑙𝑛𝑇 + 𝑅𝑙𝑛𝑣 + 𝑠𝑜 (  9)المعادلة  )10(

:وبالرغم من بساطتها ولكنها غير صحيحة للأسباب التالية "تيترود-ساكور"الغاز المثالي تسمى بمعادلة لإنتروبي

𝑇عند النهاية  1. → limنجد أن 0
𝑇→0

𝑆 ≠ وهذا يتناقض مع القانون الثالث للديناميكا الحرارية والذي يفترض أن  0

lim
𝑇→0

𝑆 = خدامنا لهذا هذا التناقض ناتج من أننا حسبنا دالة التجميع بواسطة صيغة التكامل وليس التجميع وباست  .لأي نظام0

𝜖جميع المستويات ذات الطاقة ( نستبعد)التقريب فإننا نهمل  = 𝑇عندما 0 → .وهذه المستويات هي السائدة0

.سوف تظهر لنا معضلة جبس الناتجة من عدم تمييز الجسيمات المجهرية، وسوف نتحدث عنها بالتفصيل بمكان آخر2.
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كل جسيم بإمكانه . Vنظام مثالي يطبق علية إحصاء ماكسويل التقليدي ويتكون من جسيمين متطابقين ومميزين في وعاء ذو حجم : مثال

εالتواجد في مستويات لها الطاقة   1=0 ,ε1ε 2=  ,ε2ε :احسب. g1=2 ,g2=1 ,g3=1ولهم الانتماءات   =3

العدد الكلي للحالات المجهرية -أ

دالة التجميع،-ب

.الطاقة المتوسطة-ت

ة وبالتالي نستطيع ترتيبهم كالتالي، مع ملاحظة أن المستوى الأول له درج b, aسوف نفترض هنا أن الجسيمان المميزان هما  :الحل

g1=2الانتماء
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:العدد الكلي للحالات المجهرية في إحصاء ماكسويل يحُسب من العلاقة. أ

المجهريةللحالاتالكليالعدد = الطاقةمستوياتعدد
الجسيماتعدد

∴ 𝑔𝑁 = 2 + 1 + 1 2 = 42 = 16 microstates
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:دالة التجميع تحُسب كالتالي. ب

𝑍𝑀𝐵 = ෍

𝑖=0

16

𝑒−𝛽𝐸𝑖

:باستخدام التجميع حسب مستويات الطاقة الكلية

𝑍𝑀𝐵 = 4𝑒−𝛽𝐸0 + 4𝑒−𝛽𝐸1 + 5𝑒−𝛽𝐸2 + 2𝑒−𝛽𝐸3 + 𝑒−𝛽𝐸4

= 4 + 4𝑒−𝛽𝜖 + 5𝑒−2𝛽𝜖 + 2𝑒−3𝛽𝜖 + 𝑒−4𝛽𝜖

:والطاقة المتوسطة هي. ت

𝑈𝑀𝐵 = −
1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝛽

𝑈𝑀𝐵 =
4𝜖𝑒−𝛽𝜖 + 10𝜖𝑒−2𝛽𝜖 + 6𝜖𝑒−3𝛽𝜖 + 4𝜖𝑒−4𝛽𝜖

4 + 4𝑒−𝛽𝜖 + 5𝑒−2𝛽𝜖 + 2𝑒−3𝛽𝜖 + 𝑒−4𝛽𝜖
→

3

2
𝜖 as 𝑇 → ∞
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أهداف الوحدة التعليمية

:تمكين الطالب من

.فهم الأساس الفيزيائي للسلوك الإحصائي لجزيئات الغاز في الأنظمة الحرارية•

.بولتزمان للسرعات بطريقة رياضية مبسّطة–اشتقاق دالة توزيع ماكسويل •

.تحليل شكل منحنى التوزيع وعلاقته بدرجة الحرارة•

 :تمييز السرعات الثلاث الأساسية الناتجة عن التوزيع•

(Most Probable Speed)السرعة الأكثر احتمالاً •

(Mean Speed)السرعة المتوسطة •

(RMS Speed)السرعة الجذر التربيعي لمتوسط مربع السرعات  •

.تفسير أثر درجة الحرارة على انتشار وتغيرّ التوزيع•
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:المنفصلةالطاقةبولتزمان لمستويات–كما درسنا في الأبوب السابقة فإن دالة توزيع ماكسويل •

𝒇 𝜺𝒊 =
𝒏𝒊

𝒈𝒊
= 𝑵

𝒆−𝜷𝜺𝒊

𝒁𝒔𝒑
, 𝒁𝒔𝒑 = σ𝒊 𝒈𝒊 𝒆−𝜷𝜺𝒊 (1)

.كثافة مستويات الطاقة المنفصلة𝒈𝒊وهى دالة التجميع للجسيم المفرد𝒁𝒔𝒑حيث •

ملية تتحول من عفإن دالة التجميع ( متصلة)عندما تصبح المستويات قريبة جدا من بعضها في حالة الغاز المثالي و•

بالنسبة لطاقة المستويات تكامل التجميع لمستويات الطاقة إلى  

:تكونبولتزمان–ماكسويلتوزيعدالةفإنالطاقةلمستوياتالمتصلالتوزيعحالةفيفإنهلذلك•

𝒇 𝜺 =
𝒏(𝜺)

𝒈(𝜺)
= 𝑵

𝒆−𝜷𝜺

𝒁𝒔𝒑
, 𝒁𝒔𝒑 = ׬ 𝒈 𝜺 𝒆−𝜷𝜺 𝒅𝜺 (2)

𝒈والمفردللجسيمالتجميعدالةهى𝒁𝒔𝒑حيث• 𝜺المتصلةالطاقةمستوياتكثافة.

𝒈تعطيالمثاليللغاز• 𝜺بالعلاقةالكمميكانيكامن:

𝒈 𝜺 = 𝟐𝝅𝑽
𝟐𝒎

𝒉𝟐

𝟑/𝟐
𝜺 (3)
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

𝜺و 𝜺أي بين القيمتين 𝒅𝜺التي لها الطاقة في المدى 𝒅𝒏(𝜺)عدد الجسيمات • + 𝒅𝝐يعطى من:

𝒅𝒏 𝜺 = 𝒏 𝜺 𝒅𝜺

𝒅𝒏 𝜺 = 𝒇 𝜺 𝒈 𝜺 𝒅𝜺

𝒏بالتعويض عن • 𝜺 = 𝒇 𝜺 𝒈(𝜺) (:2)من المعادلة

𝒇بالتعويض عن • 𝜺 = 𝑵
𝒆−𝜷𝜺

𝒁𝒔𝒑
𝒈و ( 2)من المعادلة  𝜺 = 𝟐𝝅𝑽

𝟐𝒎

𝒉𝟐

𝟑/𝟐
𝜺 (:3)من المعادلة

𝒅𝒏 𝜺 = 𝑵
𝒆−𝜷𝜺

𝒁𝒔𝒑
𝟐𝝅𝑽

𝟐𝒎

𝒉𝟐

𝟑/𝟐
𝜺 𝒅𝜺

𝒁𝒔𝒑دالة التجميع للجسيم المفرد لمستويات الطاقة المتصلة• = 𝑽
𝟐𝝅𝒎𝒌𝑩𝑻

𝒉𝟐

𝟑/𝟐
:تم استنتاجها سابقا ، لذلك

𝒅𝒏 𝜺 = 𝑵
𝒆−𝜷𝜺

𝑽

𝒉𝟐

𝟐𝝅𝒎𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐

𝟐𝝅𝑽
𝟐𝒎

𝒉𝟐

𝟑/𝟐
𝜺 𝒅𝜺

𝒅𝒏 𝜺 =
𝟐𝝅𝑵

𝝅 𝒌𝑩𝑻 𝟑/𝟐 𝜺 𝒆−𝜷𝜺 𝒅𝜺 (4)
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

𝒅𝒏وبغرض التحويل من توزيع الجسيمات كدالة في الطاقة • 𝜺 إلى توزيع الجسيمات كدالة في السرعة𝒅𝒏 𝒗:

𝜺 =
𝟏

𝟐
𝒎 𝒗𝟐

→ 𝒅𝜺 = 𝒎 𝒗 𝒅𝒗 → 𝜺 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟏/𝟐 𝒗

𝜺 𝒅𝜺 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟏/𝟐 𝒗 𝒎 𝒗 𝒅𝒗→ 𝜺 𝒅𝜺 =

𝟏

𝟐
𝒎𝟑/𝟐 𝒗𝟐 𝒅𝒗

(:4)بالتعويض في معادلة •

𝒅𝒏 𝒗 =
𝟐𝝅𝑵

𝝅 𝒌𝑩𝑻 𝟑/𝟐

𝟏

𝟐
𝒎𝟑/𝟐 𝒗𝟐𝒆−𝜷 𝒎 𝒗𝟐/𝟐 𝒅𝒗

بضرب الطرف الأيمن في •
𝟐

𝟐

𝒅𝒏 𝒗 =
𝟒𝝅𝑵

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻 𝟑/𝟐 𝒎𝟑/𝟐 𝒗𝟐𝒆−𝜷 𝒎 𝒗𝟐/𝟐 𝒅𝒗

𝒅𝒏 𝒗 = 𝟒𝝅𝑵
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐
𝒗𝟐𝒆−𝜷 𝒎 𝒗𝟐/𝟐 𝒅𝒗 (5)

𝒅𝒏تعرف • 𝒗 بأنها عدد  الجسيمات التي لها السرعات المحددة بين𝒗 و𝒗 + 𝒅𝒗
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

مات تساعد المعادلة في فهم توزيع الجسي. بولتزمان–كذلك بأنها دالة توزيع السرعات لماكسويل ( 5)تعرف المعادلة •

.بتغير السرعات أو درجات الحرارة كما هو موضح الشكل

:تغير السرعات: أولا

𝒅𝒏تنعدم الدالة 1. 𝒗 عند𝒗 = 𝒗أو 𝟎 = ∞

𝒅𝒏:  أي أن 𝟎 = 𝟎, 𝒅𝒏 ∞ = 𝟎

عند السرعات المنخفضة ، بمعنى أن 2.
𝜷 𝒎 𝒗𝟐

𝟐
≪ 𝟏

𝒆−𝜷فإن الحد  𝒎 𝒗𝟐/𝟐 ≈ 𝟏

𝒅𝒏وتكون  𝒗 تتناسب مع مربع السرعة𝒅𝒏 𝒗 ∝ 𝒗𝟐

عند السرعات المرتفعة ، بمعنى أن 3.
𝜷 𝒎 𝒗𝟐

𝟐
≫ 𝒆−𝜷نجد أن الحد 𝟏 𝒎 𝒗𝟐/𝟐يكون هو السائد.
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𝒅
𝒏

𝒗

𝒗

𝑣𝑚𝑝𝑠

𝒅𝒏تبدأ  𝒗 من الصفر وتزداد تربيعيا مع زيادة السرعة حتى تصل إلى قيمة عظمى تسمى السرعة الأكثر احتمالا𝒗𝒎𝒑𝒔

𝒅𝒏وتتناقص  𝒗أسيا مع زيادة السرعة



بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:تغير درجات الحرارة: ثانيا

:الحرارةدرجةبزيادةأنهنلاحظ

الجسيماتسرعةتزداد1.

𝒅𝒏لالعظمىالقيمةتقل2. 𝒗

𝒗𝒎𝒑𝒔احتمالاالأكثرالسرعةقيمةتزداد3.

والذيلنظامباللجسيماتالكليالعددعلىيدلالمنحنياتتحتالكليةالمساحةأنبسببوهذااتساعاأكثرالمنحنىيصبح4.

حرارةدرجةأيعندثابتيظلأنيجب
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:للجزيئاتالمتوسطةالسرعةحساب

:العلاقةمنللجزيئاتالمتوسطةالسرعةحسابيتم•

ഥ𝒗 =
𝟏

𝑵
𝟎׬

∞
𝒗 𝒅𝒏 𝒗 𝒅𝒗

ഥ𝒗 =
𝟒𝝅𝑵

𝑵

𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐

𝟎׬

∞
𝒗 𝒗𝟐𝒆−𝜷 𝒎 𝒗𝟐/𝟐 𝒅𝒗

ഥ𝒗 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐

𝟎׬

∞
𝒗𝟑𝒆−𝜷 𝒎 𝒗𝟐/𝟐 𝒅𝒗

𝒂بوضع• =
𝜷 𝒎

𝟐
بالكيلوجرامالجزئكتلة𝒎حيث

ഥ𝒗 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐

𝟎׬

∞
𝒗𝟑𝒆−𝒂 𝒗𝟐

𝒅𝒗

𝟎׬ولكن•

∞
𝒗𝟑𝒆−𝒂 𝒗𝟐

𝒅𝒗 =
𝟏

𝟐 𝒂𝟐

ഥ𝒗 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐 𝟏

𝟐 𝒂𝟐 → ഥ𝒗 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐 𝟒

𝟐 𝜷𝟐 𝒎𝟐
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:للجزيئاتالمتوسطةالسرعةحسابتابع

ഥ𝒗 = 𝟖𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐 𝟏

𝜷𝟐 𝒎𝟐

𝜷عنبالتعويض• =
𝟏

𝒌𝑩 𝑻

ഥ𝒗 = 𝟖𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐 𝒌𝑩
𝟐 𝑻𝟐

𝒎𝟐 → ഥ𝒗 =
𝟖 𝒌𝑩 𝑻

𝝅 𝒎

𝑹المثاليللغاز• = 𝒌𝑩 𝑵𝑨،حيث𝑹وللغازاتالعامالثابت𝑵𝑨أفوجادروعدد

ഥ𝒗 =
𝟖 𝑹 𝑻

𝝅𝑵𝑨𝒎

𝑴عنبالتعويض• = 𝑵𝑨𝒎مول/بالكيلوجرامللجزئالجزئيالوزنهى

ഥ𝒗 =
𝟖 𝑹 𝑻

𝝅 𝑴
→ ഥ𝒗 =

𝟖

𝝅

𝑹 𝑻

𝑴
→ ഥ𝒗 = 𝟏. 𝟓𝟗𝟔

𝑹 𝑻

𝑴
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:للجزيئاتسرعةمربعمتوسطحساب

:العلاقةمنللجزيئاتسرعةمربعمتوسطحسابيتم•

𝒗𝟐 =
𝟏

𝑵
𝟎׬

∞
𝒗𝟐 𝒅𝒏 𝒗 𝒅𝒗

𝒗𝟐 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐

𝟎׬

∞
𝒗𝟒𝒆−𝒂 𝒗𝟐

𝒅𝒗

𝟎׬ولكن•

∞
𝒗𝟒𝒆−𝒂 𝒗𝟐

𝒅𝒗 =
𝟑 𝝅

𝟖 𝒂𝟓/𝟐

𝒗𝟐 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐 𝟑 𝝅

𝟖 𝒂𝟓/𝟐 → 𝒗𝟐 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐 𝟑×𝟐𝟓/𝟐 𝝅

𝟖 𝜷𝟓/𝟐𝒎𝟓/𝟐

𝒗𝟐 = 𝟒𝝅
𝒎

𝟐 𝝅 𝒌𝑩𝑻

𝟑/𝟐 𝟑×𝟐𝟓/𝟐 𝝅 𝒌𝑩
𝟓/𝟐

𝑻𝟓/𝟐

𝟖 𝒎𝟓/𝟐 → 𝒗𝟐 =
𝟑𝒌𝑩𝑻

𝒎
→ 𝒗𝟐 =

𝟑𝑹 𝑻

𝑴

𝒗𝒓𝒎𝒔 = 𝒗𝟐
→ 𝒗𝒓𝒎𝒔 =

𝟑𝒌𝑩𝑻

𝒎
→ 𝒗𝒓𝒎𝒔 =

𝟑𝑹 𝑻

𝑴
= 𝟑

𝑹 𝑻

𝑴

𝒗𝒓𝒎𝒔 = 𝟏. 𝟕𝟑𝟐
𝑹 𝑻
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:للجزيئاتاحتمالاالأكثرالسرعةحساب

𝒗𝟐𝒆−𝒂للدالةالعظميللقيمةالمقابلةالسرعةبأنها𝒗𝒎𝒑𝒔احتمالاالأكثرالسرعةتعرف• 𝒗𝟐
الجزيئاتعددعندهايكونوالتي

.يكونماأكبر

.صفريساويللدالةالأولالتفاضلفإنللدالةالعظمىالنهايةعند:كالتالي𝒗𝒎𝒑𝒔تحسب•

𝒗𝟐𝒆−𝒂للدالةالأولالتفاضلنحسبلذلك• 𝒗𝟐

𝒅

𝒅𝒗
𝒗𝟐𝒆−𝒂 𝒗𝟐

= 𝒗𝟐 𝒅

𝒅𝒗
𝒆−𝒂 𝒗𝟐

+ 𝒆−𝒂 𝒗𝟐 𝒅

𝒅𝒗
𝒗𝟐

𝒅

𝒅𝒗
𝒗𝟐𝒆−𝒂 𝒗𝟐

= 𝒗𝟐𝒆−𝒂 𝒗𝟐
−𝟐 𝒂 𝒗 + 𝒆−𝒂 𝒗𝟐

𝟐 𝒗

𝒅

𝒅𝒗
𝒗𝟐𝒆−𝒂 𝒗𝟐

= −𝟐 𝒂 𝒗𝟑𝒆−𝒂 𝒗𝟐
+ 𝟐 𝒗 𝒆−𝒂 𝒗𝟐

𝒅

𝒅𝒗
𝒗𝟐𝒆−𝒂 𝒗𝟐

= −𝟐 𝒂 𝒗𝟑 + 𝟐 𝒗 𝒆−𝒂 𝒗𝟐
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:للجزيئاتاحتمالاالأكثرالسرعةحسابتابع

ቚ
𝒅

𝒅𝒗
𝒗𝟐𝒆−𝒂 𝒗𝟐

𝒗=𝒗𝒎𝒑𝒔

= 𝟎

−𝟐 𝒂 𝒗𝒎𝒑𝒔
𝟑 + 𝟐 𝒗𝒎𝒑𝒔 𝒆−𝒂 𝒗𝒎𝒑𝒔

𝟐
= 𝟎

− 𝒂 𝒗𝒎𝒑𝒔
𝟑 + 𝒗𝒎𝒑𝒔 = 𝟎 → − 𝒂 𝒗𝒎𝒑𝒔

𝟐 + 𝟏 = 𝟎 → 𝒗𝒎𝒑𝒔 =
𝟏

𝒂

𝒗𝒎𝒑𝒔 =
𝟐

𝜷 𝒎
→ 𝒗𝒎𝒑𝒔 =

𝟐 𝒌𝑩 𝑻

𝒎
→ 𝒗𝒎𝒑𝒔 =

𝟐 𝑹 𝑻

𝑴
= 𝟐

𝑹 𝑻

𝑴

𝒗𝒎𝒑𝒔 = 𝟏. 𝟒𝟏𝟒
𝑹 𝑻

𝑴
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:الثلاثةالسرعاتبينالعلاقة•

:هىالثلاثةالسرعات•

𝒗𝒎𝒑𝒔احتمالاالأكثرالسرعة(1

ഥ𝒗المتوسطةالسرعة(2

𝒗𝒓𝒎𝒔السرعاتمربعلمتوسطالتربيعيالجذر(3

،البعضبعضهاعنكثيراقيمهاتختلفلاالسرعاتهذه•

:التاليالتناسبويربطها•

• 𝒗𝒎𝒑𝒔 ∶ ഥ𝒗 ∶ 𝒗𝒓𝒎𝒔 = 𝟏. 𝟎𝟎 ∶ 𝟏. 𝟏𝟐𝟖 ∶ 𝟏. 𝟐𝟐
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بولتزمان–دالة توزيع السرعات لماكسويل 

:مسألة

𝑻حرارةدرجةعندللنيتروجينالجزيئيالوزنأنبمعلومية• = 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝑲هو𝑴 = 𝟐𝟖 × 𝟏𝟎−𝟑 𝒌𝒈/𝒎𝒐𝒍،احسب

𝑻حرارةدرجةعندللنيتروجيناحتمالاالأكثروالسرعةالسرعاتمربعلمتوسطالتربيعيوالجذرالمتوسطةالسرعة
= 𝟏𝟎𝟎𝟎 𝑲،بأنعلما𝑹 = 𝟖.𝟑𝟏𝟒 𝑱.𝒎𝒐𝒍−𝟏𝑲−𝟏

:الحل

ഥ𝒗 = 𝟏. 𝟓𝟗𝟔
𝑹 𝑻

𝑴
= 𝟏. 𝟓𝟗𝟔

𝟖.𝟑𝟏𝟒×𝟏𝟎𝟎𝟎

𝟐𝟖×𝟏𝟎−𝟑 = 𝟖𝟔𝟗. 𝟔𝟖 𝒎/𝒔

𝒗𝒓𝒎𝒔 = 𝟏. 𝟕𝟑𝟐
𝑹 𝑻

𝑴
= 𝟏. 𝟕𝟑𝟐

𝟖.𝟑𝟏𝟒×𝟏𝟎𝟎𝟎

𝟐𝟖×𝟏𝟎−𝟑 = 𝟗𝟒𝟑. 𝟕𝟗 𝒎/𝒔

𝒗𝒎𝒑𝒔 = 𝟏. 𝟒𝟏𝟒
𝑹 𝑻

𝑴
= 𝟏. 𝟒𝟏𝟒

𝟖.𝟑𝟏𝟒×𝟏𝟎𝟎𝟎

𝟐𝟖×𝟏𝟎−𝟑 = 𝟕𝟕𝟎. 𝟓 𝒎/𝒔
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(PHYS 342)الفيزياء الاحصائية

Kingdom of Saudi Arabia

Ministry of Education

Qassim University

College of Science

Department of Physics

المملكة العربية السعودية

وزارة التعليم

جامعة القصيم

كلية العلوم

قسم الفيزياء

10/31/2025

الإحصاء الكمي: الفصل السادس



.  متناهية، وفي وقت واحديستطيع المرء أن يحدد إحداثيات جسم وكمية حركته الخطية بدقة: الميكانيكا التقليدية•

𝒓∆:مبدأ عدم التيقن لهيزنبرج الموضح في المعادلة: ميكانيكا الكم• ∆𝒑 ≫ 𝒉والوصفة التقليدية تعتبر . يمنع هذا التحديد
.مهملا 𝒉مقبولة في حالة أن الثابت

متوسط المسافة بن الجزيئات كما في 𝒓𝒂𝒗هي متوسط كمية الحركة الخطية ،  𝒑𝒂𝒗حركة الجزيء في  الغاز حيث أن  : مثال•
(  1)الشكل 

ƛبرولى بالطول ألموجي حيث أن -وباستخدام موجة دي = Τ𝒉
𝒑

𝒓𝒂𝒗 ≫ 𝞴𝒂𝒗 (classical limit)

𝒓𝒂𝒗 ≪ 𝞴𝒂𝒗 (quantum limit)

•𝞴𝒂𝒗هي مقياس لانتشار الجزيء في الفراغ
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:ولكي تصبح الوصفة التقليدية ملائمة لابد أن تتحقق الشروط التالية

(غاز ذو كثافة منخفضة.)بالنظام يجب أن تكون قليلة𝑵عدد الجسيمات•

.يجب أن تكون مرتفعة𝑻درجة الحرارة •

.  ليست صغيرة جدا𝒎كتلة جزيء الغاز •

:  فإن 𝑽ويشغل فراغا حجمه𝒓𝒂𝒗مستقرة بمكعب ضلعه 𝑵لنتخيل غاز مثالي يتكون من عدد من الجزيئات 

𝒓𝒂𝒗
𝟑 𝑵 ≈ 𝑽 → 𝒓𝒂𝒗 ≈ (

𝑽

𝑵
) ൗ𝟏

𝟑

:  هي 𝜺و متوسط طاقة حركة الجزيئاتTو أن العلاقة بين درجة الحرارة المطلقة 

𝜺 =
𝒑𝒂𝒗

𝟐

𝟐𝒎
=

𝟑

𝟐
𝒌𝑩 𝑻 → 𝒑𝒂𝒗 ≅ (𝟑𝒎𝒌𝑩𝑻) ൗ𝟏

𝟐

: فإن 

ƛ𝒂𝒗 =
𝒉

𝒑𝒂𝒗
=

𝒉

(𝟑𝒎𝒌𝑩𝑻) ൗ𝟏
𝟐

:  و بالتالي فإن الشرط التقليدي يصبح

(
𝑽

𝑵
) ൗ𝟏

𝟑 ≫
𝒉

(𝟑𝒎𝒌𝑩𝑻) ൗ𝟏
𝟐

86



,تطيعنسفإننابالتاليلهوالمتاحالحجممنجداأصغرعامةالجزيءحجمأننجد,الغازاتفي•

.تقليديامعهالتعاملنستطيعو,الغازفيجزيءكلتحديد,كمبدأ

أن,نجدمنهو,لهالمتاحالحجممنأكبرعامةالإلكترونحجمأننجد,الموصلةالموادفي•

لذلك,لمعادنافيالإلكتروناتتحديدهنانستطيعلاو.كبيرحدإلىتتداخلسوفالموجيةالدوال

.ائيةالإحصالكمميكانيكاطرقتطبيقإلىتلجأسوفلهذاو,مميزغيرالإلكترونيصبح

–زبوإحصاءوديراكفيرميإحصاءهماوألا,المجالهذافيإحصائيتينطريقتينهناكو•

.أينشتاين
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:ديراك–فيرميإحصاء

.والميونزاتوالبروتونوالبوزيتروناتالالكتروناتمثلفيرميونوتسميالمميزة،غيرالجسيماتعلييطبقإحصاءهو
جسيممنثرلأكلايمكنأنهبمعنى)للاستبعادباوليلمبدأوتخضعللتماثلمضادةموجيهوالدلهاالفيرميونوجسيمات

.𝒉قيمةمنفرديةصحيحةأعدادأنصافمغزليةحركةلهاالجسيماتهذه.(الكميالمستوىنفسيشغلأن
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ديراك مهما في دراسة سلوك الإلكترونات -يعد إحصاء فيرمي

.الحرة في المعادن وأشباه الموصلات

يملأأنإماطاقةمستوىكلفإنالفيرميونجسيماتحالةوفي

(2)الشكلفيكمافارغايصبحأنأوفقطواحدبجسيم



𝑔𝑗أقل من أو تساوي  𝑛𝑗نجد أن  عدد الجسيمات  𝑔𝑗حيث تكون درجة الإنتماء 𝑗و لذلك فأن لكل منسوب طاقة •

𝑛𝑗بمعنى أنه  ≤ 𝑔𝑗 و لمجموعة من المستويات عددها𝑔𝑗 يمكن تقسيمها إلى مجموعتين الاأولى عددها𝑛𝑗

𝑔𝑗)وتحتوي كل منها على جسيم منفرد و الثانية   − 𝑛𝑗)فارغة من الجسيماتز

:𝑗و للحصول على حالات مجهرية جديدة بواسطة منسوب طاقة •

𝜔𝐹𝐷 𝑗 =
𝑔𝑗!

𝑛𝑗 ! (𝑔𝑗 − 𝑛𝑗)!

لكل لاهبالتالي فإن العدد الكلي للحالات المجهرية المناظر لترتيب مسموح به هو ببساطة حاصل ضرب المعادلة أع•
:  مناسيب الطاقة كما يلي 

Ω𝐹𝐷 = ෑ

𝑗=1

𝑛
𝑔𝑗!

𝑛𝑗 ! (𝑔𝑗 − 𝑛𝑗)!
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:اينشتين -إحصاء بوز

لها دوال وجسيمات البوزون. هو إحصاء يطبق علي الجسيمات الغير مميزة وتسمى بوزون، مثل الفوتونات والفونونات
.  𝒉موجيه متماثلة ولا تخضع لمبدأ باولي للاستبعاد ، كما أن الحركة المغزلية لها تأخذ أعداد صحيحة من قيمة 

:يعد إحصاء بوز أينشتين مهما في

.دراسة سلوك فوتونات الإشعاع•

(.آينشتين–مثل تكثف بوز)سلوك جزيئات الغاز عند درجات الحرارة المنخفضة •
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رأكثتعتبرللبوزونالمجهريةالحالاتعددحسابطريقة

(3)الشكليوضححيثديراك-فيرميتوزيعمنتعقيداً 

من𝑔𝑗خلالالمميزةالغيرالجسيماتمن𝑛𝑗عددترتيب

𝑔𝑗)بواسطةالمقسمةوالمستويات − الخطوطمن(1



𝑛𝑗و للحصول على حالات مجهرية جديدة بواسطة خلط الخطوط والجسيمات مع احتفاظنا بالأعداد • 𝑔𝑗 ثابتة لكل

𝑗منسوب طاقة 

𝜔 𝑗 =
(𝑛𝑗 +𝑔𝑗 − 1)!

𝑛𝑗 ! (𝑔𝑗 − 1)!

لكل هبالتالي فإن العدد الكلي للحالات المجهرية المناظر لترتيب مسموح به هو ببساطة حاصل ضرب المعادلة أعلا•
:  مناسيب الطاقة كما يلي 

Ω𝐵𝐸 = ෑ

𝑗=1

𝑛
(𝑛𝑗 +𝑔𝑗 − 1)!

𝑛𝑗 ! (𝑔𝑗 − 1)!
.
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: 1مثال •

𝜺𝟐)حيث𝜺𝟐و𝜺𝟏طاقةومستوييN=3جسيماتثلاثمنمكوننظامنعتبر >𝜺𝟏,)بالشكلكما

𝒈𝟏أنمعنىالانتماءثنائي𝜺𝟏المستوى.التالي أحادي𝜺𝟐المستوىو.بجسمينيتشبعو2=
.إحصاءلكلالمجهريةالمستوياتعدداحسب.فقطوحيدبجسيميتشبعوالإنتماء
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:الحل

𝒈𝟏أننعلم وننكأننستطيعلذلك.الثانيبالمستوىوهوالأولبالمستوىالجسيماتعددو2=

.ائيإحصتوزيعلكلالمجهريةالمستوياتعددنحسبومنهحدة،عليمستويلكلالتاليالجدول



94



: 2مثال •

منمستوىبأيالتواجدالجسيمينمنأيبإمكانVحجمبداخلجسيمينمنيتكوننظام

,𝜺3=3و𝜺𝟏=0,الطاقاتذوالثلاثالكميةالمستويات 𝜺𝟐=1تحققإذاالتجميعدالةاحسب:

بولتزمانماكسويلإحصاءتتبعالجسيماتأن1.

أينشتاينبوزإحصاءتتبعالجسيماتأن2.

ديراكفيرميإحصاءتتبعالجسيماتأن3.
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:  الحل•

ماتالجسيتكونبولتزمانماكسويلإحصاءحالةفيأنهنعلم:بولتزمانماكسويلإحصاء1.

:التاليبالجدولكماأكثراوبجسيميتشبعأنالمستوىوبإمكان,A,Bمثلفرضا.مميزة
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𝜺i Microstates

k1 k2 k3 k4 k5 k6

3 AB B B

1 AB B A

0 AB A A

Ei 0 2 6 1 3 4

𝜔i 1 1 1 2 2 2

ZMB = σi giⅇ
−βE𝑖 =1+ⅇ −2β𝜀 + ⅇ −6β𝜀 + 2ⅇ −β𝜀 + 2ⅇ −3β𝜀 + 2ⅇ −4β𝜀

مستويات 6واحد فقط هم . ، والتي بها جسيممجهريهمستويات 3نلاحظ هنا أن عدد المستويات التي بها جسيمين مميزين هم 

9، والمجموع الكلي للمستويات المجهرية هيمجهريه



:  الحل•

عددأيىعلالمستوىيختويأينشتاينبوزإحصاءحالةفيأنهنعلم:أينشتاينبوزإحصاء2.

:التاليبالجدولكما,A,Aمثلفرضا.مميزةالغيرالجسيماتمن
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𝜺i Microstates

k1 k2 k3 k4 k5 k6

3 AA A A

1 AA A A

0 AA A A

Ei 0 2 6 1 3 4

𝜔i 1 1 1 1 1 1

ZBE = σi giⅇ
−βE𝑖 =1+ⅇ −2β𝜀 + ⅇ −6β𝜀 + ⅇ −β𝜀 + ⅇ −3β𝜀 + ⅇ −4β𝜀

، مجهريهمستويات 3احد فقط هم و، والتي بها جسيممجهريهمستويات 3نلاحظ هنا أن عدد المستويات التي بها جسيمين هم 

6والمجموع الكلي للمستويات المجهرية هي



:  الحل•

سيمجمنأكثرعلىالمستوىيحتويلاديراكفيرميإحصاءحالةفي:ديراكفيرميإحصاء3.

:التاليبالجدولكماA,مثلفرضا.مميزغير
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𝜺i Microstates

k1 k2 k3

3 A A

1 A A

0 A A

Ei 1 3 4

𝜔i 1 1 1

ZFD = σi giⅇ
−βE𝑖 =ⅇ −β𝜀 + ⅇ −3β𝜀 + ⅇ −4β𝜀

، مجهريهمستويات 3واحد فقط هم التي بها جسيمالمجهريهمستويات و النلاحظ هنا أنه لا يوجد مستويات  بها جسيمين 

3والمجموع الكلي للمستويات المجهرية هي



:  3مثال•

منمستوىبأيالتواجدالجسيمينمنأيبإمكان.مميزينغيرجسيمينمنيتكوننظام

,𝜺3=2و𝜺𝟏=0,الطاقاتذوالثلاثالكميةالمستويات 𝜺𝟐=1الأولالمستوى𝜺𝟏=0ثنائي

الطاقةوالتجميعدالةأحسب.الانتماءأحاديةالأخرىوالمستوياتg𝟏=2أنبمعنى,الانتماء

:تحققإذاللنظامالمتوسطة

ديراكفيرميإحصاءتتبعالجسيماتأن1.

أينشتاينبوزإحصاءتتبعالجسيماتأن2.

النهائية؟النتيجةعلىتعليقكهوما,(∞→T)عندماللنظامالمتوسطةالطاقةاحسب3.
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:  الحل•

:المجهريةللحالاتالتاليالتوزيععلىنحصلسوف:ديراكفيرميإحصاء1.
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𝜺i Microstates

k1 k2 k3 k4 k5 k6

2𝜀 0 0 0 a a a

1𝜀 0 a a 0 0 a

0 a a a 0 0 a 0 a 0 a 0 0

Ei 0 ε ε 2ε 2ε 2ε

ZFD = σi giⅇ
−βE𝑖 =1+2ⅇ −β𝜀 + 2ⅇ −2β𝜀 + ⅇ −3β𝜀

و الطاقة المتوسطة

UFD = −
1

ZFD

𝜕ZFD

𝜕β
=

2ε e −β𝜀 + 4ε e −2β𝜀 +3ε e −3β𝜀

1+2e −β𝜀 + 2e −2β𝜀 +e −3β𝜀 → 
3

2
ε as T→∞



:  الحل•

:المجهريةللحالاتالتاليالتوزيععلىنحصلسوف:أينشتاينبوزإحصاء2.
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𝜺i Microstates

k1 k2 k3 k4 k5

2𝜀 0 0 0 0 0

1𝜀 0 0 0 a a

0 aa 0 0 aa a a a 0 0 a

Ei 0 0 0 ε ε

𝜺i Microstates

k6 k7 k8 k9 k10

2𝜀 a a 0 a aa

1𝜀 0 0 aa a 0

0 a 0 0 a 0 0 0 0 0 0

Ei 2ε 2ε 2ε 3ε 4ε



•
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ZBE = σi giⅇ
−βE𝑖 =3+2ⅇ −β𝜀 + 3ⅇ −2β𝜀 + ⅇ −3β𝜀 +ⅇ −4β𝜀

و الطاقة المتوسطة

UBE = −
1

ZBE

𝜕ZBE

𝜕β
=

2ε e −β𝜀 + 6ε e −2β𝜀 ++ 3ε e −3β𝜀 +4ε e −4β𝜀

3+2e −β𝜀 + 3e −2β𝜀 +e −3β𝜀 + e −4β𝜀 → 
3

2
ε as T→∞

و تصبح دالة التجميع

إلييؤولاناكدير-فيرميوأينشتين-بوزإحصاءفإنالمرتفعةارةرالحدرجاتعندأنهنجدالمتوسطةللطاقةالنهائيةالنتيجةمن
.التقليديبولتزمان-ماكسويلإحصاء



:  4مثال•

مستوىبأيالتواجدالجسيمينمنأيبإمكان.Vحجمبداخلمميزينغيرجسيمينمنيتكوننظام

=𝜺3و𝜺𝟏=0,الطاقاتذوالثلاثالكميةالمستوياتمن 2𝜀 , 𝜺𝟐= 1𝜀.التجميعدالةأحسب

:تحققإذاالثلاثللمستوياتn3وn2وn1و

أينشتاينبوزإحصاءتتبعالجسيماتأن1.

علىتعليقكهوما,(T→0)عندماللنظامالمتوسطةوالطاقةn3وn2وn1أحسب2.

النهائية؟النتيجة
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:  الحل•

:المجهريةللحالاتالتاليالتوزيععلىنحصلسوف:أينشتاينبوزإحصاء1.
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𝜺i Microstates

k1 k2 k3 k4 k5 k6

2𝜀 0 0 1 0 1 2

1𝜀 0 1 0 2 1 0

0 2 1 1 0 0 0

Ei 0 ε 2ε 2ε 3ε 4ε

ZBE = σi giⅇ
−βE𝑖 =1+ⅇ −β𝜀 + 2ⅇ −2β𝜀 + ⅇ −3β𝜀 + ⅇ −4β𝜀 =(1 + ⅇ −2β𝜀 )(1 + ⅇ −β𝜀 + ⅇ −2β𝜀 )

و باستخدام القانون العام 

ഥni = −
1

βZBE

𝜕ZBE

𝜕𝜀i
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n1 = −
1

βZBE

𝜕ZBE

𝜕𝜀1
= 

2 +e −β𝜀 +e −2β𝜀

(1+e −2β𝜀 )(1+e −β𝜀 +e −2β𝜀 )

n2 = −
1

βZBE

𝜕ZBE

𝜕𝜀2
= 

e −β𝜀 (1+2 +e −β𝜀 +e −2β𝜀 )

(1+e −2β𝜀 )(1+e −β𝜀 +e −2β𝜀 )

n3 = −
1

βZBE

𝜕ZBE

𝜕𝜀3
= 

e −2β𝜀 (1+e −β𝜀 +e −2β𝜀 )

(1+e −2β𝜀 )(1+e −β𝜀 +e −2β𝜀 )

و تصبح الطاقة الداخلية

U = n1𝜺 + n2𝜺 + n3𝜺 =
𝜀ⅇ −β𝜀 (1 + 4ⅇ −β𝜀 +3ⅇ −2β𝜀 +4ⅇ −3β𝜀 )

(1 + ⅇ −2β𝜀 )(1 + ⅇ −β𝜀 + ⅇ −2β𝜀 )

إلى الصفر تؤول الطاقة المتوسطة للصفرTو عندما تؤول 
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(Black body radiation)إشعاع الجسم الأسود 

بأنهًالجسمًالذيًلهًأعلىًقدرةًامتصاصيةًللأشعة( وهوًجسمًنظري)يعرفًالجسمًالأسودً•
ًنستطيعًالكهرومغناطيسيةًالساقطةًعليه،ًوبالتاليًفلنًيكونًهناكًضوءًينعكسًمنه،ًولذلكًلا

علىًالإشعاع. تحديدًلونه .  وحيثًإنًقدرتهًعاليةًللامتصاصًفإنًقدرتهًعاليةًأيضاً 

دًوبهًثقبًنستطيعًتمثيلًالجسمًالأسودًبجسمًمغلق،ًأجوف،ًذيًسطحًداخليًمطليًباللونًالأسو•
بالاعلىصغيرًكماًبالشكلً
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شعاعًضوئيًساقط

للجسم الأسودنموذجىشكل 



عةًالثقبًحيثًإنًالأشإنًالجسمًالأسودًيمتصًكلًالضوءًالساقطًعليهًمنًخلال•

أخرى،ًوذلكًنتيجة اتًللانعكاسالنافذةًخلالًالثقبًلنًيسمحًلهاًبالخروجًمرةً 

المتتالية

فإنهًيشعًضوءاًيحتويًعلىً( T)المطلقةالحرارةًعندًتسخينًالجسمًالأسودًلدرجةً•

علىًدرجةًحرارته جميعًالأطوالًالموجيةًالممكنةًاعتماداً 
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عندλًللجسمًالأسودًمعًطولًالموجةًu(λ)مخططًلتوزيعًالطاقةًالإشعاعيةً

درجاتًحرارةًمختلفةً



.بغضًالنظرًعنًالطولًالموجيًأوًالاتجاه( ولاًيعكسها)يمتصًكلًالأشعةًالساقطةً•

.بالمقارنةًللأجسامًالأخرى( فيًجميعًالاتجاهات)لهًقدرةًعاليةًعلىًالاشعاعً•

عتمدًعلىًمنحنىًالطاقةًالإشعاعيةًالمنبعثةًمنًالجسمًالأسودًلاًيعتمدًعلىًطبيعةًمادته،ًولكنًي•

(T)درجةًحرارتهً

المنحنياتًعندًدرجةًالحرارةًالمنخفضةًتقعًتماماًبداخلًالمنحنياتًذاتًدرجاتًالحرارةً•

.المرتفعة

تزدادًالطاقةًالإشعاعيةًالمنبعثةًمنًالجسمًالأسودًكلماًازدادًطولً( T)عندًدرجةًحرارةًثابتةً•

تبدأًبعدهاًالطاقةًفيًالانخفاضًبزيادةًالطولً( λ𝑚𝑎𝑥)الموجة،ًثمًتصلًإلىًالقيمةًالعظمىً

.  الموجي
109

لجسم الأسودلائيةرالاستقالمعالم 



:قانونًفينًللإزاحةًوينصًعلىًأن•

:بمعنىًأن" للجسمًهيًعلاقةًعكسية( T)ودرجةًالحرارةًالمطلقةً( λ𝑚𝑎𝑥)العلاقةًبينًالقيمةًالعظمىًللطولًالموجيً"

λmax= ثابتً T

:ينصًعلىًأن: قانونًستيفانًللمساحة•

ومحورًالطولًالموجيًوتعطىً( T)تعرفًبالمساحةًالمحصورةًبينًالمنحنىًالمحددًبقيمةً( T)الطاقةًالإشعاعيةًالكليةًلوحدةًالمساحاتًعندًدرجةًحرارةًثابتةً"

u = bT4:بالعلاقة

: ثابتًوقيمتهًهيbحيثً

b = 7.55 x 10−16 J 𝑚−3 𝐾−4

:  وينصًعلىًأنه( Rayleigh-Jeans law)جينز-ريلىقانونً•

:  تعُرفًالطاقةًالإشعاعيةًبالعلاقة( الأطوالًالموجيةًالطويلة)عندًالتردداتًالمنخفضةً"

u(λ) ∝ 
𝑇

λ4

:وينصًعلىًأنه( Wien's law)قانونًفين•

:تعرفًالطاقةًالإشعاعيةًبالعلاقة( الأطوالًالموجيةًالقصيرة)عندًالتردداتًالمرتفعةً"

u(λ) ∝ λ−5 𝑒𝑑ȁλ𝑇

ثابتdحيثً
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 Ultra-violet)الكارثة الفوق بنفسجية"
catastrophe ) و ثابت بلانك

ولكنًمنًقانونً. يةعليًهيئةًموجاتًكهرومغناطيسحرارتهًكلباستمرارًمنًمعرفتناًبمبادئًالفيزياءًالتقليديةًنتوقعًأنًالجسمًالساخنًيشعً•
لةًغيرًوسميتًهذهًالمعض.لإشعاعًيصلًإلىًمالانهايةًعندماًيؤولًالطولًالموجيًالكهرومغناطيسيًإلىًالصفرجينزًنجدًأنًمعدل-ريلى

له؟السببًفيًهذاًاللغزًنظريا ؟ًوكيفًالسبيلًإلىًحماهو: وأصبحًالسؤالالكارثةًالفوقًبنفسجية"المنطقيةًحينًذاكًبلغزً

لةًولكنًتتكونًمنًمنًالقيمًالمتصطاقةًالجسمًالإشعاعية،ًالممتصةًأوًالمنبعثة،ًلاًتمثلًفيضا: "معضلةًوذلكًبفرضًأنالنجحًبلانكًفيًحلً•
:  بمعنىًأن" v“التيًيحملهاًكلًطاقةًكمًتتناسبًمعًترددًالإشعاعً" E“ومقدارًالطاقةً" Quanta"وحداتًطاقةًلاًتتجزأًوسميتًطاقةًكمً

E = hv = h𝑐

λ
هوًثابتًبلانكhًحيثً

:واشتقًبلانكًعلاقتهًالمشهورةًللطاقةًالإشعاعيةًفيًالصورة•

u(λ) = 
8πℎ𝑐

𝜆5

1

(𝑒ℎ𝑐ȁλ𝑘𝐵𝑇 −1)
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:مثال•

.اثبتًقانونًفينًللإزاحة

:الحل•

المعطاةًة،ًفإنناًنبحثًعنًالطولًالموجيًالذيًتكونًفيهًكثافةًالطاقللإزاحةثباتًقانونًفينًلإ
:فيًقيمتهاًالعظميًوذلكًباستخدامًالشرطبالمعادلةًالسابقةً

ቤ
𝜕𝑢 𝜆

𝜕𝜆
𝜆=𝜆max

= 0

:وهذاًالشرطًيعطيناًالمعادلة

X = 5(1 - 𝑒−𝑥) 

𝑥حيثً =
𝛽ℎ𝑐

𝜆max
أوًبالرسمًالبيانيًوحلهاًهو  ً :بالإمكانًحلًالمعادلةًالأخيرةًعدديا

𝑥 =
𝛽ℎ𝑐

𝜆max
= 

ℎ𝑐

𝜆max𝑘𝐵𝑇
= 4.965

𝜆max𝑇 =
ℎ𝑐

4.965𝑘𝐵
= 2.897 x 10−3 𝑚𝐾
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:مثال

لموجةًباستخدامًقانونًالإزاحةًلفينًاحسبًدرجةًحرارةًسطحًالقمرًإذاًعلمًأنًالطيفًيصلًذروتهًعندًا
λmax = 14 x 10−6 mاعتبرًانًالقمرًجسمًأسود

:الحل

λmax𝑇لفينزاحةالإباستخدامًقانونً = 2.897 x 10−3 mKنجدًانًدرجةًحرارةًسطحًالقمرًهي:

T = 
2.897 x 10−3 mK

λmax
= 

2.897 x 10−3 mK
14 𝑥10−6 𝑚

≈ 207 K

:خواصًالفوتوناتًهي•

.أينشتين-ولذلكًيطبقًعليهاًإحصاءًبوز( ℏ)الحركةًالمغزليةًللفوتوناتًلهاًالقيمة. أ

.لاًتؤثرًالفوتوناتًالمثاليةًعليًبعضهاًالبعض. ب

.لذلكًفهوًيتحركًبسرعةًالضوء( zero rest mass)كتلةًالفوتونًالساكنةًمنعدمة. ج

𝜔( Dispersion relation)الفوتونًيحققًعلاقةًالتشتتً. د = 𝑐𝑘وبالتاليًفإن :E = ℏ𝜔 = ℏck
:كالتاليvاوًالترددλًالموجىللفوتوناتًنجدًأنًكميةًالحركةًالخطيةًتعرفًبدلالةًالطولً. ه

p = 
ℎ

λ
= 

ℎ

𝑐
v

dp = 
ℎ

𝑐
𝑑𝑣

هوًسرعةًالضوءًفيًالفراغcحيثً
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عندًرارومتزنًحvأجوفًذيًحجمًثابتوباعتبارًأنًالفوتوناتًمحتويهًداخلًجسمًمغلق  ً يا
نًالمتواجدةًبي( مستوياتًالفوتونات)الأنماطًمعًالوسطًالمحيطًبه،ًفإنًعددTدرجةًحرارة

تعطىًمنًالعلاقةp + dpًوpًالقيمتين

g(p)dp = 2x4π
p2

h3/V
dp

:تعطىًبالعلاقةv + dvوvًوعددًالأنماطًالمتواجدةًبينًقيمتيًالتردد

g(v)dv = 2x4πV 
v2

c3dv 

الإشعاعًالمستقلينًلاستقطابالاتجاهيننتيجةًفيًالمعادلينًالسابقتين2ًحيثًاستخدمًالعددً
الكهرومغناطيسي

:أينشتينًللفوتوناتًيعطي-بالتاليًفإنًتوزيعًإحصاءًبوز

dn(v) = n(v)dv = 
𝑔 𝑣 𝑑𝑣

e𝛼+𝛽𝜀−1
= 8πV 

v2

c3

𝑑𝑣

e𝛼+𝛽𝜀−1

𝜀حيثً = ℎ𝑣ًوكثافةًالطاقةudv = 
𝑑𝑛

𝑉
𝜀فيًالمدىًالمحددًهي:

u(v)dv = g(v) 
ℎ𝑣𝑑𝑣

e𝛼+𝛽𝜀−1
= 8πh 

v3

c3

𝑑𝑣

e𝛼+𝛽𝜀−1
:وتوناتللفالمعادلةًتؤولًإليًعلاقةًبلانكًالمشهورةًللإشعاعًهذاًإذاًاستخدمناًالقيمًالتاليةهذهًو

𝛼 = 0 𝛽
1

𝑘𝐵𝑇
114
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وهذاًيعنيًببساطةًأنناًأهملناًالشرط•

𝛅𝐍 = ෍ 𝛅𝐧 = 𝟎

اتًالبوزون،ًففيًأنًبالطبعًفإنًالفوتوناتًتختلفًعنًجسيم. والذيًيدلًعلىًأنًالعددًالكليًللفوتوناتًيظلًثابتا ً

وذلكًكنتائجًعنًظاهرةًالخلق  ً  Annihilationوالإفناء Creationعددًالفوتوناتًالكليةًلاًيكونًثابتا

:باستخدامًالتعويضاتًالتالية: واجبًمنزلي•

ν = c / λ , dν/dλ = - c / λ² , u (λ) = - u (ν) (dν/dλ) = u (ν) (c / λ²)

.(1انظرًالمعادلةً)تؤولًإلىًقانونًبلانكً( 5)اثبتًأنًالمعادلةً
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ℎ𝜈)عندًالتردداتًالمنخفضةً-1• ≪ 𝑘
𝐵
𝑇 ⟹ 𝛽ℎ𝜈 ≪  :نستخدمًالتقريب(  1

𝒆𝜷𝒉𝝂 − 𝟏 ≈ 𝟏 + 𝜷𝒉𝝂 − 𝟏 ≈ 𝜷𝒉𝝂

:جينز–تؤولًإلىًقانونًريلي( 5)فبذلكًأنًالمعادلةً

𝒖 𝝂 𝒅𝝂 =
𝟖𝝅𝒌𝑩𝑻

𝒄³
𝝂² 𝒅𝝂 (6)

ℎ𝜈)عندًالتردداتًالمرتفعةً-2• ≫ 𝑘
𝐵
𝑇 ⟹ 𝛽ℎ𝜈 ≫ :نستخدمًالتقريب( 1

𝒆𝜷𝒉𝝂 − 𝟏 ≈ 𝜷𝒉𝝂

:تؤولًإلىًقانونًفين( 5)فبذلكًأنًالمعادلةً

𝒖 𝝂 𝒅𝝂 =
𝟖𝝅𝒉

𝒄³
𝝂𝟑𝒆−𝜷𝒉𝝂 𝒅𝝂 (7)

:تعليقات
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لجميعًأنماطًالتذبذبًالممكنة،ًوهيًتأخذًالقيمً( 5)لإيجادًكثافةًالطاقةًالكليةًنكاملًالمعادلةً-3•

:منًصفرًإلىًماًلاًنهايةًبالنسبةًللأشعةًالكهرومغناطيسية،ًكالتالي

𝒖 = 𝟎׬

∞
𝒖 𝝂,𝑻 𝒅𝝂 =

𝟖𝝅ℏ

𝒄³
𝟎׬

∞ 𝝂𝟑

𝒆𝜷𝒉𝝂−𝟏
𝒅𝝂 (8)

𝑥)وباستخدامًالتعويض = 𝛽ℎ𝜈) نجد:

𝒖 =
ℏ

𝝅𝟐𝒄³

𝒌
𝑩

𝑻

ℏ

𝟒

𝟎׬

∞ 𝒙𝟑

𝒆𝒙−𝟏
𝒅𝒙 = 𝒃𝑻𝟒 (9)

: بولتزمان،ًحيث–وهوًقانونًستيفان

𝒃 =
𝟖𝝅𝟓𝒌𝑩

𝟒

𝟏𝟓 𝒄𝟑𝒉𝟑
= 𝟕. 𝟓𝟓 × 𝟏𝟎−𝟏𝟔 𝑱𝒎−𝟑𝑲−𝟒

.وقدًتمًالتحققًمنًهذهًالعلاقةًعمليا ً
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:للفوتونات اثبت الآتي

• 𝒁𝒑𝒉𝒐𝒕𝒐𝒏 = ς𝒊=𝟏
∞ 𝟏

𝟏−𝒆−𝜷𝜺𝒊
(12)

• 𝑭 = −
𝟏

𝟑
𝒃𝑽𝑻𝟒 (13)

• 𝑺 =
𝟒

𝟑
𝒃𝑽𝑻𝟑 (14)

• 𝑷 =
𝟏

𝟑
𝒃𝑻𝟒 (15)

• 𝑬 = 𝑭 = 𝑻𝑺 = 𝒃𝑽𝑻𝟒 (16)

:واجب منزلي

4-ًلنحصلًعلى( 9)الحرارةًالنوعيةًللجسمًالتامًالسوادًتأتيًبالتاليًعنًطريقًتفاضلًالمعادلة:

𝒄𝝂 = 𝟒𝒃𝑻𝟑 (11)

.تشبهًمعادلةًديبايًللأجسامًالصلبة( 11)وهيًتؤولًللصفرًعندماًتصلًدرجةًحرارةًالجسمًللصفرًالمطلق،ًوالمعادلةً
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،ًنجدًأنًالتوزيعًالأكثرًاحتمالاً 𝑇ودرجةًحراريةًمطلقة𝑉ًلنظامًيتكونًمنًعددًمنًجسيماتًالبوزونًالمستقلةًوالمحددةًبوعاءًذوًحجمً

𝒇(𝜺𝒊)هو =
𝑵𝒊

∗

𝐠𝒊
=

𝟏

𝒆−𝜷𝝁+𝜷𝜺𝒊 −𝟏
(1)                            

𝑁𝑖حيثًالرمزً
𝜀𝑖هوًدرجةًالانتماءًويعبرًعنًالمستوياتًالتيًلهاًنفسًالطاقةg𝑖ًو𝜀𝑖ًيمثلًعددًجسيماتًالبوزونًالتيًلهاًالطاقةً∗

:ومنًشرطًثبوتًالعددًالكليًللجسيماتًداخلًالنظامًالمغلقًنجدًأن

𝑵 = σ 𝒊=𝟎
(𝒍𝒆𝒗𝒆𝒍𝒔)

∞ 𝑵𝒊
∗ = σ

𝐠𝒊

𝒆𝜷(𝜺𝒊−𝝁)−𝟏
=

𝐠𝟎

𝒆𝜷(𝜺𝟎−𝝁)−𝟏
+

𝐠𝟏

𝒆𝜷(𝜺𝟏−𝝁)−𝟏
+ ⋯ = 𝑵𝟎 + 𝑵𝟏 + ⋯ (2)

،ًفيجبًتحققًالشرط𝑁𝑖ًعلىًجميعًمناسيبًالطاقة،ًولكيًنحافظًلكلًمنسوبًبعددًموجبًللجسيماتً( 2)حيثًالتجميعًيتمًبالمعادلةً

𝜇 ≤ 0, 𝑜𝑟 𝑒−𝛽𝜇 ≥ 𝜀𝑖لجميعًالطاقات1ً

Bose-Einstein Condensationأينشتين –تكثيف بوز -2
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𝜀0،ًحيثًطاقةًالمستوى𝑁0ًدعوناًنركزًالآنًعلىًعددًالجسيماتًبالمستوىًالأرضيًباعتبارهاً = :،ًنجدًأن0

𝑵𝟎 = 𝒇 𝜺𝟎 = 𝟎 =
𝟏

𝒆𝜶 − 𝟏

𝛼بالتأكيدًيجبًأنًتكونًالقيمة > .لنحصلًعلىًعددًموجبًومحددًمنًالجسيمات0

𝑁0معًدرجاتًالحرارةًالمطلقة،ًسوفًنفترضًأنهًيقتربًبدرجةًالحرارةًالغازًمنًالصفرًالمطلقًفإن𝑒𝛼ًولتعيينًعلاقةً = 𝑁ًلذلكًنجد

:أن

𝑵 =
𝟏

𝒆𝜶 − 𝟏
⟹ 𝜶 = 𝒍𝒏 𝟏 +

𝟏

𝑵
≈

𝟏

𝑵

𝛼هوًعددًفلكي،ًفإنناًنستطيع،ًوبدونًأخطاءًحسابية،ًأنًنضع𝑁ًوحيثًأنً = 0, 𝑜𝑟 𝑒𝛼 = عندًدرجاتًالحرارةً( 1)بالمعادلة1ً

منًالجسيماتًالكلية. المنخفضة جداً  كبيراً  .لهذاًنجدًأنًالمستوىًالأرضيًيمكنًأنًيملأًجزءاً 
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جاتًالحرارةًالآنًلكيًنحسبًالعددًالكليًلجسيماتًالبوزونًبالمستوياتًالمثارة،ًوالذيًيتساوىًمعًالعددًالكليًللجسيماتًعندًدر

باستخدامًالمعادلة  ً :المرتفعة،ًدعوناًنحسبهًكلاسيكيا

𝐍ⅇ = 𝐍 = σ 𝐢=𝟎
(𝐥ⅇ𝐯ⅇ𝐥𝐬)

∞ 𝐍𝐢
∗ = 𝟎׬

∞ 𝐠 𝛆 ⅆ𝛆

ⅇ𝛂+𝛃𝛆−𝟏
(2a)

gوباستخدامًكثافةًالشحناتًبالصورةً 𝜀 =
𝑉

2𝜋2

𝑚

ℏ2

Τ3 2
𝜀ًنجدًأنًعددًالجسيماتًالكليةًهو،:

𝐍ⅇ =
𝐕

𝟐𝛑𝟐

𝐦

ℏ𝟐

Τ𝟑 𝟐

𝟎׬

∞ 𝛆 ⅆ𝛆

ⅇ𝛂+𝛃𝛆−𝟏
=

𝐕

𝛌𝟑

𝟐

𝛑
𝟎׬

∞ 𝐱 ⅆ𝐱

𝐳−𝟏ⅇ𝐱−𝟏
(3)

𝑥وقدًاستخدمناً = 𝛽𝜀والبارامتراتًالتالية:

𝝀بروليًًً–الطولًالموجيًلدي =
𝒉

𝟐𝝅𝒎𝒌
𝑩
𝑻

𝒛(Fugacity)أوً (Absolute activity)الفعاليةًالمطلقةًللغاز = 𝒆−𝜶 = 𝒆𝝁𝜷 ≤ 𝟏

بكثافةًالمستوياتًيضمنًعدمًإسهامًجسيماتًالمستوى𝜀ً،ًوهوًأنًالمعاملً(3)لناًهناًتعليقًمهمًعلىًالمعادلةً

.حيثًأنناًأهملناًالمستوىًالأرضي z=1بالحسابات،ًولذلكًنستطيعًوضع (ε=0)الأرضي
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𝟎׬:والآنًباستخدامًالتكاملًالقياسي

∞ 𝒙 𝒅𝒙

𝒆𝒙−𝟏
= 𝟏.𝟑𝟎𝟔 𝝅

:تؤولًإلى( 3)فإنًالمعادلةً

𝑵𝒆 = 𝟐.𝟔𝟏𝟐𝑽
𝟐𝝅𝒎𝒌

𝑩
𝑻

𝒉𝟐

Τ𝟑 𝟐
(4)

.  وكماًنعرف،ًفإنًجسيماتًالبوزونًتفضلًالتجمعًفيًنفسًالمستوى،ًوهذاًعكسًجسيماتًالفرميونات

فإنًجسيماتًالبوزونًتبدأًفيًالتجمعًفيًالمستوىًالأرضي،TBًالىًدرجةًالحرارةًالحرجةً Tمنًهناًنجدًأنهًعندماًتصلًدرجةًحرارةًالغازً

𝑁𝑒ولكنًتظلًكثافتهاًبالمستوياتًالمثارةًمرتفعةًجدا،ًبمعنىًانً ≈ 𝑁 .

𝛼فإنًكثافةًجسيماتًالبوزونًتزدادًبالمستوىًالأرضي،ًحيثًانTBًأماًإذاًانخفضتًدرجةًحرارةًالغازًعن ∝ 𝑁−1

𝑁0نجدًانT = 0ًوعندماًتصلًدرجةًالحرارةًإلىًالصفرًالمطلق،ًفإنًجميعًالجسيماتًتملأًالمستوىًالأرضيًفقط،ًلذلكًعندً = 𝑁

:نحصلًعلى (4)بالمعادلة  N،ًوTBًولحسابًدرجةًالحرارةًالحرجة،ًنعوضًبـً

𝑇𝐵 =
ℎ2

2𝜋𝑚𝑘𝐵

𝑁

2.612𝑉

Τ2 3

(5)
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:نحصلًعلىًعددًالجسيماتًبالمستوياتًالمثارةًكدالةًفيًدرجةًالحرارةًبالمعادلة( 5)وً( 4)بقسمةًالمعادلتينً

𝐍ⅇ = 𝐍
𝐓

𝐓𝐁

Τ𝟑 𝟐
(6)

:وباقيًالجسيماتًوالتيًتتجمعًبالمستوىًالأرضيًتصبح

𝐍𝟎 = 𝐍 − 𝐍ⅇ = 𝐍 𝟏 −
𝐓

𝐓𝐁

Τ𝟑 𝟐
(7)
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:مثال

TB،ًاحسب1ًتحتًضغطًجويHe⁴ًًلمولًواحدًمنًغازًالهيليومًً

:الحل

N = NAلمولًواحدًمنًالغاز،ًنعلمًأنًً = 6.02×1023 molecules/molً،

V = 22.4×10-3وحجمًالغازًتحتًضغطًجويًهوًً m3ً،

m = 4×1.66×10-27وكتلةًالغازًهيًً = 6.65×10-27 kg

نجدًأن( 5)وباستخدامًالمعادلةً

𝑻𝑩 =
𝒉𝟐

𝟐𝝅𝒎𝒌
𝑩

𝑵

𝟐.𝟔𝟏𝟐𝑽

Τ𝟐 𝟑

=
(𝟔.𝟔𝟑×𝟏𝟎−𝟑𝟒)𝟐

𝟐𝝅(𝟔.𝟔𝟓×𝟏𝟎
−

𝟐𝟕

)×𝟏.𝟑𝟖×𝟏𝟎−𝟐𝟑

𝟔𝟎.𝟐×𝟏𝟎𝟐𝟑

𝟐.𝟔𝟏𝟐×𝟐𝟐.𝟒×𝟏𝟎−𝟑

Τ𝟐 𝟑

= 𝟎.𝟎𝟑𝟔 𝑲

مقارنةًبدرجةًالحرارةًالعمليةًوهيً وبملاحظةًعامة،ًفإنًجميعًالغازاتًالمثاليةًتتحولًإلىًالحالةًالسائلةً  K 4.21وهيًقيمةًصغيرةًجداً 

.قبلًأنًتصلًإلىًدرجةًالحرارةًالحرجة

TB،ًاحسب1ًتحتًضغطًجويH2ًلمولًواحدًمنًغاز :واجب منزلي

K 14قارنًالنتيجةًمعًالقيمةًالعمليةًً
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استخدامًالتكاملًبدلاًمنًالتجميعًبالمعادلة(2a) ًًعندًدرجاتًحرارةًمنخفضةT < TBنتيجةًإهمالًالحد  ً g(𝜀،ًأحدثًخطأًجسيما

= 0﷯ = .بكثافةًالمستويات،ًوبالتاليًاهمالًالاسهامًالكبيرًالناتجًمنًالمستوىًالارضي0

ًوللقيمًالصغيرةًمنz(ًاوًكبيرةًمن𝑒−𝛽𝜇 )نهًخطأً،ًفانًاسهامًالمستوياتًالأوليةًيكونًمنعدما،ًوبالتاليًاستخدامًالتكاملًلاًينشأًع

.جوهريًاوًمحسوس

ًعندماًتقتربzًمنًالواحدًالصحيح(ًاوًصغيرةًمن𝑒−𝛽𝜇)ً ًفانًالمستوىًالأرضيًيصبحًمهمًوإهمالهًيجعلًتجاوزهًخطأًجسيما، .

.ولذلكًلاًنستطيعًتغييرًالتجميعًإلىًتكاملًعندماًنقتربًمنًالصفرًالمطلق

ًًوهذاًالتكثيفًللجسيماتًيحدثًعندماًتقلًدرجةًحرارةًالنظامًعنTBأينشتين-،ًوتسمىًهذهًالظاهرةًبظاهرةًتكثيفًبوز.

:  لنا هنا ملاحظة
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.معًدرجةًالحرارةًالمطلقةًللغاز (N0/N)و (Ne/N)يوضحًكيفًيتغير( 3)والشكلً
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1995لكنًفيًعامًو. أينشتينًضربًمنًالخيالًولاًيوجدًفيًالطبيعة-لسنواتًعديدة،ًاعتقدًالفيزيائيونًأنًتكثيفًبوز

بواسطةًتكثيفًبخارًمنًذراتًالروبيديومًلدرجةًحرارةً  ً 7-10×1.3تمًتحقيقهًتجريبيا Kًوعدًهذاًأهمًإنجازاتًالفيزياء

.المادةالتجريبيةًخلالًالقرنًالماضي،ًوقدًفتحًهذاًالإنجازًالبابًعلىًمصراعيهًلاكتشافاتًجديدةًفيًفيزياء
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:  ملاحظات

1-ماتًالفوتونًلاًهذاًالشرطًيجعلًجسي. تكثيفًجسيماتًالبوزونًيحدثًفقطًفيًحالًالجسيماتًالتيًتحتفظًبعددًثابت/تجميع

.تتكثفًحيثًأنًلهاًصفاتًالتخليقًوالفناء

2-ًعندًالشرطT < TBًوهما( طورين)نستطيعًأنًننظرًإلىًالنظامًعلىًأنهًمزيجًمنًحالتين:

𝜀منًالجسيماتًوالتيًتتوزعًعلىًالمستوياتًالمثارةًحيثNeًًًحالةًغازيةًتتكونًمنً-أ ≠ 0

𝜀منًالجسيماتًوالتيًتتجمعًفيًالمستوىًالأرضيًحيثN0ًًحالةًتكثيفًتتكونًمنً-ب = 0

3-ًنجدًأنًالطولًالموجيًعندT < TBيعرفًمنًالمعادلة

𝑵 =
𝑽

𝝀𝑩
𝟑 × 𝟐.𝟔𝟏𝟐 ⟹ 𝝀𝑩

𝟑 =
𝟐.𝟔𝟏𝟐

𝝆
,𝝆 =

𝑵

𝑽
(7)

حًأهميةًالتأثيرًلذاًتتض. ولهذاًفإنًالطولًالموجيًمرتبطًبمتوسطًالمسافةًبينًالجسيمات،ًولذلكًيظهرًالتداخلًبينًالدوالًالموجية

.الكمي

4-ولذلكًنجدًعندماً. بالطبعًفإنًجسيماتًالبوزونًالمستقرةًبالمستوىًالأرضيًلاًتساهمًبالطاقةًالداخليةًأوًالحرارةًالنوعيةًللنظام

جدا ،ًولكنًطاقةًالمستوىT < TBًتكونً 𝜀فإنًعددًجسيماتًالبوزونًالمستقرةًبالمستوىًالأرضيًيصبحًكبيراً  = ،ًأماًفي0ً

N0فإنT > TBًالحالةً .فيًأيةًحال 0 =
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خواص غاز البوزون المثالي عند درجات الحرارة المختلفة-3

The Properties of Ideal Bose-Einstein Gas

:أينشتينًالأكثرًاحتمالا ً-منًتوزيعًبوز

𝒇(𝜺𝒊) =
𝟏

𝒆−𝜷𝝁+𝜷𝜺𝒊 −𝟏
(1)

:نستطيع حساب خواص غاز البوزون المثالي التالية
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حساب الطاقة الداخلية-1

:بيتيًيعطي-ديولنجنجدًأنًقانونT > TBًعندًدرجاتًالحرارةًالمرتفعةً

𝑼+ →
𝟑

𝟐
𝑵𝒌

𝑩
𝑻 (2)

:نجدًأن T < TBوعندًدرجاتًالحرارةًالمنخفضةً

𝑼− = 𝑵𝜺 = 𝟎׬

∞ 𝐠 𝜺 𝜺𝒅𝜺

𝒆𝜷(𝜺−𝝁) −𝟏
= 𝟐𝝅𝑽

𝟐𝒎

𝒉𝟐

Τ𝟑 𝟐

𝟎׬

∞ 𝜺 Τ𝟑 𝟐𝒅𝜺

𝒆𝜷(𝜺−𝝁) −𝟏
(3)

𝜇وبالقربًمنًالمستوىًالأرضيًنضعً = 𝑥وباستخدامًالتعويض0ً = 𝜀/𝑘
𝐵
𝑇نحصلًعلى:

𝑼− =
𝟐

𝝅
𝒌

𝑩
𝑻

𝟐𝝅𝒎𝒌
𝑩
𝑻

𝒉𝟐

Τ𝟑 𝟐
𝑽 𝟎׬

∞ 𝒙 Τ𝟑 𝟐𝒅𝒙

𝒆𝒙 −𝟏
(4)

𝑽:نجدًأن (II.5)ومنًالمعادلة =
𝟏

𝟐.𝟔𝟏𝟐

𝒉𝟐

𝟐𝝅𝒎𝒌
𝑩
𝑻

𝑩

Τ𝟑 𝟐

:نحصلًعلى( 4)وبالتعويضًمنهاًبالمعادلةً

𝑼− = 𝟎.𝟕𝟕 𝑵𝒌
𝑩
𝑻

𝑻

𝑻
𝑩

Τ𝟑 𝟐
(5)

.عندًالدرجاتًالمنخفضةT5/2وهذاًيدلًعلىًأنًالطاقةًالداخليةًتتغيرًكماًً
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حساب الحرارة النوعية-2

:نجدًأنًالحرارةًالنوعيةًتأخذًالقيمةًالكلاسيكيةT > TBعندًدرجاتًالحرارةًالمرتفعةً

𝐶𝑉+ =
𝜕𝑈+

𝜕𝑇 𝑉
≈

3

2
𝑁𝑘

𝐵
(6)

:نجدًأن T < TBوعندًدرجاتًالحرارةًالمنخفضةً

𝐶𝑉− =
𝜕𝑈−

𝜕𝑇 𝑉
≈ 1.92 𝑁𝑘

𝐵

𝑇

𝑇
𝐵

Τ3 2
(7)

فعندًدرجاتًالحرارةًالمنخفضةًيبدأًالمنحنىًفيًالازديادًمنًالقيمةًصفر(. 4)ويظهرًسلوكًالحرارةًالنوعيةًمعًدرجةًالحرارةًبالشكلً

1.92عندًالصفرًالمطلقًحتىًيصلًإلىًقيمةًعظمى،ًوهيً 𝑁𝑘
𝐵

T  =TBوذلكًعندماًتتساوىًدرجةًالحرارةًمعًالدرجةًالحرجة،ً

سيكيةًوهيوبعدهاًيبدأًميلًالمنحنىًفيًالتغيرًمعًارتفاعًدرجةًالحرارة،ًوعندًدرجاتًالحرارةًالعلياًتأخذًالحرارةًالنوعيةًالقيمةًالكلا

1.5 𝑁𝑘
𝐵

   .

.كما يتضح من الشكل التالي
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حساب الإنتروبي-3

:القيمةًالمطلقةًللإنتروبيًعندًدرجاتًالحرارةًالمنخفضةًتحسبًمنًقانونًالحرارةًالنوعيةًكالآتي

𝑺 = 𝟎׬

𝑻 𝑪𝑽−

𝑻′ 𝒅𝑻′ = 𝟏.𝟐𝟖 𝑵𝒌
𝑩

𝑻

𝑻
𝑩

Τ𝟑 𝟐
(8)

.،ًكماًهوًمعرفًبالقانونًالثالثًللديناميكاًالحرارية T = 0ونجدًأنًالإنتروبيًيؤولًللصفرًعندً

حساب دالة هلمهولتز-4

:كالتالي T < TBتحسبًدالةًهلمهولتزًعندًالشرطًً

𝑭 = 𝑼 − 𝑻𝑺 = 𝟎.𝟓𝟏 𝑵𝒌
𝑩

𝑻

𝑻
𝑩

Τ𝟑 𝟐
= −𝟏.𝟑𝟑 𝒌

𝑩
𝑻

𝟐𝝅𝒎𝒌
𝑩
𝑻

𝒉𝟐

Τ𝟑 𝟐
𝑽 (9)
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حساب الضغط-5

:نستطيعًأنًنحسبًالضغطًبالعلاقة( 9)منًالمعادلةً

𝑷 = −
𝝏𝑭

𝝏𝑽 𝑻,𝑵
= 𝟏.𝟑𝟑 𝒌

𝑩
𝑻

𝟐𝝅𝒎𝒌
𝑩
𝑻

𝒉𝟐

Τ𝟑 𝟐
(10)

وعندًالصفرًالمطلقً. عندًدرجاتًالحرارةًالمنخفضة،ًولاًيعتمدًعلىًالحجمT5/2نجدًأنًالضغطًيتناسبًمعًً( 10)ومنًالمعادلةً

𝜀نجدًأنًجميعًجسيماتًالبوزونًتحتلًالمستوىًالأرضيًً = ،ًولاًيكونًلهاًكميةًحركةًخطية،ًوبالتاليًليسًلهاًأيًمساهمة0ً

.فيًالضغط

:واجب منزلي

𝑃:اثبتًأنًالضغطًلغازًالبوزونًيعطيًبالعلاقة =
2

3

𝑈

𝑉
.وهيًشبيهةًبمعادلةًالغازًالمثالي
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دالة التجميع للجزيئات ثنائية الذرات

ومن،ومنها.الانتقاليةبالحركةمرتبطةحريةدرجاتثلاثلهاالذراتأحاديةالمثاليةالغازاتأننعلمنحن

تعطيواحدلمولالحركيةالطاقةمتوسطأنوجدالحرية،درجاتعلىللطاقةالمتساويالتوزيعقانون

:بالعلاقة

136

u =
3

2
RT 1

:والحرارة النوعية تعطى بالعلاقة

𝑐𝑣 =
𝜕𝑢

𝜕𝑇
𝑣

=
3

2
𝑅 (2)



منالجزيئاتنتكويإلىأدتالتيالقوىطبيعةنعرفأنيجبللجزيئات،السابقةالفيزيائيةالكمياتولحساب

معهاالتعاملمتوقدأكثر،أوذرتينمنتتكون(مستقرة)ثابتةمركباتالجزيئاتأننعلموكما.المنفصلةالذرات

:التاليةالطاقاتمجموعمنناتجةللجزئالكليةالطاقةأنوجدوقد.الكمنظريةطريقعن

.الجزئلمركزًثقلEtransً (Translation kinetic energy)طاقةًحركةًانتقاليةً•

.الجزئلإليكتروناتًذراتEexcitً (Excitation energy)طاقةًالإثارة•

.الجزيءًعلىًطولًالمحورًالممتدًبينهمالأنويةEvib (Vibrational energy)(التذبذبية)الطاقةًالاهتزازيةً•

.للذراتًحولًمركزًثقلًالنواةErot (Rotational energy)طاقةًالحركةًالدورانية•

137
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:ولهذاًفإنًالطاقةًالكليةًتكونًعلىًالشكل

Etotal = Etrans + Eexcit + Erot + Evib 3

:وتصبحًدالةًالتجميعًالكليةًللجزيءًعلىًالصورة

𝑍𝑠𝑝 = ෍ 𝑒−𝛽𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑍𝑠𝑝 = ෍ 𝑒−𝛽𝐸trans ෍ 𝑒−𝛽𝐸Eexcit ෍ 𝑒−𝛽𝐸rot ෍ 𝑒−𝛽𝐸vib

൯𝑍𝑠𝑝 = 𝑍𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑍𝑒𝑥𝑐𝑖𝑡𝑍𝑟𝑜𝑡𝑍𝑣𝑖𝑏 (4
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ةًكلها،ًوتتحولًالمسألةًإلىًحسابًدالةًالتجميعًلكلًنمطًمنًأنماطًالطاقةًعلىًحدة،ًمعًملاحظةًأنًالطاقاتًالداخلي

.ماعداًطاقةًالحركةًالانتقالية،ًهيًطاقاتًمكممهًوغيرًمتصلة

:ولتبسيطًحسابًدالةًالتجميعًالفرديةًسوفًنقترحًالفروضًالتالية

رًعلىًبعضهاًحركاتًمستقلة،ًبمعنىًأنهاًلاًتؤث( إلكترونية،ًاهتزازية،ًدورانية)سنفترضًأنًالحركاتًالداخلية1ً.

.البعض

عتبرًكميةًانعدامًتأثيرًالحركةًالاهتزازيةًعلىًطبيعةًالحركةًالدورانيةًولذاًفإنًعزمًالقصورًللجزيءًسوفًي2.

.ثابتة

فرقًالطاقةًفيًالانتقالاتًالإلكترونيةًالمثارةًيتطلبًدرجاتًحرارةًمرتفعة،3.



ΔEexcit ≈ 1 ⅇV ≈ 104 K

وذلكًمقارنةًبدرجةًحرارةًالغرفة.بالتاليًيمكنًإهماله
T = 300 K

والتيًتكافئ
0.03 ⅇV

هو.4  ً أنًفرقًالطاقاتًفيًالنمطًالاهتزازيًوالدورانيًتقريبا  ً :وحيثًأنهًوجدًعمليا

𝛥𝐸𝑣𝑖𝑏 ≈ 10−4 𝑒𝑉, 𝛥𝐸𝑟𝑜𝑡 ≈ 10−3 𝑒𝑉 𝑡𝑜 10−4 𝑒𝑉

ة،ًكماًولذلكًفإنهًمنًالسهلًأنًنجدًأعدادًلاًبأسًبهاًمنًالمستوياتًالاهتزازيةًوالدورانيةًفيًدرجةًحرارةًالغرف

 (1)هوًبالشكل
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مستويات الطاقة للنمط الاهتزازي والدوراني للجزيئات ثنائية الذرات ( 1شكل )



.Iالنمط الاهتزازي(Vibrational mode)

𝜔والترددًالزاويmيكتبًالهملتونيانًللمتذبذبًالتوافقيًالبسيطًذوًالكتلة = 2𝜋𝑓ًعلىًالصورة،:
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𝐇 𝐩𝐱, 𝐱 =
𝐩𝐱

𝟐

𝟐𝐦
+

𝟏

𝟐
𝐦𝛚𝟐𝐱𝟐 𝟏

:حيث

:px هي كمية الحركة الخطية باتجاه المحورX

x :زةًهيوباستخدامًميكانيكاًالكمًوجدًأنًمستوياتًطاقتهًالاهتزازيةًالممي. هيًالإزاحةًعنًوضعًالاتزان:

:نجد الملاحظات التالية( 1)والشكل ( 2)من المعادلة 

ϵj±1: الفرق بين مستويات الطاقة المتتالية متساوي وهو 1- − ϵj = ±ℏ𝜔

:طاقةًالمستوىًالأرضيًهي 2-
ℏω

2
.، وتسمى طاقة الصفر

gj: مستويات الطاقة وحيدة الانتماء، بمعنى أن 3- = jلكل قيم1

𝝐𝒋 = 𝐣 +
𝟏

𝟐
ℏ𝛚, 𝐣 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … (𝟐)



:ودالةًالتجميعًالفرديةًتحسبًكالتالي  4-
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:حيث
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(3):ولحسابًالطاقةًالداخليةًنجدًأنهًمنًالمعادلة- 5

:وعندًدرجاتًالحرارةًالمنخفضة،ًنجد

:وعندًدرجاتًالحرارةًالمرتفعة،ًنجد

استخدامفإنثمومنالممتلئةهيالعلياالمثارةالمستوياتأننجدالمرتفعةالحرارةدرجاتفعندوبالتالي،.المشهورةالتقليديةالنتيجةوهي

kBT≫ℏω:تكونعندمامنطقيغيريصبحالكمميكانيكا



تغير الحرارة النوعية مقابل درجة الحرارة المطلقة( 2)الشكل 
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:كالتالي( 5)ونحسبًالحرارةًالنوعيةًمنًالمعادلةً- 6

درجةمقابلCvibالنوعيةالحرارةتغيرعنيعبر(2)الشكل

منيتضحكما).الاهتزازيالنمطفيالمطلقةالحرارة

ةالحرارتكونالتقليديةالمنطقةفيأنالشكل

ً وتقل،Rوتساويثابتة،النوعية لتصحتىأسيا

.المطلقالصفرإلىTتؤولعندماالصفرإلى
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Cv,vibاحسبًالحرارةًالنوعيةًالاهتزازية:مثال

:الحل

:وهي متفقة مع القيمة العملية، ولكنها صغيرة مقارنة بالقيمة التقليدية
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-II  النمط الدوراني(Rotational mode)

بالعلاقة  ً :تعرفًطاقةًالحركةًالدورانيةًتقليديا

الحركة الدورانية للجزيء ثنائي الذرات حول محور يمر بمركز ثقلهما( 3الشكل )

ونجدًأنًعزمًالقصورًالذاتيًحولًمحورًمارً

:بمركزًثقلًالجزيءًالثنائيًهو

الكتلة المختزلة
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لقوانينًميكانيكاًالكمًفإنًطاقةًالمستوياتًالدورانيةًتعرفًبالعلاق  ً :ةوتبعا

عدد كمي يحدد كمية الحركة المدارية بالنسبة إلى مركز ثقل الجزيء، ولها التعدديةℓحيث 

:وعند تغير الحالات الكمية الدورانية، يتبع العدد قاعدة الانتقاء

:ولهذاًالنمطًالدورانيًفإنًدالةًالتجميعًالدورانيةًتحسبًكالتالي
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.لبعض الجزيئات المهمةθvibθrot,والجدول التالي يعرض قيم

θvibجزيء (K)θrot (K)

H2614085.4الهيدروجين

O222602.1الأكسجين

N233522.9النيتروجين

Cl28100.0347الكلور
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لصعوبةًحسابًصيغةًالتجميعًفيًالمعادلةً فيًحالتينًوهما(4)ونظراً   ً :،ًلهذاًفسوفًندرسهاًتقريبيا

-iدرجات الحرارة المنخفضةT≪θrot

معًوجودًالشرط

صبحًمهمةًوعندًدرجاتًالحرارةًالمنخفضة،ًمنطقةًميكانيكاًالكم،ًنجدًأنًأعدادًقليلةًمنًالمستوياتًالدورانيةًالأوليةًت

:يدلًعلىًمنطقةًميكانيكاًالكم،ًبالصورة Q،ًحيثًالرمزZrot,Qولهذاًسنكتفيًبالحدينًالأولينًمنًالتجميع،ًوتصبحًدالةًالتجميع
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:ومنهاًنجدًأنًالطاقةًالداخلية
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:والحرارةًالنوعيةًتحتًحجمًثابتًهي
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ii -درجات الحرارة المرتفعةT≫θrot

معًوجودًالشرط

ذا سوف وله. لذلك فإنه عند درجات الحرارة المرتفعة نجد أن أعداد كبيرة من المستويات الدورانية تصبح مهمة

Zrotولهذا تأخذ دالة التجميع الفردية . بالتكامل( 4)نستعيض عن التجميع بالمعادلة  ,C​

:وباستخدامًالتعويضًالتالي. يدلًعلىًالمنطقةًالتقليدية Cوالرمز

:تؤول إلى( 8)نجد أن المعادلة 
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:نجدًأن (a.8)ومن

.وهي النتيجة التقليدية المشهورة

اصًوقبلًأنًنختتمًالحديثًعنًهذاًالموضوعًنودًأنًننوهًأنًدالةًالتجميعًالدورانيةًيجبًأنًتقسمًعلىًمعاملًخ

وللجزيئاتًمتجانسةًالنواة (Symmetry  number)، ويسمى عدد التماثلσبتماثلًالجزيئات،ًوهوًالمعامل

(Homonuclear) مثلH2,O2,N2,… نجد أنσ=2وللجزيئاتًمختلفةًالنواةًمثلHCl,CO,… فإنσ=1

:يصبح الشكل النهائي لدالة التجميع على الصورة



:ومنهـا نجد أن
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re=1.0976×10−10:إذا علم أنN2النيتروجين لجزئθrotاحسب:مثال m 

:الحل
 N2نعلم أن كتلة جزئ النيتروجين

:بالتالي فإن
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وكميا ،ًلجزيءًالهيدروجين:مثال  ً T=300عند درجة الحرارةH2احسبًدالةًالتجميع،ًتقليديا K

I=6.29×10−48:إذا علم أن kg⋅m2

:الحل
:ة،ًلذلكلنستطيعًأنًنقررًماًإذاًكانتًدرجةًالحرارةًفيًالمنطقةًالكميةًأوًالمنطقةًالتقليديθrottأولا يجب أن نحسب 

:ومنهاًنجدًأنًدالةًالتجميعًالتقليديةًهي
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:وباستخدامًصيغةًالجمعًنجدًأن

:ولناًهناًبعضًالملاحظاتًالتاليةًعلىًالنتيجتينًالسابقتين

.Iمساهمةًكلًحدًمنًقيمℓ فيًالتجميعًلهاًقيمةًقصوىًعندℓ=1وبعدًذلكًتتناقصًبسرعةًمعًزيادةℓ 

.IIالتناقصًفيًقيمًالحدودًالعلياًناتجًعنًالمعامل𝑒
−ℓ(ℓ+1)𝜃𝑟𝑜𝑡

𝑇
(الأس)بالدليلً

.IIIمنًالتجميعًو :  هذاًيعنيًأنًالنسبةالفرقًبينًالقيمةًالتقليديةًوالقيمةًالكميةًناتجًمنًاستخدامناًللتكاملًبدلاً 

.مازالت لها قيمة محسوسة ومؤثرة في الحسابات
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:والحرارةًالنوعيةًالكليةًتكتبًعلىًالصورة

يةًالذرةًوعندًدرجةًحرارةًالغرفةًنجدًأنًفرقًالطاقةًبينًمستوياتًالطاقةًالدورانيةًلمعظمًالجزيئاتًثنائ

kBT، ولكن فرق الطاقة بين مستويات الطاقة الاهتزازية أكبر بكثير منkBTأصغرًبكثيرًمن
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.تغير الحرارة النوعية مع درجة الحرارة المطلقة للأنماط المختلفة للجزيئات ثنائية الذرات( 4شكل )
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:مقدمة

والدوائر كمبيوتر الذاكرةمثلوالحديثة،القديمةالكهربائيةالأجهزةجميعفياستخدامهااليالمغناطيسيةالموادأهميةترجع

.المغناطيسيةوالفصلالفتحمفاتيحعلىتعتمدالتيالمنطقية

.والنظريةالتجريبيةالناحيةمنالمغناطيسيةالموادخواصدراسةالأهميةمنأصبحولهذا

:التاليةالحالاتاليالمغناطيسيةالصفاتحيثمنالموادحالةتصنيفيمكن

مغناطيسيةبارا1)

مغناطيسيةدايا2)

مغناطيسيةفيرو 3)

فيريمغناطيسية4)

للفيرومغناطيسيةمضادةمواد5)
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شحناتهاحركةاليادللمو المغناطيسيةالمجالاتجميعتنسبالتقليديةالنظريةأننوضحأننودالمغناطيسيةخواصهاناحيةمنالموادحالةتصنيفوفي

ناتجالقطب،ثنائيعزميسمي،𝛍مغناطيس يعزمالكتروناتهاتمتلكحينمامغناطيسيةمجالاتعنهاينشأالمنفصلةالذراتفإنالذري،بالمقياس.الكهربية

𝝁𝟏)معاالاثنينأو 𝝁𝟐المغزليةأو 𝝁𝟏الدورانيةحركتهمكميةمن + 𝝁𝟐)اتللإلكترونيوالمغزليةالمداريةالحركتينعنالناتجةالمغناطيسيةوالعزوم

.مغناطيسيةباراتسميعندئذالمادةفإنتاماالعزومفيالتلاش ييكنلموإذا.الذراتأغلبفيالبعضبعضهايلغي

المجالفيالقويةاطقللمنتنجذبالتيالموادوهيوالتيتانيوم،الألمنيوممثلفقطالبارامغناطيسيةبالموادالمرتبطةالظواهر ونفسر هنانتعاملوسوف

:وأولهاالمغناطيسيةالموادمعنتعاملعندمانجدهاالتيالتعريفاتببعضهناونبدأ.المغناطيس ي

magnetization)التمغنط M):

𝒏عددتواجدفإذا.مانقطةعندالممغنطةالمادةمنالحجوملوحدةالمغناطيس يالعزمهو  =
𝑵

𝑽
 منهاكلتمتلكالحجوملوحدةالذراتمن

 
 عزما

 
ثنائيا

 
 
:فإنما،باتجاه𝛍مغناطيسيا

𝑴 = 𝒏𝝁

magnetic)المغناطيسيةبالقابليةالخاصيةهذهوتسميالخارجيالمغناطيس يبالمجالتأثرهابمديللمادةالمغناطيسيةالخواصتقاسوعادة

susceptibility 𝝌)هووتعريفهاالحجوملوحدة:
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𝝌 =
𝑴

𝑯

𝛘أنالمرتفعةالحرارةدرجاتعندوجدوقد.الخارجيةالمغناطيسيةالشدةهو 𝑯حيث ∝
𝟏

𝑻
.كوريبقانون العلاقةهذهوتعرفالمطلقةالحرارةدرجاتهيTحيث

.الخارجيالمغناطيس يبالمجالتأثرهاومديوخواصهاالمهمةالمغناطيسيةالموادمنأنواعثلاثيظهر (1)والشكل



164

qualitative)للتمغنطالنوعيالوصف1. description of magnetization)

فإن(موجب𝛍)𝝁القطبثنائيالمغناطيس يالعزمذاتالذراتعلي،1بالشكلكما،Hخارجيمغناطيس يبمجالالتأثير عند

↑𝜺المغناطيسيةالطاقةولها،↑𝝁المجاللاتجاهموازيةإماتترتب𝛍المغناطيسيةالعزوم = 𝝁↑ ∙ 𝑯 = −𝝁 ∙ 𝑯 اتجاهعكسأو

↓𝜺المغناطيسيةالطاقةولها،↓𝝁المجال = 𝝁↓ ∙ 𝑯 = 𝝁 ∙ 𝑯.

:التاليبالجدول ذلكتلخيصويمكن

باستخدامتوياتبالمسالقطبثنائيتواجدواحتماليةالمستوي وطاقةالخارجي،للمجالبالنسبةالقطبثنائيمستوي وضعالجدول يوضححيث

.التقليديبولتزمان-ماكسويلتوزيع

:كالتاليالسابقالجدول نلخصأنونستطيع

.1𝜺↑المفضلهو الذراتوجوداحتمالفيهاتكون والتيالأدنىالمستوي طاقةهي.

.2𝜺↓تفضيلاالأقلهو الذراتوجوداحتمالفيهايكون والتيالأعلىالمستوي طاقةهي.
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quantitative)للتمغنطالكميالوصف.2 description of magnetization)

:التاليةبالصيغة𝛈النسبةنعرفدعوناللموادالمغناطيسيةالصفاتولحساب

η = βμ𝐻 =
𝜇𝐻

𝑘𝐵𝑇
=

𝑚𝑔𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦

𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦

المجالمعالمغناطيس يالعزممحاذاةعنالمسئولة(𝝁𝑯)المغناطيسيةالطاقةهيالاولي:طاقتينبينالنسبةتقيسأنهاحيثالوحداتعديمةنسبةوهي

.عشوائيبشكلالمنفردالعزمتوجيهعنالمسئولة(𝒌𝑩𝑻)الحراريةالطاقةهيوالثانيةالخارجي،

:المعادلةبواسطةالخارجيالمجالمنالناتجҧ𝜇𝐻المغناطيس يللعزمالمتوسطةالقيمةنحسبأننستطيع𝜂ومن

ҧ𝜇𝐻 =
𝜇↑ 𝑃↑↑ + 𝜇↓𝑃↓

𝑃↓ + 𝑃↑
=

𝜇𝑃↑ + (−𝜇)𝑃↓

𝑃↓ + 𝑃↑
= 𝜇

𝑒𝜂 − 𝑒−𝜂

𝑒𝜂 + 𝑒−𝜂
= 𝜇 tanh 𝜂 = 𝜇 × ቊ

𝜂 𝑓𝑜𝑟 𝜂 ≪ 1
1 𝑓𝑜𝑟 𝜂 ≫ 1

:هيHباتجاه ഥ𝑴بالتالي فإن القيمة المتوسطة للتمغنط 
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ഥ𝑀 = 𝑛 ҧ𝜇𝐻 = ቊ
𝑛𝜇𝜂 = 𝜒𝐻 𝑓𝑜𝑟 𝜂 ≪ 1
𝑛𝜇 𝑓𝑜𝑟 𝜂 ≫ 1

(2)

𝑛حيث الرمز  =
𝑁

𝑉
يوضح تغير  (2)الشكل .يدل علي عدد العزوم المغناطيسية لوحدة الحجم

ഥ𝑀

𝑛𝜇
:ومن الشكل يتضح أنηمع 
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η)المنخفضةالحرارةدرجاتعند1. ≫ و1 𝑇 ≪ magnetic)المغناطيس يالتشبعدرجةاليوتصلHعليتعتمدلاഥ𝑀أننجد(1 saturation).

low)مرتبةةبحاليوجدالنظامأنمعناهوهذاالخارجي،للمجالالموازي الاتجاهتأخذالمغناطيسيةالعزومأنتعنيالمغناطيس يالتشبعودرجة

disorder=order).أنبمعنيللمجال،موازيةتصبحكلهاالعزومأنأيضاونجد𝑃↓ = 0 و 𝑃↑ = المجالاتعليأيضاينطبقالوصفوهذا1

𝐻المرتفعةالخارجية ≫ 1.

high)مرتبةغيربحالةالنظامويصبحHعليتعتمدഥ𝑀أننجد(المنخفضةالمجالاتوأيضا)المرتفعةالحرارةدرجاتعند2. disorder)نجدولذلك

↓𝑃أن = 𝑃↑

:، ومنه نجد أنالبارامغناطيسيةتتفق مع الوصف التجريبي للمواد ( 2)والمعادلة 

χ =
ഥ𝑀

𝐻
=

𝑛𝜇2

𝑘𝐵𝑇
(3)

 ( 3)القانون بالمعادلة 
 
.يعرف بأنه قانون كوري وقد تم التحقق منه عمليا
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(Langevine's theory for magnetization)نظرية لانجفن للمغناطيسية -3

θتقليديا وحسب توزيع بولتزمان يكون عدد ثنائي القطب والذي يأخذ اتجاه المجال المغناطيس ي الخارجي بزاوية تنحصر بين و θ + 𝑑𝜃 تعطي

:بالعلاقة التالية

𝑑𝑛 = 𝑐𝑒−𝛽𝜀𝑑𝜔 = 𝑐𝑒𝛽𝜇𝐻𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜔 = 𝑐𝑒𝛽𝜇𝐻𝑐𝑜𝑠𝜃(2𝜋 sin 𝜃𝑑𝜃) (1)

.Hفي مجال مغناطيس ي خارجيμاتجاه عزم ثنائي القطب ( 3)شكل 
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θبينالمحصورةالفراغيةالزاويةعنصر𝑑𝜔والتناسبثابتهوcحيث و θ + 𝑑𝜃اسهاميكون (3)بالشكلمبينهووكما.المجالاتجاهعلي

:يكون الفراغيةالزاويةعنصرفيالذراتاسهامفإنلذلك𝜇𝑐𝑜𝑠𝜃هوالمغناطيس يالمجالاتجاهفيالقطبثنائيعزم

𝜇𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑛 = 𝑐𝑒𝛽𝜇𝐻𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜇𝑐𝑜𝑠𝜃 2𝜋 sin 𝜃𝑑𝜃 (2)

:يكون سوفالمجالاتجاهفيالقطبلثنائيالكليالاسهامفإنثمومن

𝑐 න

0

2𝜋

𝑒𝛽𝜇𝐻𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜇𝑐𝑜𝑠𝜃 2𝜋 sin 𝜃𝑑𝜃 (3)

:المغناطيسيةأننجدومنه

ഥ𝑀 = 𝑛 𝜇𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑛
0׬

𝜋
𝜇𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑛

0׬

𝜋
𝑑𝑛

= 𝑛𝜇
0׬

𝜋
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒𝛽𝜇𝐻𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃

0׬

𝜋
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒𝛽𝜇𝐻𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃

(4)

:التاليةالتعويضاتنستخدم(4)بالمعادلةالواردالتكامللإجراء
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η = βμ𝐵 =
𝜇𝐵

𝑘𝐵𝑇
, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 ⇒ −𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑑𝑦

ഥ𝑀:لنجد أن = 𝑛𝜇
1=׬

−1
𝑦𝑒𝑛𝑦𝑑𝑦

1׬
−1

𝑒𝑛𝑦𝑑𝑦
= 𝑛𝜇[

𝑒𝜂+𝑒−𝜂

𝑒𝜂−𝑒−𝜂 −
1

𝜂
] = 𝑛𝜇 𝑐𝑜𝑡ℎ𝜂 −

1

𝜂
= 𝑛𝜇𝐿(𝜂)

𝐿حيث 𝜂لانجفندالةهي(langevin's function)(4)بالشكلالدالةانظر:

𝐿تغير دالة لانجفن( 4)شكل  𝜂 مع𝜂
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:المنخفضة والمرتفعةηملاحظات حول سلوك دالة لانجفن عند قيم 

η)المنخفضة ηلقيم 1. ≫ 𝐿تأخذ الدالة القيمة )1 𝜂 = لا ഥ𝑀ونجد أن (. أو درجة حرارة المادة منخفضة)وهذا يعني أن شدة المجال الخارجي قوية 1

.وتصل إلي درجة التشبع المغناطيس يBتعتمد علي 

𝜇𝑧 = 𝜇 ; ഥ𝑀 = 𝑛𝜇𝑧

𝜂المرتفعة ηلقيم 1. ≪ :تأخذ الشكل التقريبي التاليഥ𝑀نجد أن ( أو درجة حرارة المادة مرتفعة)وهذا يعني أن شدة المجال الخارجي ضعيفة 1

ഥ𝑀 = 𝑛𝜇𝑧 = 𝑛𝜇𝐿 𝜂 ≪ 1 ≈ 𝑛𝜇
𝜂

3
−

𝜂3

45
+ ⋯ ≈

𝑛𝜇2

3𝑘𝑇
𝐻 (7)

:نجد أن القابلية المغناطيسية للنظام تكون علي الصورة( 7)ومن 

χ = lim
𝜕𝑀𝑧𝑛

𝜕𝐻
𝐻→0

≈
𝑛𝜇2

3𝑘𝑇
≈

𝐶

𝑇
(8)

.البارامغناطيسيةوهو قانون كوري للمواد 
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.للإلكترونفقطالمغزليةالحركةباعتبارHخارجيمغناطيسمجالفيتقعالالكتروناتمنNعددمنيتكون لنظامالفيزيائيةالخواصادرس:مثال

↑𝜀الإلكترونطاقةوتصبحالمجالاتجاهتأخذأنإماللإلكترونالمغزليةالحركةفإنخارجيمغناطيس يمجالفيالإلكترونتواجداذا:الحل = −𝜇𝐻أو

↓𝜀طاقتهوتصبحالمعاكسالاتجاهتأخذ = 𝜇𝐻وتحسب.(1)بالشكلكما𝑍𝑠𝑝كتالي:

𝑍𝑠𝑝 = 𝑒−𝛽𝜀↑ + 𝑒−𝛽𝜀↓ = 𝑒𝜂 + 𝑒−𝜂 = 2 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜂

:من الالكترونات نجد أنNولعدد 

𝑍𝑁 = ቁ(𝑍𝑠𝑝

𝑁
= 2 cosh 𝜂 𝑁
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.i حساب الطاقة الداخليةU
:نحسب الطاقة الداخلية من العلاقة

𝑈 = −(
𝜕 ln 𝑍

𝜕𝛽
)𝑉,𝑁= −𝑁𝜇𝐻 tanh 𝜂 − ቊ

0 𝑇 → ∞
−𝑁𝜇𝐻 𝑇 → 0

𝑇))عند درجات الحرارة المنخفضة : أنه( 5)وبالنسبة للطاقة الداخلية نجد أن من الشكل  → 𝑈فإن0ً = −𝑁𝜇𝐵 وهذا يدل ببساطة علي أن جميع

.(أ-6) العزوم المغناطيسية للإلكترونات تكون موازية لاتجاه المجال الخارجي انظر الشكل
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العشوائيةالحالةالينصلمالانهايةاليالحرارةدرجةتؤولوعندما،(ب-6)الشكلانظربالانقلابتبدأالعزومأننجدالارتفاعفيالحرارةدرجاتتبدأوعندما

أخربتعبير.الصفراليالداخليةالطاقةوتصل(ت-6)الشكلانظرلأسفلالمتجهةالعزومكعددالخارجيالمجالباتجاهلأعليالمتجهةالعزومعددويصبح

.عشوائيةاتجاهاتفيالعزومدورانلجعلكافيةالحراريةالطاقةفإنالحرارةدرجاتبارتفاعأنهنقول أننستطيع
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.iالنوعيةالحرارةحساب𝐶𝐻
:العلاقةمن𝑪𝑯النوعيةالحرارةتحسب

𝐶𝐻 = (
𝜕𝑈

𝜕𝑇
)𝐻=

𝑁𝑘𝐵𝜂2

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜂
= ቊ

0, 𝑇 → ∞
0, 𝑇 → 0

𝑇)المنخفضةالحرارةدرجاتعندأنه(7)الشكلمننجدالنوعيةللحرارةبالنسبة▪ → 𝐶𝐻فإن(0 → عليببساطةيدلوهو0

𝑘𝐵𝑇الشرطتحققعندانه ≪ 2𝜇𝐵ونوتكالخارجيالمجاللاتجاهموازيةتكونللإلكتروناتالمغناطيسيةالعزومجميعفإن

.ثابتةكميةالطاقة

.(7)الشكلنظراقصويقيمةاليالنوعيةالحرارةوترتفعبالانقلابتبدأالعزومأننجدالارتفاعفيالحرارةدرجاتتبدأوعندما▪

لخارجياالمجالباتجاهلأعليالمتجهةالعزومعددويصبحالعشوائيةالحالةالينصلمالانهايةاليالحرارةدرجةتؤلوعندما▪

.النوعيةالحرارةوكذلكالصفراليالداخليةالطاقةوتقللأسفلالمتجهةكعددها

الأنظمةمعظمأنوحيث.فقطمستويينعلييحتويلأنهالنظامبهذافقطخاصالسلوكهذاأنوهيهنامهمةملاحظةولنا▪

.لتقولاثابتةقيمةاليتصلالنوعيةالحرارةفإنلذلكالطاقةمستوياتمنلانهائيعددعليتحتويالفيزيائية
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.i حساب الإنتروبيS
:يحسب الإنتروبي من دالة هلمهولتز

𝑭 = −𝑵𝒌𝑩𝑻 𝒍𝒏 𝒁𝑵

:كتالي

𝑆 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑇
𝑉,𝑁

= 𝑁𝑘𝐵 ln 2 cosh 𝜂 − 𝜂tanh(𝜂) = ቊ
𝑁𝑘𝐵𝑙𝑛2, 𝑇 → ∞
0, 𝑇 → 0

𝑇)المنخفضةالحرارةدرجاتعندأنه(8)الشكلمننجدالإنتروبياليبالنسبة▪

→ 𝑆فإن(0 → 𝑘𝐵𝑇الشرطتحققعندأنهعليببساطةيدلوهذا0 ≪ 2𝜇𝐵

ارجيالخالمجاللاتجاهموازيةتكونللإلكتروناتالمغناطيسيةالعزومجميعفإن

:أننجدالإنتروبيتعريفومنفقطواحدمجهريمستوييوجدوبالتالي

𝑺 = −𝑵𝒌𝑩 𝒍𝒏 𝐖 = 𝐍𝒌𝑩𝒍𝒏𝟏 = 𝟎

.وهذاًيتفقًمعًالقانونًالثالثًللديناميكاًالحرارية
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.بالانقلابتبدأالعزومأننجدالارتفاعفيالحرارةدرجاتتبدأوعندما▪

جيالخارالمجالباتجاهلأعليالمتجهةالعزومعددويصبحالعشوائيةالحالةالينصلمالانهايةاليالحرارةدرجةتؤولوعندما▪

:هولإنتروبياإليهايصلقيمةأعليأننجدالإنتروبيتعريفومن.فقطمجهريانمستويينيوجدوبالتاليلأسفل،المتجهةكعددها

𝑺 = 𝑵𝒌𝑩 𝐥𝐧 𝑾 = 𝑵𝒌𝑩𝒍𝒏𝟐

Vi- حساب العزم المغناطيسي الكليഥ𝑴

:كتالي𝑀يحسبًالعزمًالمغناطيسيًالكليً

ഥ𝑴 = −(
𝝏𝑭

𝝏𝑯
)𝑽,𝑵= 𝒏ഥ𝝁 =

𝝁𝒆𝜼 − 𝝁𝒆−𝜼

𝒆𝜼 + 𝒆−𝜼
= 𝒏𝝁 𝒍𝒂𝒏𝒉 𝜼

(.1)وهذاًيتفقًمعًماًحصلناًعليهًفيًالمعادلة


