
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Indefinite Integrals

المحدودغيرالتكامل 
 



Indefinite Integral 

 التكامل غير المحدود

مثل   أن یكون الدارس ملما بفروع شتى  ه لكن لابد لدراست هعلم التكامل علم قائم بذات:مقدمة
في الفراغ.   سواء كانت في المستوى أو التحلیلیة  الهندسةالتفاضل ، الجبر وبعض من مفاھیم 

عض الشيء حیث  ب للتفاضل لكن لي رأى مخالف  عكسیة  عملیة ھناك من یقول أن التكامل ھو  
الدالة لكن ماذا یحدث عند   أننا عند تفاضل ناتج التكامل فمن المفترض أن نحصل على أصل

 تكامل دوال وتكون نتیجة التكامل تقریبیة أو عددیة؟ 

 نفسه: لدارس التكامل سؤال یفرض 

 مختلفة؟ ال  تخصصات الهندسةفى كیف یظهر التكامل في حیاتنا و

 : ھذا السؤالأمثله للإجابة على 

 · .قیاس المسافة بین نقطتین على سطح الكرة الأرضیة (1
 · .تحدید أقل فترة زمنیة لتحرك جسم بین نقطتین على سطح الأرض  (2
 · .مركز الثقل لأي شكل ھندسي تحدید  (3
 · .طول المنحنى في المستوى (4
 · .المساحة تحث المنحنى وأي من المحاور الكرتیزیة (5

 .هاحول أي محور أیا كانت نقطة أصل ھندسيجسم ناتج من دوران أي شكل محجم  (6



 المشتقة العكسية: 1-1

𝒅( للتفاضل نعلم أنه إذا كانت:  )السابقةمن دراستنا 
𝒅𝒙

𝑭(𝒙) = 𝒇(𝒙),   

   بالمشتقة  العكسية  𝑭(𝒙)وتسمى الدالة    𝑭(𝒙)تسمى بمشتقة الدالة     𝒇(𝒙)فإن الدالة    

𝒇(𝒙)  إذا كانت  = 𝒙وهىلها  عكسية، فيمكننا إيجاد المشتق ال  𝑭(𝒙) = 𝟏
𝟐

 𝒙𝟐  من خلال

  إدراك أن

𝒅𝑭(𝒙)
𝒅𝒙

= 𝒅
𝒅𝒙

 (𝟏
𝟐

 𝒙𝟐) = 𝟏
𝟐

 𝒅
𝒅𝒙

 ( 𝒙𝟐) = 𝟏
𝟐

 (𝟐 𝒙) = 𝒙. . 

𝑭(𝒙) وبالتالي فإن = 𝟏

𝟐
 𝒙𝟐  لـ العكسية ةمشتقالهو. 𝒇(𝒙) = 𝒙   

أنك  والتأكد من عن طريق اشتقاقها  𝑭(𝒙)أنه يجب عليك دائمًا التحقق من المشتقة العكسية   لاحظ

 .𝒇(𝒙) تستعيد 

 

 

 

 

 :   عكسية لكل من الدوال التاليةالمشتقة الاوجد                   

(a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥,     

(b) 𝑔(𝑥) = cos 𝑥 (𝑥),   

(c)          ℎ(𝑥) = 1
𝑥

+ 2𝑒2𝑥 

 :بحيث𝑭(𝒙)هي أي دالة 𝒇(𝒙)، فإن المشتقة العكسية لـ 𝒇(𝒙)دالة اذا كانت ال: 1ريف تع

𝒅𝑭(𝒙)
𝒅𝒙

= 𝒇(𝒙) 

 

   :1مثال 

  الحل



ما هي الدالة التي نعرف أن مشتقتها تساوي الدالة ونسأل أنفسنا علينا التفكير بشكل عكسي هنا:  

 المعطاة؟ 

(a) 𝐹(𝑥) = 𝑥2,     

(b) 𝐺(𝑥) = sin 𝑥,     

(c)     𝐻(𝑥) = ln|𝑥| + 𝑒2𝑥 

𝑭(𝒙)  الدالة :أن لاحظ  = 𝒙𝟐   𝟐لیست الوحیدة التي مشتقتها تساوي𝒙.   

𝒅    ا فأنثابت   𝑪إذا كانت  لأنه 
𝒅𝒙

(𝒙𝟐 + 𝑪) = 𝟐𝒙 

ا لأن مشتقة الثابت تساوي صفر. لذا فإن الدوال  ن 𝒙𝟐ظر  + 𝑪  حیث ،𝑪 اختیاري ھو ثابت  ،

𝒇(𝒙)تشكل جمیع المشتقات العكسیة لـ   = 𝟐𝒙 

   : بشكل عام، لدینا النتیجة التالیة

 

 

 

 

𝑭(𝒙)هي عائلة من الدوال  𝑰على  𝒇الأكثر عمومية لـ  ةالعكسي ةبالتالي فإن المشتق  • + 𝑪 ، 

  .C من هذه العائلة عن طريق تعيين قيمة محددة لـ ةمعين  ةعكسي ةيمكننا اختيار مشتق •

 فيما يلي مثال يوضح كيفية إجراء مثل هذه المهمة •

 

𝒇(𝒙)عكسیة لـ  المشتقة ال اوجد         = 𝟑𝒙𝟐الشرط التالي التي تحقق  𝑭(𝟏) = −𝟏 

 

ا لأن مشتقة   𝑭(𝒙)  تكون    ، فإن المشتقة العكسیة العامة𝟑𝒙𝟐ھي   𝒙𝟑نظر  = 𝒙𝟑 + 𝑪 
 𝒇(𝒙)تعطي جمیع المشتقات العكسیة لـ  وھى  

 هي𝑰على 𝒇عامة لـ المشتقة عكسية ال، فإن 𝑰على فترة 𝒇 لدالةمشتقة عكسية ل𝑭إذا كانت  : نظرية

𝑭(𝒙)  +  𝑪  

  الحل

   :2مثال 



𝑭(𝟏)الشرط اما  =  .𝑪يحدد قيمة معينة لـ  𝟏−

𝒙  عن تعويض العند ف = 𝑭(𝒙)   في  𝟏 = 𝒙𝟑 + 𝑪 نحصل على: 

𝑭(𝟏) = (𝟏)𝟑 + 𝑪 = 𝟏 + 𝑪 

∴ −1 = 𝟏 + 𝑪 

𝑪حل المعادلة يعطي  = −𝟐. 

𝑭(𝒙)لذا، فإن   = 𝒙𝟑 − 𝑭(𝟏)هي المشتقة العكسية التي تحقق  𝟐 = −𝟏.  

𝒚يحدد منحنى معين من عائلة المنحنيات  𝑪 لثابت ل نيي عالت : هذاأن لاحظ  = 𝒙𝟑 + 𝑪   التي تمر

,𝟏)بالنقطة    ( 1في المستوى. )الشكل  (𝟏−

 

𝒚المنحنيات   :1كل الش = 𝒙𝟑 + 𝑪  المستوى الإحداثي دون تداخل  غطىت. 

 

 

 

 

تسُمى متغير    𝒙و  كاملة سمى الدالة المتُ  𝒇(𝒙)رمز التكامل، و ∫  ي هذا التعريف، تسُمى  ف

 .سمى ثابت التكاملي  𝑪 والتكامل  هو ناتج  𝑭(𝒙)و   التكامل

 

 رمزيد ووتسُمى التكامل غير المحدا ه، فإن𝒇(𝒙)أي مشتقة عكسية لـ  هي 𝑭(𝒙)إذا كانت : 2تعريف 
 :بالصيغة لها

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝑭(𝒙) + 𝑪 
 



 جداول التكاملات: 1-2

 

 

 

 

 

 

∫ 𝒙𝒏 𝒅𝒙 =
𝒙𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
+ 𝐜,     𝒏 ≠ −𝟏 

1 

 ∫[𝒇(𝒙)]𝒏 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙 = [𝒇(𝒙)]𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
 + 𝐜 2 

 ∫ 𝒆𝒙 𝒅𝒙 = 𝒆𝒙 +  𝐜 3 

∫ 𝒆𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒆𝒇(𝒙) +  𝐜 4 

 ∫ 𝒂𝒙 𝒅𝒙 = 𝒂𝒙

𝒍𝒏 |𝒂|
+  𝐜 5 

∫ 𝒂𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙  = 𝒂𝒇(𝒙)

𝒍𝒏 𝒂
+  𝐜 6 

 ∫ 𝒅𝒙
𝒙

 = 𝒍𝒏 |𝒙| +  𝐜 7 

 ∫  𝒇′(𝒙)
𝒇(𝒙)

 𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 |𝒇(𝒙)| +  𝐜 8 

 ∫ 𝒅𝒙
√𝒙

 = 𝟐 √𝒙 +  𝐜 9 

 ∫ 𝒇′(𝒙)
√𝒇(𝒙)

 𝒅𝒙 = 𝟐 √𝒇(𝒙) +  𝐜 10 



1  ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒅𝒙  − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒄 

2  ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙  𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒄 

3  ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙  𝒕𝒂𝒏 𝒙 + 𝒄 

4  ∫  𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙  − 𝒄𝒐𝒕 𝒙 + 𝒄 

5   ∫ 𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙  𝒅𝒙  𝒔𝒆𝒄 𝒙 + 𝒄 

6   ∫  𝒄𝒔𝒄𝒙 𝒄𝒐𝒕 𝒙  𝒅𝒙  −𝒄𝒔𝒄 𝒙 + 𝒄 

 

∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒇(𝒙)  𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 = − 𝒄𝒐𝒔 𝒇(𝒙) + 𝒄     1 

 ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒇(𝒙)   𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 =  𝒔𝒊𝒏 𝒇(𝒙) + 𝒄  2 

 ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒇(𝒙)   𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 =  𝒕𝒂𝒏 𝒇(𝒙) + 𝒄  3 

 ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒇(𝒙)   𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 = −𝒄𝒐 𝒕 𝒇(𝒙) + 𝒄  4 

 ∫ 𝒔𝒆𝒄 𝒇(𝒙) 𝒕𝒂𝒏 𝒇(𝒙)  𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 =  𝒔𝒆𝒄 𝒇(𝒙) + 𝒄     5 

  ∫ 𝒄𝒔𝒄 𝒇(𝒙) 𝒄𝒐𝒕 𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙)𝒅𝒙 =  − 𝒄𝒔𝒄 𝒇(𝒙) + 𝒄     6 

 

1 ∫  𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒙 𝒅𝒙  𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒙 + 𝒄 

2  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒙 𝒅𝒙  𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒙 + 𝒄 

3  ∫  𝒔𝒆𝒄𝒉𝟐𝒙 𝒅𝒙  𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒙 + 𝒄 

4 ∫   𝒄𝒔𝒄𝒉𝟐𝒙 𝒅𝒙  − 𝒄𝒐𝒕𝒉 𝒙 + 𝒄 

5 ∫  𝒔𝒆𝒄𝒉 𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒙 𝒅𝒙  −𝒔𝒆𝒄𝒉 𝒙 + 𝒄 

6 ∫   𝒄𝒔𝒄𝒉 𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒉 𝒙 𝒅𝒙  − 𝒄𝒔𝒄𝒉 𝒙 + 𝒄 



 

1 ∫  
𝟏

√𝟏 − 𝒙𝟐
 𝒅𝒙  𝒔𝒊𝒏−𝟏 𝒙 + 𝒄 

2  ∫  𝟏
√𝟏+𝒙𝟐

 𝒅𝒙  𝒔𝒊𝒏𝒉−𝟏𝒙 + 𝒄 

3  ∫   𝟏
√𝒙𝟐−𝟏

 𝒅𝒙  𝒄𝒐𝒔𝒉−𝟏𝒙 + 𝒄 

4 ∫   
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐 𝒅𝒙  𝒕𝒂𝒏−𝟏 𝒙 + 𝒄 

5 ∫  
𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐 𝒅𝒙  𝒕𝒂𝒏𝒉−𝟏𝒙 + 𝒄 

6 ∫  
−𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
 𝒅𝒙  𝒄𝒐𝒕𝒉−𝟏𝒙 + 𝒄 

 

 

1 ∫  
𝟏

√𝒂𝟐 − 𝒙𝟐
 𝒅𝒙  𝒔𝒊𝒏−𝟏 𝒙

𝒂
+ 𝒄 

2  ∫  𝟏
√𝒂𝟐+𝒙𝟐

 𝒅𝒙  𝒔𝒊𝒏𝒉−𝟏 𝒙
𝒂

+ 𝒄 

3  ∫   𝟏
√𝒙𝟐−𝒂𝟐

 𝒅𝒙  𝒄𝒐𝒔𝒉−𝟏 𝒙
𝒂

+ 𝒄 

4 ∫   
𝟏

𝒂𝟐 + 𝒙𝟐 𝒅𝒙  𝟏
𝒂

 𝒕𝒂𝒏−𝟏 𝒙
𝒂

+ 𝒄 

5 ∫  
𝟏

𝒂𝟐 − 𝒙𝟐 𝒅𝒙  𝟏
𝒂

 𝒕𝒂𝒏𝒉−𝟏 𝒙
𝒂

+ 𝒄 

6 ∫  
−𝟏

𝒙𝟐 − 𝒂𝟐 𝒅𝒙  𝟏
𝒂

𝒄𝒐𝒕𝒉−𝟏 𝒙
𝒂

+ 𝒄 

 

 

 

 



 خواص التكامل المحدود   1-3

1) ∫ 𝒌 𝒇(𝒙)  𝒅𝒙 =  𝒌 ∫ 𝒇(𝒙)  𝒅𝒙, where 𝒌 is any number 

2) ∫  [ 𝒇(𝒙) ± 𝒈(𝒙) ]  𝒅𝒙 =  ∫ 𝒇(𝒙)  𝒅𝒙 ± ∫ 𝒈(𝒙)  𝒅𝒙 
3) ∫  [ 𝒇(𝒙) ∗ 𝒈(𝒙) ]  𝒅𝒙 ≠  ∫ 𝒇(𝒙)  𝒅𝒙 ∗ ∫ 𝒈(𝒙)  𝒅𝒙 

4) ∫  𝒇(𝒙)
𝒈(𝒙)

 𝒅𝒙 ≠  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙

  

 

 

 

 

               

 احسب التكاملات التالية:            

                      (𝟏)  ∫[𝟓 𝒙𝟑 − 𝟏𝟎 𝒙𝟐 + 𝟐 𝒙 − 𝟑] 𝒅𝒙        

                   𝐼 = 5 ∫ 𝑥3  𝑑𝑥 − 10 ∫ 𝑥2  𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝑥 𝑑𝑥  − 3 ∫ 𝑑𝑥  

                     = 5
4

 𝑥4 − 10
3

 𝑥3 + 𝑥2 − 3 𝑥 + 𝑐   

             

           (𝟐)  ∫ (𝒙𝟑 + 𝟏
𝒙𝟑)

𝟐
 𝒅𝒙        

                            𝐼 =  ∫ [ 𝑥6 + 2 + 1
𝑥6]  𝑑𝑥  

                                =   ∫ 𝑥6  𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥−6𝑑𝑥  

                                = 1
7

 𝑥7 + 2 𝑥 − 1
5

 𝑥−5 + 𝑐 

 :3مثال

Solution  

Solution  

 ∫ 𝒙𝒏 𝒅𝒙 = 𝒙𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
+ 𝐜          𝐧 ≠ −𝟏 

∫[𝒇(𝒙)]𝒏 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙 =
  [𝒇(𝒙)]𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
 + 𝐜 



                                  (𝟑)  ∫(𝒙 + √𝒙𝟑 ) (𝟒 − 𝒙𝟐) 𝒅𝒙        

                           𝐼 =  ∫ [ 4 𝑥 − 𝑥3 + 4 𝑥
1
3 − 𝑥

7
3]  𝑑𝑥  

                              = 2 𝑥2 − 1
4

𝑥4 + 3 𝑥
4
3 − 3

10
𝑥

10
3 + 𝑐 

 

                                (𝟒)  ∫ 𝟒 𝒙𝟏𝟎−𝟐 𝒙𝟒+ 𝟏𝟓 𝒙
𝒙𝟑  𝒅𝒙        

                           𝐼 =  ∫ 4 𝑥10−2 𝑥4+ 15 𝑥
𝑥3  𝑑𝑥  

                              =  ∫[ 4 𝑥7 −  2 𝑥 + 15 𝑥−2] 𝑑𝑥 

                              = 1
2

 𝑥8 − 𝑥2 − 15 1
𝑥

+ 𝑐 

 

                               (𝟓)  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙  𝒄𝒐𝒔 𝒙  𝒅𝒙        

                           𝐼 = 1
6

 𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐  

 

                    (𝟔)  ∫
(𝟏+𝒕𝒂𝒏 𝒙)𝟐

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
𝒅𝒙        

                           𝐼 = ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥)2𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥  

                             = 1
3

 (1 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥)3 + 𝑐 

 

                    (𝟕)  ∫ 𝒍𝒏𝒙
𝒙

 𝒅𝒙         

                           𝐼 = ∫ 𝑙𝑛 𝑥 ( 1
𝑥
 ) 𝑑𝑥 = 1

 2
 (𝑙𝑛 𝑥)2 + 𝑐  

Solution  

Solution  

Solution  

Solution  

Solution  



         (𝟖)  ∫ √𝟏+𝒍𝒏𝒙𝟑

𝒙
 𝒅𝒙         

                           𝐼 = ∫(1 + 𝑙𝑛𝑥)
 1
 3 ( 1

𝑥
 ) 𝑑𝑥  

                             =  3
 4

  (1 + 𝑙𝑛𝑥)
 4
 3 + 𝑐 

 

                    (𝟗)  ∫ 𝒙𝟐√𝟏 − 𝒙𝟑 𝒅𝒙         

                           𝐼 = −1  
3 ∫  [1 − 𝑥3]

1
2 (−3 𝑥2) 𝑑𝑥  

                              = −2  
9

 (1 − 𝑥3)
3
2 + 𝑐 

 

                    (𝟏𝟎)  ∫ ( 𝟐𝟑
𝟏+𝒙𝟐 + 𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙)  𝒅𝒙         

                                   𝑰 = ∫  𝟐𝟑
𝟏+𝒙𝟐  𝒅𝒙 + ∫ 𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙  𝒅𝒙  

= 23 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 + 𝑠𝑒𝑐 𝑥 + 𝑐 

 

 

 

 

 

 

 

Solution  

Solution  

Solution  



 

                    

                     

 احسب التكاملات التالية:           

                               (𝟏)  ∫ 𝒙+𝟏
𝟐𝒙𝟐+𝟒𝒙+𝟑

 𝒅𝒙        

                           𝐼 = 1
4 ∫ 4(𝑥+1)

2 𝑥2+4𝑥+3
𝑑𝑥  

                              =   1
4

ln|2 𝑥2 + 4𝑥 + 3| + c    

 

                              (𝟐)  ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙
𝟏+𝒕𝒂𝒏 𝒙

 𝒅𝒙        

                           𝑰 = 𝒍𝒏|𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙|  + 𝒄  

 

                               (𝟑)  ∫ 𝟏
𝒙 𝒍𝒏 𝒙

 𝒅𝒙        

                           𝑰 = ∫
𝟏
𝒙

 𝒍𝒏 𝒙
𝒅𝒙  

                             = 𝒍𝒏  |𝒍𝒏 𝒙|  + 𝒄 

 

                     (𝟒)  ∫ 𝟏+𝒍𝒏 𝒙
𝟑+ 𝒙 𝒍𝒏 𝒙

 𝒅𝒙        

                            𝑰 = 𝒍𝒏  |𝟑 +  𝒙 𝒍𝒏 𝒙|  + 𝒄 

 

Solution    

Solution  

Solution  
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Solution  

∫
𝒅𝒙
𝒙

 = 𝐥 𝐧|𝒙| +  𝐜 

∫
𝒇′(𝒙)
𝒇(𝒙)

 𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 |𝒇(𝒙)| +  𝒄 

Mobile User



  (𝟓)  ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙−𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝒔𝒊𝒏 𝒙 +𝐜𝐨𝐬 𝒙

 𝒅𝒙                        

                           𝑰 = − ∫ (𝒔𝒊𝒏 𝒙−𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝒔𝒊𝒏 𝒙 +𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒅𝒙  

                   = − 𝒍𝒏  |𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙| + 𝒄 

             

       (𝟔)  ∫
(𝟏+ 𝒙)  𝒆𝒙

𝟏+ 𝒙 𝒆𝒙  𝒅𝒙                             

                            𝑰 = 𝒍𝒏  |𝟏 +  𝒙 𝒆𝒙|  + 𝒄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution  

Solution  



 

 

                                    

 احسب التكاملات التالية:                 

                             (𝟏)  ∫ 𝒆𝒙

√𝟏+𝒆𝒙 𝒅𝒙                                                                                                                             

                           𝐈 =  𝟐 √𝟏 + 𝒆𝒙 + 𝐜    

-                   

                    (𝟐)  ∫ 𝟐𝒙−𝟏
√𝒙𝟐−𝒙+𝟏

 𝒅𝒙        

                           𝑰 = 𝟐 √𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏 + 𝒄  

 

                  (𝟑)  ∫ 𝒙
√𝟏−𝒙𝟐

 𝒅𝒙        

                           𝑰 = −𝟏  
𝟐 ∫ −𝟐𝒙

√𝟏−𝒙𝟐
𝒅𝒙  

                             = −𝟏
𝟐

 𝟐 √𝟏 − 𝒙𝟐  +𝑐 

                             = − √1 − 𝑥2  + 𝑐 

 

 

 

 

 

Solution  

Solution  

Solution  
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∫ 𝒅𝒙
√𝒙

 = 𝟐 √𝒙 +  𝐜  

∫  𝒇′(𝒙)
√𝒇(𝒙)

 𝒅𝒙 = 𝟐 √𝒇(𝒙) +  𝐜           



 

 

 احسب التكاملات التالية:            

                             (𝟏)  ∫ 𝒆𝟑 𝒙 𝒅𝒙 

                         𝑰 =  𝟏
𝟑 ∫ 𝒆𝟑 𝒙(𝟑)  𝒅𝒙        

                             =  𝟏
𝟑

 𝒆𝟑 𝒙 + 𝐜  

   

                                   (𝟐)  ∫ 𝒆𝟓 𝒙𝟑𝒙𝟐 𝒅𝒙        

                           𝑰 = 𝟏
𝟏𝟓 ∫ 𝒆𝟓 𝒙𝟑(𝟏𝟓 𝒙𝟐)  𝒅𝒙  

                             =  𝟏
𝟏𝟓

 𝒆𝟓 𝒙𝟑  + 𝒄 

 

                   (𝟑)  ∫(𝒙 − 𝟐) 𝒆𝒙𝟐−𝟒 𝒙 𝒅𝒙        

                           𝑰 = 𝟏
𝟐 ∫  𝒆𝒙𝟐−𝟒 𝒙(𝟐𝒙 − 𝟒) 𝒅𝒙  

                             =  𝟏
𝟐

  𝒆𝒙𝟐−𝟒 𝒙  + 𝒄 

 

                 (𝟒)  ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟐𝒙 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙 𝒅𝒙        

                           𝑰 = 𝟏
𝟐 ∫ 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙 (𝟐 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟐𝒙) 𝒅𝒙  

                             =  𝟏
𝟐

 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙  + 𝒄 

Solution           

Solution  

Solution  

Solution  
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∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 +  c          

  ∫ 𝑒𝑓(𝑥) 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒𝑓(𝑥) +  c  



                 (𝟓)  ∫ 𝒆𝟐 𝒙𝟐+𝒍𝒏 𝒙 𝒅𝒙        

                           𝑰 = ∫ 𝒆𝟐 𝒙𝟐 𝒆𝒍𝒏 𝒙 𝒅𝒙             

                              = 𝟏
𝟒 ∫ 𝒆𝟐 𝒙𝟐(𝟒𝒙) 𝒅𝒙 

                              =  𝟏
𝟒

 𝒆𝟐 𝒙𝟐  + 𝒄 

                 (𝟔)  ∫ 𝒆− 𝟏𝒙 −𝟐 𝒍𝒏 𝒙  𝒅𝒙        

                           𝑰 = ∫ 𝒆− 𝟏𝒙   𝒆−𝟐𝒍𝒏 𝒙 𝒅𝒙  

                              = ∫ 𝒆− 𝟏𝒙  ( 𝟏
 𝒙𝟐)  𝒅𝒙 =   𝒆− 𝟏𝒙   + 𝒄 

 

 

 

     

 حسب التكاملات التالية: ا      

                        (𝟏)  ∫ 𝟐𝒙 𝒅𝒙 

                   𝑰 =  𝟐𝒙

 𝒍𝒏 𝟐
 + 𝒄        

                                   (𝟐)  ∫ 𝟓𝒙𝟐 𝒙 𝒅𝒙 

                         𝑰 =  𝟏
𝟐 ∫ 𝟓𝒙𝟐 (𝟐𝒙) 𝒅𝒙 

= 𝟏
𝟐

 𝟓𝒙𝟐

 𝒍𝒏 𝟓
 + c                             

Solution  

Solution  

Solution  
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∫ 𝒂𝒙 𝒅𝒙 =
𝒂𝒙

𝒍𝒏 𝒂
+  𝒄 

∫ 𝒂𝒇(𝒙) 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙  = 𝒂𝒇(𝒙)

𝒍𝒏 𝒂
+ 𝑐 

Solution  



 تكامل الدوال المثلثية: 1-4

 احسب التكاملات التالية:                  

                     (𝟏)  ∫ 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = − ∫ −𝒔𝒊𝒏 𝒙
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒅𝒙 

= − 𝐥𝐧|𝒄𝒐𝒔 𝒙|  + 𝒄 = 𝐥𝐧|𝒔𝒆𝒄 𝒙|  + 𝒄                            

 

                                      (𝟐)  ∫ 𝒄𝒐𝒕 𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙
𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒅𝒙 

                              = 𝐥𝐧|𝒔𝒊𝒏 𝒙|  + 𝒄 

                            

                                         (𝟑)  ∫ 𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = ∫ 𝒔𝒆𝒄 𝒙 (𝒔𝒆𝒄 𝒙+𝒕𝒂𝒏 𝒙)
(𝒔𝒆𝒄 𝒙+𝒕𝒂𝒏 𝒙)

𝒅𝒙 

= ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙+𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙 
(𝒔𝒆𝒄 𝒙+𝒕𝒂𝒏 𝒙)

𝒅𝒙                            

                           = 𝐥𝐧|𝒔𝒆𝒄 𝒙 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙|  + 𝒄 

 

                                       (𝟒)  ∫ 𝒄𝒔𝒄 𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = ∫ 𝒄𝒔𝒄 𝒙 (𝒄𝒔𝒄 𝒙−𝒄𝒐𝒕 𝒙)
(𝒄𝒔𝒄 𝒙−𝒄𝒐𝒕 𝒙)

𝒅𝒙 

= ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙−𝒄𝒔𝒄 𝒙 𝒄𝒐𝒕 𝒙
(𝒄𝒔𝒄 𝒙−𝒄𝒐𝒕 𝒙)

𝒅𝒙                            

                           = 𝐥𝐧|𝒄𝒔𝒄 𝒙 − 𝒄𝒐𝒕 𝒙|  + 𝒄 

Solution  

Solution  

Solution  
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Solution  



 الدوال المثلثية:  اتتكامل مربع 1-5

 لإيجاد هذه التكاملات سوف نستخدم القوانين الخاصة بالدوال المثلثية 

 (𝒊) 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙            𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟏
𝟐

(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

 (𝒊𝒊) 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟏           𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟏
𝟐

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

 (𝒊𝒊𝒊) 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙              𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 − 𝟏  

 (𝒊𝒗)   𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙 = 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙             𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙 = 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 − 𝟏     

 احسب التكاملات التالية:                  

                                      (𝟏)  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = 𝟏
𝟐 ∫(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙) 𝒅𝒙 

= 𝟏
𝟐

[𝒙 −  𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙
𝟐

 ] + 𝒄                            

                                   (𝟐)  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = 𝟏
𝟐 ∫(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙) 𝒅𝒙 

= 𝟏
𝟐

[𝒙 +  𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙
𝟐

 ] + 𝒄                            

                                     (𝟑)  ∫ 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 

= 𝒕𝒂𝒏 𝒙 −  𝒙 + 𝒄                            

                                (𝟒)  ∫ 𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = ∫(𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 

                           = 𝒄𝒐𝒕 𝒙 −  𝒙 + 𝒄                      

Solution  

Solution  

Solution  

Solution  
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 تكامل لحاصل ضرب الدوال المثلثية: 1-6

 لإيجاد هذه التكاملات سوف نستخدم القوانين الخاصة بالدوال المثلثية 

(𝒊) 𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒃𝒙 =  
𝟏
𝟐 [𝒔𝒊𝒏(𝒂 − 𝒃)𝒙 +  𝒔𝒊𝒏(𝒂 + 𝒃)𝒙]  

 (𝒊𝒊) 𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒃𝒙 =  𝟏
𝟐

 [𝒄𝒐𝒔(𝒂 − 𝒃)𝒙 − 𝒄𝒐𝒔(𝒂 + 𝒃)𝒙] 

 (𝒊𝒊𝒊) 𝒄𝒐𝒔 𝒂𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒃𝒙 =  𝟏
𝟐

 [𝒄𝒐𝒔(𝒂 − 𝒃)𝒙 + 𝒄𝒐𝒔(𝒂 + 𝒃)𝒙] 

 احسب التكاملات التالية:                      

                         (𝟏)  ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = 𝟏
𝟐 ∫[𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝟖𝒙]𝒅𝒙 

= 𝟏
𝟐

 [ −𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙
𝟐

− 𝒄𝒐𝒔 𝟖𝒙
𝟖

 ] + 𝒄                            

                                 (𝟐)  ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟕𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = 𝟏
𝟐 ∫[𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟏𝒙] 𝒅𝒙 

= 𝟏
𝟐

 [  𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙
𝟑

− 𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟏𝒙
𝟏𝟏

 ] + 𝒄                            

                                 (𝟑)  ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 𝒅𝒙 

                        𝑰 = 𝟏
𝟐 ∫[𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝟖𝒙] 𝒅𝒙 

= 𝟏 
𝟐 

[ 𝒔𝒊𝒏 𝟐 𝒙
𝟐

+ 𝒔𝒊𝒏 𝟖 𝒙
𝟖

 ] + 𝐜                            

                              = 𝟏 
𝟒 

[ 𝒔𝒊𝒏 𝟐 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝟖 𝒙
𝟒

 ] + 𝐜 

 

 

Solution  

Solution  

Solution  
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 1تمارين

Evaluate the following integrals 

1) ∫[ 𝟕 𝒙𝟐 − 𝟏𝟎 𝒙 − 𝟏] 𝒅𝒙 

 

2) ∫ (𝒙𝟖 − 𝟏
𝒙𝟖)

𝟐
𝒅𝒙       

 

3) ∫[𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 + 𝒕𝒂𝒏 𝟓𝒙] 𝒅𝒙                      

 

4) ∫(𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐 𝒅𝒙       

 

5) ∫(𝟐 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙)𝟐 𝒅𝒙        

 

6) ∫(𝒕𝒂𝒏 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙)𝟐 𝒅𝒙        

 

7) ∫(𝒄𝒔𝒄 𝟑𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝟑𝒙)𝟐 𝒅𝒙        

 

8) ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙
𝟑+𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙

𝒅𝒙                

 

9) ∫(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙) (𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟕 𝒅𝒙        

  𝐴𝑛𝑠.  7
3 𝑥3 − 5 𝑥2 −  𝑥 + 𝑐  

 𝐴𝑛𝑠.  1
17 𝑥17 − 2 𝑥 − 1

15 𝑥−15 + 𝑐  

 𝐴𝑛𝑠.  𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐  

 𝐴𝑛𝑠.  3𝑥 + 4 ln|𝑠𝑒𝑐 𝑥| + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑐  

 𝐴𝑛𝑠.  𝑡𝑎𝑛 𝑥 − cot 𝑥 + 𝑐  

 

 𝐴𝑛𝑠.  1
5 ln|3 + 𝑠𝑖𝑛 5𝑥| + 𝑐  

  𝜋 

 𝐴𝑛𝑠.  − 2
3 cot 3𝑥 − 2

3 𝑐𝑠𝑐 3𝑥 − 𝑥 + 𝑐  

 𝐴𝑛𝑠. − 1
8 (sin 𝑥 + cos 𝑥)2 + 𝑐  

  𝜋 

 𝐴𝑛𝑠. − 1
3 cos 3𝑥 + 1

5 𝑠𝑒𝑐25𝑥 + 𝑐  

 



 

10) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 √𝟓 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙        

 

11) ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒆𝟓+𝒔𝒊𝒏 𝒙𝒅𝒙     

 
    

12) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒔𝒊𝒏(𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙) 𝒅𝒙         

 

13) ∫ 𝒄𝒐𝒕 𝒙 𝒍𝒏 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙                      

 

14) ∫ 𝒆𝒙  𝒄𝒐𝒔(𝒆𝒙)  𝒅𝒙                 

 

15) ∫ 𝒔𝒆𝒄 𝒙 √𝒔𝒆𝒄 𝒙 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙  𝒅𝒙                 

 

16) ∫  𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙+𝐜𝐨𝐬𝟓 𝒙
𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙−𝐜𝐨𝐬 𝟓𝒙

 𝒅𝒙                 

 

17) ∫  𝒔𝒊𝒏 𝒙+𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝒆−𝒙+ 𝒔𝒊𝒏 𝒙

 𝒅𝒙                 

 

18) ∫  𝟏

𝒙𝟐 (𝟏+𝟏
𝒙)

𝟐
 
 𝒅𝒙                 

 

 𝐴𝑛𝑠.  2
3 (5 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥)

3
2 + 𝑐  

   

 𝐴𝑛𝑠.  𝑒5+𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐  

  

 𝐴𝑛𝑠.  13   𝑐𝑜𝑠(cos 3𝑥) + 𝑐  

 

 𝐴𝑛𝑠.  𝑠𝑖𝑛(𝑒𝑥) + 𝑐  

 
 𝐴𝑛𝑠.  2 √𝑠𝑒𝑐 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑐  

 

 𝐴𝑛𝑠.  1
5 ln|𝑠𝑖𝑛 5𝑥 − cos 5𝑥| + 𝑐  

 

 𝐴𝑛𝑠.  ln|1 + 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥| + 𝑐 

 𝐴𝑛𝑠. (1 + 1
𝑥)

−1
+ 𝑐 =   𝑥

1+𝑥 + 𝑐 𝜋 

 𝐴𝑛𝑠.  1
2 (𝑙𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑥)2 + 𝑐  

  



(𝟏𝟗) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙             

       

(𝟐𝟎) ∫  𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 𝒅𝒙           

     

(𝟐𝟏) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝒅𝒙             

 (𝟐𝟐) ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟕𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙 𝒅𝒙    

 

 𝐴𝑛𝑠.   𝟏
𝟐

 [ −𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙
𝟑

− 𝒄𝒐𝒔 𝟗𝒙
𝟗

 ] + 𝒄  

 𝐴𝑛𝑠.   𝟏
𝟐

 [  𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙
𝟑

− 𝒔𝒊𝒏 𝟕𝒙
𝟕

 ] + 𝒄  

 𝐴𝑛𝑠.   𝟏
𝟐

 [  𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙
𝟑

+ 𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟏𝒙
𝟏𝟏

 ] + 𝒄  

 

 𝐴𝑛𝑠.   𝟏
𝟐

 [ −𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙
𝟐

− 𝒄𝒐𝒔 𝟔𝒙
𝟔

 ] + 𝒄  

 


