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الرحیــــــــــــــم الرحمن االله بســــــم
الأولى الطبعة تقدیم

و المرسلین، من السابقین إخوانھ على و المرسلین و الأنبیاء أشرف على السلام و الصلاة و العالمین رب الله الحمد
مرجع على الحصول الكتاب من الھدف بعد: أما الراحمین. أرحم یا برحمتك معھم نحن و أجمعین، صحبھ و آلھ على
أغوار سبر في بالعربیة المتحدث الطالب علیھا یستند أساسیة دعامة لیكون العربیة، باللغة الكم میكانیكا في متكامل
أكبر یكون المبكرة المراحل في الطلاب إستیعاب أن بینت التربویة الدراسات من العدید الرائعة. النظریة ھذه فھم و

الأم. بلغتھم دراستھم عند
الأنظمة نُعَرف المجھریة. للأنظمة الطبیعیة الظواھر لتفسیر حصراً، لیس لكن أساساً، أُنشئت الكم نظریة إن
كالموقع، تَخُصالنظام، التي الدینامیكیة المعلومات على للحصول المُتبع القیاس لنمط الحساسة الأنظمة بأنھا المجھریة

القیاس. وسائط مع تفاعلھا عن ناتج القیاس أدوات تجاه الأنظمة ھذه حساسیة إن إلخ. ... الطاقة، الحركة، كمیة
أي الجسمیة، أبعادنا تقارب أبعاد لھ نظام مع نتعامل فإننا أمامنا، تتحرك سیارة نشاھد عندما المثال سبیل فعلى
و الإیقاف ساعة بإستخدام الزمن حساب طریق عن السیارة سرعة قیاس من الحالة ھذه في یمكننا المتر. حدود في
القیاس أدوات إن الشریطي. المتر بإستخدام النھائیة النقطة و الإبتدائیة النقطة بین السیارة قطعتھا التي المسافة قیاس
إلى السیارة على من الضوء إنعكاس فلدى الضوء. ھو الوسیط بینما عیوننا. و الشریطي، المتر الساعة، المستخدمة:
أن لانفترض نحن بالطبع المسافة. و الزمن نقیس ثم من و النھائي موقعھا نحدد كذلك الإبتدائي موقعھا نحدد عیوننا
یؤدي أن یمكن السیارة على ما بضغط یؤثر الضوء أن بالحقیقة لانھتم بالتالي و علیھا الساقط بالضوء ستتأثر السیارة
نھتم قد الأحوال. من حال أي في ندركھ أن لایمكن و جداً جداً صغیر فھو حدث إن التغیر ھذا لأن الموقع، تغیر إلى
و النظام سرعة الحالة ھذه في لأنھ الضوء، لسرعة مُقَارِبة عالیة بسرعة تتحرك السیارة كانت إذا النسبي بالتصحیح

متقاربتین. أیضاً) الضوء (ھنا الإتصال وسیط سرعة
10−10 حدود في جداً، صغیرة أبعاد ذو نظام إلى ھبطنا فإننا متحرك، إلكترون سرعة قیاس أردنا لو المقابل في
عن نتكلم إذاً ھنا نحن البُعْد. ھذا لیُقَابل الموجة قصیر ضوء إلى نحتاج مختلف، وسیط إلى نحتاج قد فإننا المتر، من
جایجر كعداد الاشعة، ھذه عن للكشف مناسب كاشف نستخدم لكن ،x أشعة لرؤیة عیوننا إستخدام لایمكننا .x أشعة
كموجة علیھ الساقطة x أشعة یرى لن الإلكترون فإن ذلك إلى بالإضافة الحالة. ھذه في إختلفت القیاس أداة إذاً مثلاً.
سیتفاعل و بل بھا سیتأثر و لطاقتھ مقاربة طاقة لھا جسیمات سیرى بل موقعھ، لتحدید الكاشف إلى علیھ من تنعكس
فإن ذلك، إلى بالإضافة الأصلیة. القیم عن طاقتھ و حركتھ كمیة و موقعھ سیتغیر بالتالي و بسببھا یتشتت و بشدة معھا
مساحة على من تنعكس بل نفسھ، الإلكترون مادة أو جسم على من إنعكست أنھا لاتعني الكاشف إلى المنعكسة الأشعة
الموقع فإن لذلك للتفاعل. العرضي بالمقطع یسمى بما عنھا یعبر و التفاعل محیط تُسمى الإلكترون، بجسم محیطة
الإلكترون فیھ یتواجد یكون أن یُمكن حیز أو حجم ھو تحدیده مایمكن كل بدقة. تحدیده لایمكن للإلكترون المادي
من نابع المجھري، المستوى على النقاش ھذا محیطھ. على من الإنعكاس حدوث قبل ذلك و نسبیاً كبیرة بإحتمالیة
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قیاس یمكن لا التالیة: الصیغة حسب الشھیرة و الیقین، عدم مبدأ تُسمى والتي الكم، نظریة أساسات أھم من واحدة
الصیغة؟ ھذه تعني ماذا عشوائیة! دقة أي تعني ھنا الدقة الوقت. نفس عند بدقة الاتجاه نفس في الجسیم وموقع الزخم
أساسیة خاصیة ھو المبدأ ھذا الأمر حقیقة في دقیقة؟ قیاس أجھزة لدینا لیس أنھ تعني ھل التجربة؟ فشل تعني ھل
الرغم على التقنیة، كفایة عدم أو الدقة كعدم القیاس، طبیعة و وعملیة القیاس بأجھزة علاقة أي لھا ولیست جوھریة
بشكل والزخم الموقع تحدید یمكن لا الأمر، واقع في طبیعي. بشكل إلیھا النظر بھا یتم التي الطریقة ھي ھذه أن من
أي على أیضًا ینطبق ولكنھ ، والزخم الموقع على فقط یقتصر لا الیقین عدم مبدأ معین. لشيء معینة لحظة في دقیق

قانونیًا. مترافقتین فیزیائیتین كمیتین
أننا أي الإحتمالات. مبدأ إلى نلجأ أن المجھریة الأنظمة عن حدیثنا حالة في أنھ المنطقي من سیكون السبب لھذا
تنعكس، تتغیر، الإحصائیة الدالة ھذه للنظام. الدینامیكیة القیم عن معلومات تٌعطینا إحصائي توزیع دالة عن نبحث
إن ذلك. من أبعد الحقیقة أن لاحقاً سنجد للنظام. الموجیة الدالة إسم علیھا سنطلق لذا كالموجات. تتداخل و تنفذ،
الأعزاء القراء بعض تحیر قد كما العلماء، حیرت لكنھا مثبتة. علمیة أسس لھ المجھریة للأنظمة الموجي التمثیل
التالیة: الحقیقة من نفھمھا لكننا إحصائیة. توزیع كدالة إستخدامھا أجل من بدایة تُفرض لم ھي الأمر حقیقة في لكن
إذا إلا بالإلكترون لانشعر فإننا كجسیم، بالضوء (الإلكترون) الأبیض فأرنا یشعر و كموجة، بالضوء نشعر إننا كما
اخرى مرة 1897م. عام قبل ما المھبطیة الأشعة في طومسون ج.ج. العالم إكتشفھ أن منذ حدث ھذا كموجة! لاحظناه
كما موجیة، معادلة من تُحْسَب موجة لھ لایكون لماذا إذاً مھبطیة. جسیمات لیست و cathode ray مھبطیة أشعة
یسمى ما أدرجت الیقین عدم مبدأ مع الموجیة-الجسیمیة الإزدواجیة ھذه إن الصوتیة؟ الموجات و للأشعة الحال ھو

الكم. لنظریة الأساسي بالإطار
من الرغم على الأسئلة جمیع على الإجابة تتم لم حیث مفتوحة الكم لنظریة الخاصة والتفسیرات المفاھیم تزال لا
تُسبر لم و عمیقة لازالت أسرار و تحل، لم مسائل ھناك یبقى لكن الماضیة، عام المائة خلال بذلت التي الجھود كل
إكتشاف إن خاطئة. بطریقة للتساؤلات طرحنا بسبب ربما بل نفسھا النظریة بنیة في المشاكل لاتتعلق قد أغوارھا.
نظریة في المعلقة المسائل بعض حل في تُسھم قد جدیدة، فیزیاء یُظھر ربما المسألة في للتفكیر الصحیحة الطریقة

الكم.
على قادرة وھي أبسط! كذلك الریاضیات الكلاسیكیة. المیكانیكا من أبسط الكم میكانیكا التشغیلي، المستوى على
الكم. لمیكانیكا مخالفات أو انتھاكات توجد لا أنھ نعلم ما بقدر الفیزیائیة. الظواھر من واسعة مجموعة شرح و تفسیر
النظریة ھذه كانت إذا ما نعلم لا آخر، بكلام لا. أم مرضي بشكل كاملة التفسیرات ھذه ھل ھو نعلمھ لا ما لكن
للغایة، ناجحة حسابیة، كأداة النظریة ھذه المقابل، في الأسئلة. جمیع على إجابات تُعطي كانت إذا ما نعلم ولا كاملة،
تتحول النھایة في المواضیع كل أن حیث المواضیع، لجمیع أساسیة الأكثر أنھا تبدو الأساسیة، الظواھر لفھم وكطریقة

كمیة. ظواھر إلى
جزئیًا صحیح ھذا إلخ. ... والذرات الإلكترونات مثل المجھریة الأنظمة على أساساً تُطبق الكم نظریة أن قلنا
تماماً الكون، ظواھر و المجرات، حركة الیومیة، حیاتنا فیھا بما شيء! كل على تنطبق الكم نظریة الواقع، في فقط!
أكثر تصبح الكم میكانیكا تجلیات لكن الأولیة. والجسیمات والفوتونات الإلكترونات على تنطبق أنھا أفترضنا كما
على للغایة مثیرة تفسیرات على الكم میكانیكا تحوي المقابل، في المجھریة. الأنظمة على تُتَطبْق عندما دراماتیكیة
تخترق لا المادة أن وحقیقة علیھا، نجلس التي الأرضیة مثل الصلبة، الأجسام المثال، سبیل على العیني. المستوى
حیاتنا في الظواھر من العدید بإمتیاز. كمیاً مبدأً یعتبر الذي و للإستبعاد باولي مبدأ إلى الأصل في یعود صلباً جسماً
كمیة ظواھر جمیعھا ، الصلبة المواد في الصوتیة الموجات وانتشار الكھربائي والتوصیل المغناطیسیة مثل الیومیة،
الفائقة، الموصلات و الفائقة كالموائع حدیثاً، المكتشفة الظواھر عدا ھذا التقلیدیة. الفیزیاء بإستخدام للتفسیر قابلة غیر

كمیة. كظواھر حصریاً تقدیمھا یتم والتي
الكتاب لھذا المقابل، في لكن الكتاب. ھذا في إلیھا نتطرق سوف آلیاتھ لھ و حدوده لھ المفاھیم ھذه إلى الإنتقال إن
تُسْتَحْدَث. لا و تفنى لا التي و النسبیة غیر المجھریة الأنظمة على الضوء سنلقي إننا ھو مافیھ أھم نتجاوزه. لن نطاق
القارئ أراد إذا ما حالة في ھامة و أساسیة تبقى المتستخدمة المفاھیم لكن الطبیعة. في جداً خاصة حالة ھذا طبعاً
غیر الكاملة الصورة لأن طبعاً، الكاملة لیست و كمالیة، الأكثر الصورة یرى أن أراد أو أعم حالات إلى الإنتقال

معروفة.
كالتالي: الكتاب ھذا أھداف نلخص
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الكمیة. الفیزیاء و الكلاسیكیة الفیزیاء بین الفاصل الحد معرفة •

الكم. میكانیكا لتطور الطریق مھدت التي المھمة التجارب على التعرف •

الكمیة. الفیزیاء فلسفة قلب یعتبر التي و التداخل مفھوم و الإحتمالیة سعة معاني فھم و إستیعاب •

single-particle) الخارجیة الحریة للدرجات ذلك و الواحد للجسیم الكم میكانیكا دراسة على المقدرة •
.(quantum mechanics for external degrees of freedom

expectation) المتوقعة القیم ،(operators ) المؤثرات الكم: لمیكانیكا الریاضیة بعضالتركیبات التعرفعلى •
.(commutations) التبدیلات ،(values

و جزئیة) تفاضلیة كمعادلة شرودنجر (معادلة الكم لمیكانیكا الریاضي التركیب بین التداخل إستیعاب و فھم •
.(correlation) الترابط و التحدید، عدم مبدأ الإحتمالیة، أسس على المبني الفیزیائي التفسیر

الھیدروجین). (ذرة أبعاد ثلاث و البسیط) التوافقي (المتذبذب واحد بعد في الكمیة الإنظمة بعض دراسة •

التالي: على قادراً یكون أن الطالب على الكتاب، ھذا من المقرر دراسة نھایة في

أبعاد. ثلاث و واحد بعد في المنفرد للجسیم الكم میكانیكا في أساسیة مسائل حل .1

الموجیة، الدالة المؤثرات، معاني (تفسیر الریاضیة النتائج و للمعادلات فیزیائیة ومعاني تفسیرات إعطاء .2
الكمیة). للظواھر لھایزنبرج التحدید عدم علاقة و مختلفة، أساسیات بإستخدام الحالات تمثیل

الإحتمالیة. سعات جمع عن الناتج ( interference ) التداخل معنى إستیعاب و فھم .3

العظیمة. لأمتنا نافعاً و الكریم لوجھھ خالصاً ھذا عملي یكون أن القدیر العلي االله من نتمنى ختاماً
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1
الكم میكانیكا إلى الحاجة و الكلاسیكیة الفیزیاء حدود

The limits of classical physics & the need for QM

التي و العشرین القرن بدایة و عشر التاسع القرن نھایة في أجریت التي الھامة التجارب سلسلة سنراجع الباب ھذا في
الجسم إشعاع طیف بدراسة بدأت الذكر الآنفة التجارب سلسلة الكلاسیكیة. الفیزیاء تنبآت تماماً تتناقض نتائج أعطت
الكلاسیكیة الفیزیاء .photoelectric effect الكھروضوئیة الظاھرة ثم من و blackbody spectra الأسود
عمل أن التخیل الصعب من إنھ حیث حقیقیة. أزمة في أصبحت بالتالي و التجربتین ھاتین نتائج تفسیر في فشلت
في ثُبتت و الأوربیة النھضة عھد حتى و البشریة الحضارات بدایة مع بدأت إثباتات و مشاھدات من عدیدة أجیال
علمیة أسس على قائم الریاضیات و الفلك، الفیزیاء، في العلمي التقدم و الصناعي التطور إلى أدت و الحدیث العصر

خاطيء. منظور على مبني أو خاطئة
من تمكنت الحدیثة، الفیزیاء مؤسسي من النیرة العقول ذوي الآوائل العلماء من العدید من الحثیثة الجھود لكن
أساس على قائمة الفرضیات ھذه الكلاسیكیة. الفیزیاء أسس مع جذریاً إختلاقاً تختلف بفرضیات التجارب ھذه تفسیر
على تفاعل انھ أي المادة، ذرات مع الضوء تفاعل عن ناتج الكھروضوئي الأثر و الأسود الجسم إشعاع طیف أن
بل المجھري- فوق مقیاسنا في نحن نراھا –كما كموجات الضوء ترى لا بدورھا المادة ذرات مجھري. نطاق
لنیوتن. الأصلیة الضوء طبیعة نظریة إلى بالتحدید و الوراء، إلى عاماً 200 عادوا العلماء أن أي مادیة. كجسیمات
المقیاس نطاق على ذلك و الكلاسیكیة للفیزیاء الشاملة المعالجة في قصور وجود إلى ألمحت جذریة، فرضیات ھذه
المقیاس نطاق على الكلاسیكیة المعالجة نجاح من بالرغم ،(microscopic scale المیكروسكوبي (أو المجھري
الجسم إشعاع طیف تفسیر في الأولیة النجاحات macroscopic)1.بعد scale الماكروسكوبي (أو المجھري فوق
Albert أینشتین ألبرت ید على الكھروضوئیة الظاھرة ثم من و Max Planck بلانك ماكس ید على الأسود
كجسیمات المجھریة الأنظمة مع یتفاعل الضوء أن إعتبار و المنظورالكلاسیكي، ماوراء نطاق في Einstein
كومبتون أثر تجربة مثل التفسیرات، ھذه أیدت التي التجارب من المزید العلماء أجرى كموجات، لیس و كمات أو

.Compton effect experiment
لدى للضوء (or matter so to speak القول أمكن إذا المادیة (أو الجسیمیة الطبیعة فرضیة فإن بالمقابل،
طبیعة البروتون- و الإلكترون مثل – المادیة للجسیمات أن یستنتجون العلماء جعلت المجھریة الأنظمة مع تفاعلھ
دبرولي فرضیات یسمى بما عُرٍف الإستنتاج ھذا الماكروسكوبیة. أو المجھریة فوق الأنظمة مع تفاعلھا لدى موجیة
De دبرولي فرضیات إثبات تم لقد جذریاً. تغیراً المادة إلى العلماء نظرة غیر الذي و De Broglie hypothesis

للسرعات إعتبار أي دون scale المقیاس على فقط تعتمد الكلاسیكیة الفیزیاء حدود إعتبرنا لذلك الكلاسیكیة. الفیزیاء نطاق ضمن العامة و الخاصة النسبیة صنفنا 1ھنا

الماكروسكوبي. و المیكروسكوبي المقیاس بین تفصل التي الحدود بالأحرى أو الكلاسیكیة الفیزیاء حدود ریاضیة بطریقة سنحدد لاحقاً النظام. یمتلكھا قد التي



2 The limits of classical physics & the need for QM الكم میكانیكا إلى الحاجة و الكلاسیكیة الفیزیاء حدود .1 

  ��ا��
	���������� ا�
 )
، ���د�ت �������� ����

 )ه������ن و ���ا��

  #"!�� ا� ���ا�

ت ��ر�'، &%�ء ()�*�

،+�"&��#��
 ) أ(#,��

  .ا���������� 
د/�و�+، /
�0، /�ر،  (

 )ه�('�!�ج، �2ود��1

  . ا����1تآ��4(� 
د(�اك، /�و�+، &�(#��ن،  (

 )�2(#�1، 9!8ا�"
م

 9� ا�%�ءإ��1> ز(�دة ا�"�9� /��#"!� �"�

  إ��1>
  ز(�دة
  ا��?��س

 

و السرعات من مختلفة حالات عند أنظمة على تطبیقھا لدى المیكانیكي للمنظور توضیحي رسم :(1.1) شكل
المقیاس.

electron diffraction experiment الإلكتروني الحیود تجربة طریق عن قاطع بشكل Broglie hypothesis
القدیمة الكم میكانیكا مایسمى بزوغ إلى بالتالي أدى الذي و Davison and Germer جیرمر و دافیسون ید على
ذرة ھي و ألا میكروسكوبي، لنظام الوقت- ذلك –في فیزیائي نموذج أنجح لوضع Bohr بور أستخدمھا التي و

الھیدروجین.
السابقة، النماذج مع مقارنة Bohr-Sommerfeld atomic model سومرفیلد بور- نموذج تفوق من بالرغم
القدیم، Rutherford model رذرفورد نموذج و ،plum-pudding model لطومسون البطیخة نموذج مثل
الذري، الإستقرار تفسیر في: فشلت إنھا إلا معقولة، بدقة الھیدروجین ذرة أطیاف حساب و التنبأ من إستطاع حیث
العلماء، من العدید جعل مما للمواد. الفیزیائیة و الكیمیائیة الخصائص تفسیر و الذري، الطیف خطوط شدة في التغیر
بورن ماكس و Erwin Schrödinger شرودنجر إروین و Werner Heisenberg ھایزنبرج فیرنر مثل
على بناءً المادیة للجسیمات الموجیة المعادلة بإیجاد وذلك جبري بشكل الكم میكانیكا مفھوم تعزیز إلى Max Born
لتفسیر الإحصائي المفھوم إدخال إلى بالإضافة لاجرانج، و ھامیلتون معادلات و نیوتن لقوانین الكلاسیكیة الأسس
الذریة الظواھر تفسیر في النظریة لھذه النجاحات من المزید إلى أدى ھذا الجسیمیة. الموجیة للدالة الفیزیائي المعنى
the revolution of النانو تكنولوجیا بثورة یعرف فیما الحدیث عصرنا في الھائل التطور حدوث و الجزیئیة و

.nanotechnology
Paul دیراك بول ید على النسبیة الكم میكانیكا صیاغة تم بل الحد، ھذا عند یتوقف لم الكم میكانیكا تطور إن
ظھور إلى أدت التي و المضادة الأجسام فرضیة ظھور و Wolfgang Pauli باولي ولفجانج و A. Dirac
Richard فاینمان ریتشارد مثل معاصرین علماء ید على quantum field theory المجالات كم میكانیكا
جیلمان موراي و ،Sin-Itiro Tomonaga توماناكا ،Julian Schwinger شوینجر جولیان ،Feynman
التراكیب معرفة أجل من المتبع الأساس ھي النظریة ھذه حصرھم. لایسعنا آخرون و Muray Gillmann
الشكل في موضح الأخرى الأساسیة النظریات مع مقارنة الكم میكانیكا موقع إن الكون. نشأة تفسیر و للمادة الأساسیة

.(1.1)

Blackbody radiation الأسود الجسم إشعاع 1.1

أفضل إن الكھرومغناطیسیة. للإشعة الموجیة الأطوال إمتصاصجمیع على قادرة مادة أنھ على الأسود الجسم یُعرَف
lampblack الأسود بالسناج مطلي التجویف مادة. لأي cavity تجویف عن عبارة المثالي الأسود للجسم تقریب
الإنعكاسات من لسلسلة الداخلة تتعرضالأشعة بالتالي و ضیقة فتحة خلال إلیھ الكھرومغناطیسیة الأشعة تدخل حیث
حتى الأسود الجسم حرارة درجة ترتفع بالتالي و بالكامل الأشعة إمتصاص من بالنھایة یتم حتى الإمتصاصات و
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إمتصاص من داخلھ یتم حیث المثالي الاسود الجسم تقریباً یكافئ ضیقة بفتحة بالسواد مطلي تجویف :(1.2) شكل
بالكامل. الأشعة

لأشعة الجید الممتص الجسم فإن الحراري، للإشعاع Kirchhoff كیرشوف قانون حسب .T الإتزان حرارة درجة
الإتزان حرارة درجة عند و السبب لھذا الموجي. الطول نفس عند للأشعة جید مشع أیضاً ھو ما، موجة طول عند
یكون أن المتوقع من فإنھ لھذا الموجیة. الأطوال لجمیع الإشعة إصدار بإعادة یقوم بدوره الأسود الجسم فإن T
الأسود الجسم إشعاع لطیف العملي القیاس نتائج إن .continuous spectrum مستمراً الأسود الجسم إشعاع طیف
الشكل في كذلك و T إتزان حرارة درجة عند λ الموجي للطول كدالة I(λ, T ) للشدة (1.3) الشكل في موضح

التالي: نلاحظ العملیة النتائج من .T إتزان حرارة درجة عند ν للتردد كدالة I(ν, T ) للشدة (1.4)

مع تتغیر الأسود الجسم من المنبعثة الإشعاع شدة لكن مستمراً، طیفاً بالفعل ھو الأسود الجسم إشعاع طیف .1
intensity peaks للشدة قمم (أو عظمى قیمة إلى الإشعاعیة الشدة تصل حیث (ν التردد (أو λ الموجة طول

.νpeak بالرمز لھ یرمز القمة عند التردد مقدار الإنخفاض. تعاود ثم (

الأطوال (أو العالیة الترددات بإتجاه تنزاح صاعداً) و الآن من القمم تردد (أو νpeak العظمى القیم تردد إن .2
الحرارة. درجة إرتفعت كلما القصیرة) الموجیة

المقدار بنفس تتم الإزاحة أن أي خطیة، إزاحة ھي الحرارة درجة تغیر عن الناتجة القمم تردد في الإزاحة إن .3
من الإنتقال عند ثابتة القمم بین المسافة (1.4) الشكل في (لاحظ ثابت بمقدار الحرارة درجة تتغیر عندما

أن نجد حیث .(500◦K مقدارھا ثابتة بزیادة 2000◦K إلى 1000◦K حرارة درجة
νpeak(T = 1000◦K) = 1.03× 1014Hz
νpeak(T = 1500◦K) = 1.55× 1014Hz
νpeak(T = 2000◦K) = 2.07× 1014Hz

الحرارة درجة تغیر لدى νpeak القمة عند التردد قیمة في 0.52 × 1014Hz مقدارھا إزاحة ھناك أن أي
أن أي T الحرارة درجة مع خطیاً یتناسب νpeak القمة عند التردد إذاً .500◦K بمقدار

νpeak ∝ T.

فیض فیزیائیاً تُمَثل ،
∫∞
0 I(ν, T )dν بالتكامل ریاضیاً تُحسَب التي و الشدة، منحنى تحت المساحة إن .4

درجة زیادة مع مطرد بشكل تزداد ھي و T إتزان حرارة درجة عند الأسود الجسم من المنبعثة الكلیة الطاقة
.finite متناھیة قیمھا لكن الحرارة.

في عملیاً منھ یستفاد الثالثة الملاحظة في T الحرارة درجة و νpeak القمة عند التردد بین الخطي التناسب إن
ھي الشمس حرارة درجة أن سنجد أسود جسم الشمس أن المثال، سبیل على إعتبرنا، فلو النجوم. حرارة درجة تحدید
المرئي. الضوء نطاق ضمن سیكون الشمس إشعاع جُل أن نعلم أن نستطیع (1.3) الشكل مع بالمقارنة .5800◦K
تتفق الحرارة درجة زیادة مع الأسود الجسم من المنبعثة الكلیة الطاقة في المطردة الزیادة الرابعة الملاحظة في كذلك
المُنبعثة الطاقة فیض أن ینصعلى الذي و الحراري للإشعاع Stefan–Boltzmann ستیفان-بولتزمان قانون مع
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القمم أن لاحظ الموجي. للطول كدالة مختلفة حرارة درجات عند الأسود الجسم لإشعاع الطیفي التوزیع :(1.3) شكل
المرئي الضوء من الأحمر اللون إلى تصل حتى الحرارة درجة إرتفعت كلما القصیرة الموجیة الأطوال ناحیة تنزاح
المرئي. الضوء نطاق ضمن یكون الإشعاع معظم فإن 6000◦K حرارة درجة عند .5000◦K حرارة درجة عند

T حرارة درجة عند جسم من الزمن) وحدة في المساحة وحدة خلال المُشعة الطاقة مقدار ھو الطاقة (فیض I(T )
العلاقة من تعطى

(1.1) I(T ) = σT 4,

للنظریة طبقاً .σ = 5.670400(40)×10−8Wm−2K−4 تساوي قیمتھ ستیفان-بولتزمان ثابت ھو σ أن حیث
موجات تكون الأسود الجسم تجویف داخل الكھرومغناطیسیة الأشعة فإن الإتزان، حرارة درجة عند و الكلاسیكیة،
في كما L مقداره واحد بعد في المتكونة الموقوفة الموجات modes أنماط أخذنا لو .standing waves موقوفة

أنھ نلاحظ فإننا (1.5) الشكل
(first mode الأول (النمط n = 1 عندما L = 1

2
λ

(second mode الثاني (النمط n = 2 عندما L = λ
(third mode الثالث (النمط n = 3 عندما L = 3

2
λ

أن نقول عام بشكل أو

(1.2) λ =
2

n
L.

الموجات من لانھائي عدد لدینا یتكون الجواب: التجویف؟ داخل المتكونة الموقوفة الموجات عدد ماھو الآن السؤال
عدد فلدینا قصیر الموجة طول كان إذا (1.2) العلاقة من الإتزان. حرارة درجة عند التجویف داخل الموقوفة
الأنماط من قلیل عدد لدینا یصبح طویل الموجة طول لوكان بالمقابل التجویف، داخل الممكنة الأنماط من كبیر
أن إلى یعود السبب الحریة. درجات من درجتین یمتلك الموقوفة الموجات من نمط كل التجویف. داخل الممكنة
على العمودیة الإستقطاب إتجاھات من ممكنین إتجاھین لھا و مستعرضة موجات ھي الكھرومغناطیسیة الموجات
درجات من درجة كل الكلاسیكیة، equipartion theorem المتساوي التجزئ نظریة حسب الإنتشار. إتجاه
Boltzmann بولتزمان ثابت ھو k حیث ،1

2
kT مقدارھا طاقة تمتلك T إتزان حرارة درجة عند ما لنظام الحریة

⟨E⟩cl الكلاسیكیة الطاقة متوسط فإن بالتالي و .(k = 1.3806503× 10−23m2 kg s−2K−1) constant
بـ یعطى الأسود الجسم تجویف داخل المتكونة الموقوفة الموجات أنماط من نمط لكل

(1.3) ⟨E⟩cl = 2× 1

2
kT = kT.
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تنزاح القمم أن لاحظ للتردد. كدالة مختلفة حرارة درجات عند الأسود الجسم لإشعاع الطیفي التوزیع :(1.4) شكل
الحرارة. درجة إرتفعت كلما الأعلى الترددات ناحیة

الكلیة الطاقة فإن الإتزان، حرارة درجة عند التجویف داخل الموقوفة الموجات أنماط من لانھائي عدد ھناك أن بما
مخالفاً المالانھایة، إلى یؤول أن یجب الأسود الجسم لطیف الشدة منحنى فإن علیھ و لانھائیة، الأسود الجسم داخل

.(1.4) الشكل أو (1.3) الشكل في الموضحة و (4) رقم الملاحظة في المعطاة العملیة للحقیقة

حرارة درجة Nعند ھو الكلي عددھا أحادیة ذرات على یحتوي مثالي لغاز الكلیة الطاقة ھي ما :(1.1) سؤال
♢ T؟ إتزان

درجة عند N ھو الكلي عددھا الذرة ثنائیة جزیئات على یحتوي مثالي لغاز الكلیة الطاقة ھي ما :(1.2) سؤال
♢ T؟ إتزان حرارة

الأنماط عدد لتحدید الإحصائي المفھوم إستخدام إلى نحتاج الأسود للجسم الكلاسیكي الطیف منحنى شكل لتحدید
على ینص الأسود الجسم للإشعاع Kirchhof's law كیرشوف قانون .n + dn النمط و n النمط بین المحتواة
لتجویف ھندسي شكل أي نعتبر لذلك .cavity لتجویفھ الھندسي الشكل على لایعتمد الأسود الجسم إشعاع طیف أن
و للتجویف، الھندسي الفضاء إلى بالإضافة .(L3 یصبح (الحجم L حوافھ بُعد المكعب، الشكل لنأخذ و الأسود، الجسم
الأنماط یحتوي الذي Vtotal الكلي الفضاء أن إعتبرنا لو الأنماط. فضاء ھو و آخر فضاء ھناك مكعباً، إعتبرناه الذي

أن بحیث n قطر بنصف الشكل، كروي

(1.4) n =
√
n2
x + n2

y + n2
z.

نأخذ حتى 1 من بدلاً الصفر من النمط بدایة نقطة (إعتبرنا n ≥ 0 فإن بالتالي و nx, ny, nz ≥ 0 نأخذ ھنا
accessible volume الأنماط لإحتواء المتاح الحجم فإن (zero point energy الصفریة الطاقة الحسبان في
من ممكنتین درجتین لھا الموقوفة الموجات لكن .Vtotal total volume الكلي الكروي الحجم ثُمُن ھو Vaccess
الأنماط لإحتواء المتاح الحجم أن إلى ننتھي لھذا الأنماط. لإحتواء المتاح الحجم یتضاعف بالتالي و الحریة درجات
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n = 1

n = 3
n = 2

L

طول في القِصَر لاحظ واحد. بعد في الموقوفة المستعرضة للموجات الأولى الثلاث modes الأنماط :(1.5) شكل
واحد. بعد في (الأنماط) الموجیة الأطوال من لانھائي عدد حشو یمكن لھذا النمط. رتبة زادت كلما الموجة

موضح ھو كما ،Vtotal total volume الكلي الكروي الحجم ثُمُن ضعف ھو Vaccess accessible volume
أن أي ،(1.6) الشكل في

Vaccess = 2× 1

8
Vtotal =

1

4
× 4

3
πn3 =

1

3
πn3.

عن عبارة ھو العدد ھذا فإن ،N(n)dn ھو n + dn النمط و n النمط بین المحتواة الأنماط عدد أن إعتبرنا لو
من یعطى الذي و ،n + dn عددھا لأنماط المتاح الحجم و n عددھا لأنماط المتاح الحجم بین المحصور الحجم

التالیة الحجم علاقة

(1.5) N(n)dn =
dVaccess

dn
dn =

d

dn

(
1

3
πn3

)
dn = πn2dn,

التردد و ν التردد مدى ضمن المحتواة الترددات عدد یمثل الذي و N(ν)dν نفسھ ھو N(n)dn أن نعلم لكن
على نحصل (1.2) المعادلة في λ = c/ν العلاقة بإستخدام .ν + dν

(1.6) ν =
c

2L
n.

على نحصل (1.5) معادلة في بإستخدامھا2

N(ν)dν = π
(

2L

c
ν
)2 (2L

c
dν
)

كالتالي یُعطى ν + dν التردد و ν التردد مدى ضمن المحتواة الترددات عدد أن إلى لننتھي

(1.7) N(ν)dν =
8πL3

c3
ν2dν.

البعد نأخذ عندما .(1.4) صیغة من n فیھا تعطى أبعاد 3 في لتجویف الثانیة و واحد بعد في لتجویف الأولى أن حیث ،(1.6) معادلة عن تختلف (1.2) معادلة أن 2لاحظ

و الكارتیزیة الإحداثیات بین التحویل (تشبھ dnxdnydnz = 4πn2dn فإن الفراغیة للھندسة مماثل بشكل و أبعاد ثلاث في لكن ،dn = (2L/c)dν فإن الواحد
،dnxdnydnz = 4πn2dn = 4π(2L/c)3dν یصبح و (1.6) بالعلاقة للتجویف الھندسي البعد مع ترتبط n فإن بالتالي و (dxdydz = 4πr2dr الكرویة

.V الھندسي حجمھ سنعتبره الذي و L3 في للتجویف الھندسي الشكل على الإعتماد لدینا ظھر ھنا
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n قطرھا نصف كرة حجم ثُمْن یساوي و أبعاد ثلاثة في المُتاح mode space الأنماط فضاء :(1.6) شكل
و n قطره نصف حجم بین تعبئتھا الممكن الأنماط عدد الكھرومغناطیسیة. الموجات إستقطابیة بسبب إثنین ضرب
تُعْطى ) V (n) الحجم مساحة یساوي ھو و V (n+ dn) و V (n) بین المحصور الشریط بحجم یُمَثل .n+ dn

.dV
dn
dn أو ،dn الشریط بعرض مضروبة (dV (n)/dn بـ

الطاقة متوسط كثافة ضرب حاصل فإن علیھ)، الطیف لایعتمد (والذي للتجویف الھندسي الحجم تمثل L3 إعتبرنا لو
ν + dν التردد و ν التردد مدى ضمن المختزنة الكلیة الطاقة كثافة یعطي N(ν)dν الترددات عدد في تردد لكل
أن أي ،I(ν)dν الأسود الجسم من المنبعثة الشدة مع یتناسب بدوره الذي و ε(ν)dν بالرمز لھ سنرمز الذي و

(1.8) ε(ν)dν =
⟨E⟩
L3

N(ν)dν =
8πν2

c3
⟨E⟩dν,

أن حیث
(1.9) ε(ν)dν =

b

c
I(ν)dν,

الجسم إشعاع طیف توزیع یصبح بالتالي و (1.3) العلاقة من یعطى الطاقة متوسط كلاسیكیاً الأبعاد. عدیم ثابت b ھنا
الأسود

(1.10) I(ν)dν ∝ ε(ν)dν =
8πν2

c3
kTdν,

المنحنى یمثل و (1.7) الشكل في الموضح و Rayleigh-Jeans رایل-جینز قانون ھذا یسمى .I(ν) ∝ ν2 أن أي
نجد التجریبة النتائج مع الكلاسیكي رایل-جینز منحنى مقارنة لدى الأسود. الجسم إشعاع شدة لتوزیع الكلاسیكي
رایل-جینز منحنى أن الواضح من كذلك التردد. زاد كلما یزداد الحیود لكن المنخفضة الترددات نطاق عند جید توافق
مقادیر لھا منھ المنبعثة و الأسود الجسم تجویف ضمن المحتواة الطاقة أن أي ν → ∞ عندما مالانھایة إلى یؤول
قانون تناقض كما العملیة، المشاھدات كبیر تناقضبشكل عام بشكل الكلاسیكیة، النتائج ھذه سابقاً. تنبأنا كما لانھائیة،
شدة توزیع لمحاكاة ریاضیة صیغة إستخدام Wein فین العالم حاول الكلاسیكیة، التنبآت إلى بالإضافة الطاقة. حفظ

الریاضیة الصیغة إستخدم حیث العالیة، الترددات عند الأسود الجسم إشعاع

(1.11) I(ν) = Ce−βν ,

فین إستطاع التجریبي. الطیفي التوزیع و (1.11) الصیغة بین تناسب أفضل على للحصول متغیرات β و C ھنا
الترددات عند الطیف محاكاة في فشلت صیغتھ لكن العالیة، الترددات عند الأسود الجسم إشعاع طیف محاكاة من

الطیف. في القمم بوجود فین صیغة تتنبآ لم كذلك المنخفضة.
ما كارثة یسمى ما مدخلة الشك موضع في الكلاسیكیة الفیزیاء ضعت و كبیرة معضلة أضحت أعلاه النتیجة
عند التجریبیة و الكلاسیكیة التنبآت بین الكبیر التناقض إلى إشارة في ultraviolet catastrophe البنفسجي فوق
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Rayleigh-Jeans رایل-جینز قانون و التجریبي الأسود الجسم لإشعاع الطیفي التوزیع بین مقارنة :(1.7) شكل
.(ν > 0.3×1014Hz) العلیا الترددات عند التوافق عدم لاحظ الیسار) من متقطع منحنى أول الكلاسیكي (المنحنى
كلا العلیا. للترددات التجریبیة النتائج مع یتفق الذي و Wein curve فین صیغة یمثل الثاني المتقطع المنحنى

الطیفي. التوزیع في القمم لایفسران و لایلتقیان المنحنین
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ریل-جینز صیغة بین تربط صیغة أبتكر و Max Planck بلانك ماكس العالم أتى 1900 عام في العالیة. الترددات
بالمعادلة تُعطى الصیغة ھذه العالیة، للترددات الصالحة (1.11) فین صیغة و المنخفضة للترددات الصالحة (1.10)

(1.12) ε(ν, T ) =
8πh

c3
ν3

ehν/kT − 1
,

ھي لھ عددیة قیمھ أفضل أن بلانك وجد ،adjustable constant للتعدیل قابل ثابت معامل ھو h أن حیث
عند أي المنخفضة، للترددات بلانك. بثابت بعد فیما الثابت ھذا سمي ثانیة) جول (بوحدة h = 6.63× 10−34 Js

كالتالي تایلور مفكوك حسب تُقَرب و تُفَك أن یمكن المقام في الأسیة الدالة فإن جداً صغیرة ν قیم

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
≈ 1 + x; x≪ 1,

إلى تؤول (1.12) صیغة فإن المنخفضة الترددات عند لذلك

ε(ν → 0, T ) ≈ 8πh

c3
ν3

1 + hν
kT
− 1

=
8πh

c3
kT

ν3

hν
=

8πν2

c3
kT.

.(1.10) ریل-جینز صیغة نفس تماماً وھي
إلى تؤول (1.12) صیغة فإن العالیة الترددات عند الطریقة بنفس

ε(ν →∞, T ) =
8πh

c3
ν3

ehν/kT (1− e−hν/kT )
,

=
8πh

c3
e−hν/kT

ν3

(1− e−hν/kT )
≈ 8πh

c3
ν3e−hν/kT ,

صیغة فإن ذلك إلى بالإضافة فیھا. β و C الثوابت بقیم تتنبأ و بل ،(1.11) لفین3 المحاكاة صیغة تعطي التي و
الحرارة درجات عند إزاحاتھ و بقممھ الأسود الجسم لطیف التجریبیة القیم القول) أمكن (إذا تستنسخ (1.12) بلانك

المختلفة.
فقط علینا یتوجب ذلك لإثبات .σ ثابتھما و (1.1) ستیفان-بولتزمان بقانون التنبأ من الصیغة ھذه تستطیع كذلك
حرارة درجة عند الأسود الجسم في المختزنة u(T ) الطاقة كثافة على لنحصل (1.12) الشدة لصیغة التكامل إجراء

أن أي ،T إتزان

u(T ) =
∫ ∞
0

ε(ν, T )dν =
8πh

c3

∫ ∞
0

ν3

ehν/kT − 1
dν.

على نحصل بالتعویض ،x = hν/kT لنأخذ

u(T ) =
8πh

c3

(
kT

h

)4 ∫ ∞
0

x3

ex − 1
dx =

8π

h3c3
(kT )4 π

4

15
,

ستیفان-بولتزمان وثابت لقانون الصریح الشكل على النھایة في نحصل .π4/15 تساوي x على التكامل قیمة أن حیث

(1.13) u(T ) =
8π5k4

15h3c3
T 4 =

4

c
σT 4 =

4

c
I(T ),

للموجة دوبلر إزاحة عن ناتجة للتردد كدالة التجویف داخل الطاقة توزیع إعادة فإن بالتالي إدیاباتیكیاً. یتقلص مثالیة عاكسیة ذو كروي كتجویف الأسود الجسم فین 3إعتبر
الإنعكاس. عند
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كالتالي أساسیة ثوابت بمعلومیة یُعْطى ستیفان ثابت أن وجدنا (1.1) التجریبیة بالمعادلة أعلاه العلاقة مقارنة بعد

(1.14) σ =
2π5k4

15h3c2
T 4.

النوعیة الحرارة دراسة عند 1872م) حدود (في مبكراً لوحظ المتساوي التجزيء نظریة عن الحیود عام بشكل
transla- إنتقالیة حریة درجات 3 للحریة: درجات 6 یوجد الغازات لھذه الذرة. ثنائیة للغازات specific heat
و الكتلة بمركز یمر محور حول (إحداھا rotational دورانیة الحریة درجات من درجتین الكتلة، لمركز tional
السبب لھذا .vibration degrees of freedom إھتزازیة واحدة حریة درجة و الذرتین)، خلال یمر محور الآخر
الحرارة فإن بالتالي و 3NkT ھي المتساوي التجزيء نظریة حسب الذرة ثنائي جزيء N لـ الكلیة الطاقة فإن
ثنائیة للجزیئات النوعیة الحرارة أن وجد الغرفة حرارة درجة عند و عملیاً .Cv = 3Nk تساوي و ثابتة النوعیة
النوعیة الحرارة في تساھم لم و جُمِدت الإھتزازیة الحریة درجة أن على فُسر ھذا .Cv = 5

2
Nk بـ یُعطَى الذرة

بتردد طبیعي تذبذب الجزيء یكتسب حتى .(kT < hν التردد طاقة كانت إذا (أي المنخفضة الحرارة درجة عند
درجة إرتفعت فإذا لھذا .(kT الحراریة الطاقة من بالأحرى (أو T الحرارة من یأخذھا طاقة إلى یحتاج فإنھ ν
وتؤول إھتزازیة حریة درجة یكتسب بالتالي و بالإھتزاز الجزيء یبدأ kT > hν أن بحیث كافي بشكل الحرارة

.Cv → 3Nk إلى الحراریة سعتھ
النوعیة الحرارة بأن یتنبأ الذي و الكلاسیكي Dulong-Petit دولون-بتي لقانون أیضاً دونت الملاحظة نفس
إنخفضت كلما تنخفض للجوامد النوعیة الحرارة أن الملاحظ لكن الجوامد. لكل ثابت الجزیئي عددھا ضرب للجوامد
جزیئات لحث اللازمة الحراریة الطاقة نقص بسبب الإھتزازیة الحریة درجات تجمد عن ناتج ذلك و الحرارة درجة
یعتمد بل منخفض، تردد أو عالي تردد ھناك أن مطلق بشكل القول لایمكن إذاً الإھتزاز. على البلورة في الجوامد
و فین صیغة تعطي بلانك صیغة hν ≫ kT عندما أنھ فنقول .kT مقدار مع مقارنة hν قیمة على النظام سلوك

الكلاسیكیة. ریل-جینز صیغة تعطي بلانك صیغة hν ≪ kT عندما
توزیع في وجده الذي و أصلھا. عن البحث في ینساق بلانك جعلت (1.12) للصیغة المسبوق غیر النجاح إن
(ذرة، مجھري نظام N0 وجد إذا أنھ على ینص الذي و ،Boltzmann distribution الإحصائي بولتزمان
بـ Nnیعطى ھو En طاقة تحمل التي و n الحالة عند الإنظمة عدد فإن ،T إتزان حرارة درجة عند إلخ) ... جزيء

(1.15) Nn = N0e
−En/kT .

المادة) جزیئات (ھنا الأسود للجسم المجھري النظام أن بلانك إقترح النظام، طاقات في التكمیة أو التقطع حالة بسبب
.hν من صحیحة مضاعفات مقدارھا طاقة لھا bundles حزم شكل على الكھرومغناطیسیة الموجات تشع و تمتص
طاقات لھا مكماة توافقیة متذبذبات تصبح الإتزان عند الأسود الجسم تجویف داخل الحزم لھذه الممتصة المادة جزیئات
الذي الجزيء أخرى، بكلمة .quanta كمات إسم الحزم ھذه على بلانك أطلق .hν من صحیحة مضاعفات تساوي
تذبذب أو إھتزاز طاقة یحمل وبالتالي oscillation mode n تذبذب نمط یحمل nhν طاقتھا مقدار یمتصحزمة

oscillator energy المتذبذب طاقة نكتب ریاضیاً .En مقدارھا

(1.16) En = nhν.

على الأسود الجسم جزیئات لحث كافیة النظام حرارة درجة تكون أن یجب ν تردد عند حزمة إشعاع یتم حتى
عدد تعبئة على قادرة الحراریة الطاقة ھذه kT ≫ hν كانت إذا یحدث ھذا أعلى. أو التردد نفس عند الإھتزاز
ذلك العالیة، الترددات عند .ν تردد لھا الطاقة من حزم إشعاع بالتالي و ν تردد عند للإھتزاز الجزیئات من كافي
التردد ھذا عند للإھتزاز الجزیئات من كافي عدد تعبئة على قادرة غیر kT الحراریة الطاقة فإن ،kT ≤ hν عند
یصدر لا حیث kT ≪ hν عندما أي frozen التجمد حالة إلى نصل حتى التردد زاد كلما الأشعة شدة تقل بالتالي و

أشعة. أي
Enتُعطَى طاقة یمتلك المتذبذب أن إحتمالیة لحساب (1.15) علاقة بلانك إستخدم للمتذبذب الطاقة متوسط لإیجاد

الإحتمالیة بولتزمان دالة على نحصل حیث ،T إتزان حرارة درجة عند (1.16) العلاقة من

(1.17) P (En) = Ce−En/kT ,
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الممكنة الحالات الجمیع على الإحتمالیة مجموع أن یعني ھنا المعایرة شرط المعایرة. ثابت یسمى ثابت ھو C حیث
أن یعني ھذا .100% أو الوحدة، یساوي أن لابد

∞∑
n=0

P (En) = 1 = C
∞∑
n=0

e−En/kT ,

لیصبح C المعایرة ثابت قیمة على نحصل بالتالي و

C =
1∑∞

n=0 e
−En/kT

,

كالتالي تعطى (1.17) معادلة لتصبح

(1.18) P (En) =
e−En/kT∑∞
j=0 e

−Ej/kT
.

على لنحصل (1.18) الإحتمالیة تعریف من الأسود للجسم الطاقة متوسط الآن حساب یمكننا

⟨E⟩ =
∞∑
n=0

EnP (En) =

∑∞
n=0Ene

−En/kT∑∞
j=0 e

−Ej/kT
.

كالتالي β المعامل نعرف
(1.19) β ≡ 1

kT
.

لطاقة (1.16) علاقة أیضاً بإستخدام الحراریة. و الإحصائیة الفیزیاء خلال من للقارئ مألوفاً التعریف ھذا یكون قد
یصبح الطاقة متوسط فإن ، n الحالة

⟨E⟩ =

∑∞
n=0(nhν)e

−nβhν∑∞
j=0 e

−jβhν ,

یكتب أن یمكن أعلاه المعادلة في البسط أن لاحظ
∞∑
n=0

(nhν)e−nβhν = − ∂

∂β

∞∑
n=0

e−nβhν ,

بـ یعطى الطاقة متوسط لیصبح

(1.20) ⟨E⟩ =
− ∂
∂β

∑∞
n=0 e

−nβhν∑∞
j=0 e

−jβhν .

مجموعھا تُعطى التي و
∑∞
n=0 e

−nβhν التالیة geometrical series الھندسیة المتسلسلة حساب ھو مایلزم كل
بـ

∞∑
n=0

e−nβhν =
∞∑
n=0

(
e−βhν

)n
=

1

1− e−βhν
.

الطاقة متوسط علاقة إذاً دائماً. e−βhν < 1 لأن مجموع لھا و convergent متقاربة المتسلسة ھذه أن لاحظ
تصبح (1.20)

⟨E⟩ = −
(
1− e−βhν

) ∂

∂β

(
1

1− e−βhν
)
,

= −
(
1− e−βhν

) (−1)
(
−e−βhν

)
(−hν)

(1− e−βhν)2 .
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على نحصل اللازمة الإختصارات بإجراء

⟨E⟩ =
hνe−βhν

1− e−βhν
=

hν

eβhν − 1
.

تصبح التجویف داخل النمط یحملھا التي الطاقة متوسط أن إلى نصل ،(1.19) التعریف في β المعامل بالتعویضعن

(1.21) ⟨E⟩ =
hν

ehν/kT − 1
.

الصیغة تصل أن یمكن أنھ نعلم السابق نقاشنا من .(1.3) العلاقة في الكلاسیكیة الطاقة متوسط مع الإختلاف لاحظ
في المقام .hν ≪ kT كانت إذا بالأحرى إو المنخفضة الترددات عند (1.3) الكلاسیكیة الصیغة إلى (1.21)

على لنحصل الثانیة الرتبة حتى یفك أن یمكن (1.21) العلاقة

⟨E⟩hν≪kT ≈
hν

1 + hν
kT
− 1

= kT = ⟨E⟩cl.

(hν ≫ kT ) العالیة الترددات عند المقابل في المنخفضة. الترددات عند الكلاسیكیة للنتیجة نصل متوقع ھو كما
یصبح الطاقة متوسط فإن بالتالي و ،exp(hν/kT )− 1 ≈ exp(hν/kT ) المقام یصبح حیث

⟨E⟩hν≫kT ≈
hν

ehν/kT
= hνe−hν/kT ,

في (1.21) علاقة بتعویض .(1.11) فین لصیغة مماثلة علاقة على لحصلنا (1.8) العلاقة في عوضناھا لو التي و
معطى ھو كما الأسود الجسم إشعاع طیف لتوزیع بلانك صیغة على نحصل (1.8) العلاقة في المعطاة الشدة صیغة

.(1.12) العلاقة في
معارضة لقي فقد الكھرومغناطیسي. المجال لتكمیتھ الفیزیائي المغزى على یُشَدِد لم نفسھ بلانك أن نقول أن بقي
كل أن على بلانك وضح لذلك الكھرومغناطیسیة. للمجالات الكمات لفكرة تقبلھ عدم بسبب العلمي الوسط من شدیدة
ھذه إستخدم إینشتین أن سنرى لاحقاً الأسود. الجسم إشعاع طیف معضلة حل فیھا یستطیع ریاضیة آداة ھو أراده ما
لمیكانیكا الأساس حجر یضع و الكھرومغناطیسي المجال تكمیة اساس لیثبت الكھروضوئي الأثر معضلة لحل التكمیة

الكم.

The photoelectric effect الكھروضوئي الأثر 1.2

Heinrich ھیرتز ھینریك إكتشف ماكسویل، بھا تنبأ التي الكھرومغناطیسیة الموجات وجود من بالتأكد قیامھ لدى
لھذه مستفیضة دراسة بعمل R.A. Milikan ملیكان قام بعد فیما 1884م. عام في الكھروضوئي الأثر Hertz
القطب وصل یتم ما عادة .(1.8) الشكل في موضح الكھروضوئي الأثر دراسة في المستخدم الجھاز الظاھرة.
أن إلى الجھد فرق نزید و القطبیة نعكس ثم التیار، على نحصل حتى M المعدني للوح بالنسبة C للمجمع الموجب
لھ یرمز و stopping potential الإیقاف جھد یسمى الجھد ھذا .G الجلفانومتر في الكھروضوئي التیار یتوقف
أن أي ،Kmax الكھروضوئیة للإلكترونات العظمى الحركیة الطاقة |eVs| المقدار یمثل الحالة ھذه في .Vs بالرمز

(1.22) Kmax = eVs.

... الساقط اللون وحید الضوء موجة طول المصقول، المعدن نوع تبدیل المثال سبیل على التجربة، شروط بتغیر
التالیة: النتائج وجِدَت الساقط، الضوء تردد أثر و الكھروضوئیة الإلكترونات تیار شدة و الإیقاف جھد دراسة و إلخ،

الساقط. الضوء شدة زیادة مع یزداد ip الكھروضوئي التیار شدة فإن ثابت، التردد كان إذا .1
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المصقول المعدني السطح إضاءة بعد ثانیة 10−9 من أقل زمن خلال یحدث الضوئیة الإلكترونات إنبعاث .2
ساطعاً. أو خافتاً الضوء كان سواء تأخیر أي دون یحدث الإنبعاث أن أي الضوء. شدة عن النظر بغض

من أعلى الساقط الضوء تردد كان إذا إلا یحدث لا الضوئیة الإلكترونات إنبعاث فإن ُمعْطَى، معدني لسطح .3
تختلف νth أن لاحقاً جد و .νththreshold frequency العتبة تردد علیھا أطلق للتردد صغرى قیمة

المعدن. بإختلاف

المعدني. السطح على الساقط الضوء شدة على تعتمد لا الضوئیة للإلكترونات القصوى الطاقة إن .4

یتضح ھذا المعدني. السطح على الساقط الضوء تردد على تعتمد الضوئیة للإلكترونات القصوى الطاقة إن .5
تردد و القصوى) الحركیة الطاقة تمثل (التي الإیقاف جھد بین خطیة علاقة ھناك أن حیث (1.9) الشكل من

كالتالي الخطیة العلاقة نكتب ریاضیاً القصدیر. و بوتاسیوم، سیزیوم، معدني سطح لكل الضوء

(1.23) Kmax = aν + b,

المستقیم الخط في التوازي -لاحظ المعدنیة الأسطح مواد لكل ثابتة وھي المستقیم، الخط میل a تمثل حیث
المعدني. السطح مادة بإختلاف یختلف ھو و الصادات محور من المقطوع الجزء ھو b و -(1.9) الشكل في

photoelectric current ip المنبعث الضوئي التیار شدة فإن للضوء الموجیة النظریة تنبآت حسب و كلاسیكیاً
الضوء أن على تنص الموجیة النظریة لكن .(1) رقم المشاھدة مع یتفق مما ،I الساقط الضوء شدة بزیادة تزداد
الإلكترون ینبعث ثم من و حرارتھ درجة لترتفع للمعدن كافیة طاقة ینقل حتى أطول لوقت یحتاج الشدة منخفض
الإنبعاث حدوث في دور أي یلعب لا الساقط الضوء تردد فإن كذلك .(2) رقم المشاھدة إذاً یناقض ھذا الكھروضوئي.
للإنبعاث. تؤدي التي intensity الشدة فقط ھي إذاً حرج. تردد بأي الموجیة النظریة تتنبأ لا لذلك الكھروضوئي،
إلى یؤدي عالیة شدة أو كافي بزمن الضوء سقط إذا التردد منخفض لضوء الكھروضوئي الإنبعاث یحدث أن فیمكن

.(5) بـ تتنبأ لا و ،(4) ،(3) المشاھدات تناقض الموجیة النظریة فإن بھذا المعدن. حرارة درجة إرتفاع
بإستخدامھ الكھروضوئي للأثر الصحیح التفسیر Albert Einstein أینشتین ألبرت أعطى 1905م عام في
و الفوتون) نظریة أصبحت (لاحقاً الفوتون فرضیة علیھا أطلق الأسود. الجسم لإشعاع الكمیة بلانك لفرضیات

كالتالي: نلخصھا

بتردد علیھا الساقط الضوء ترى لا المعدن) مادة إلكترونات و ذرات الحالة ھذه (في المعدن مجھریات إن .1
كل طاقة .photon فوتون إسم علیھا أطلق الطاقة من كمات أو الطاقة من جسیمیة كحزم بل كموجات، ν

.hν تساوي فوتون

یمتصالإلكترون أن إما تحدث: قد التالیة الإحتمالیات إحدى فإن بالمعدن مرتبط إلكترون على فوتون سقط إذا .2
شئ. یحدث لا أن إما أو بأكملھا) الفوتون یأخذطاقة (أن بأكملھ الفوتون

من أكبر الطاقة ھذه كانت إذا إلا ینبعث أن لایمكن الإلكترون فإن ،hν الفوتون طاقة الإلكترون إمتص إذا .3
W بالرمز لھا یرمز الذي و work function الشغل دالة یسمى ما أو المعدن، مع الإلكترون ترابط طاقة

.hν > W تحقق إذا الإنبعاث یحدث أذاً لآخر. معدن من تختلف و المعدن طبیعة على تعتمد ھي و

الطاقة ھذه من جزء فإن ،hν الفوتون طاقة المرتبط الإلكترون إمتص و ،hν > W الشرط تحقق حالة في .4
للإلكترون، عظمى حركة طاقة شكل على یظھر (hν −W ) الباقي Wو الشغل دالة على للتغلب یستھلك

أن أي
(1.24) Kmax = hν −W.

و بالإلكترونات الفوتونات تصادم إحتمالیة تزداد بالتالي و الفوتونات عدد زاد الساقط الضوء شدة زادت إذا .5
التیار. بذلك یزداد و الكھروضوئي الإنبعاث یزداد ثم من
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مفرغة أنبوبة من یتركب الكھروضوئي. الاثر لدراسة المستخدم الكھروضوئیة الخلیة جھاز إعدادات :(1.8) شكل
إلى ینفذ اللون وحید L الضوء .C charge collector للشحن مجمع و M مصقول معدني لوح داخلھا في T
.C خلال من تُجَمع المعدني اللوح من إلكترونات لإنبعاث یؤدي الذي و الكوارتز من نافذة خلال المعدني اللوح
و R الجھد مقسم خلال من M و C بین الجھد فرق مقدار و بقطبیة نتحكم المار. التیار شدة یحدد G الجلفانومتر
جھد نحدد حتى القطبیة نعكس التیارثم على نحصل حتى M لـ بالنسبة موجبة C نجعل البدایة في .switch المفتاح

الإیقاف.
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أن بما القصدیر. و البوتاسیوم، السیزیوم، معادن، لثلاث التردد و الإیقاف جھد بین الخطیة العلاقة :(1.9) شكل
خطیة علاقة إلى یشیر أعلاه الرسم فإن الكھروضوئي، للإلكترون القصوى الحركیة الطاقة مع یرتبط الإیقاف جھد

الساقط. الضوء تردد و الكھروضوئي للإلكترون القصوى الحركیة الطاقة بین

الفوتون بین مباشر لتفاعل كنتیجة یحدث الإنبعاث ھنا ،(2) رقم المشاھدة تفسر (2) رقم فرضیة أن الواضح من
صغیر. یكون أن یجب الإنبعاث زمن بالتالي و للحرارة. إسترخائي فعل كرد لیس و بالمعدن المرتبط الإلكترون و
العتبة تردد مع Wترتبط الشغل دالة أن مباشرة نستنتج فإننا ،(3) رقم المشاھدة مع (3) رقم فرضیة بمقارنة أیضاً

التالیة بالعلاقة المصقول) المعدن طبیعة على یعتمدان (كلاھما νth

(1.25) W = hνth.

العلاقة مع (1.24) علاقة مقارنة و (5) رقم و (4) رقم مشاھدة مع (4) رقم فرضیة بمقارنة و الوقت بنفس
أینشتین یضع أن وقبل الأمر، حقیقة في .h بلانك ثابت نفسھ ھو a المستقیم الخط میل أن نستنتج (1.23) التجریبیة
للأثر المخبریة للبیانات best fit وصف أفضل على للحصول اللازمة a قیمة أن العلماء لاحظ الفوتون، فرضیة

.(1.12) العلاقة في الأسود الجسم إشعاع لطیف بلانك حسبھا التي h قیمة مع تتفق الكھروضوئي

الإیقاف جھد كان إذا البوتاسیوم. من سطح على یسقط أنجستروم 5893 موجتھ طول ضوء :(1.3) سؤال
دالة و الكھروضوئي للإلكترون القصوى الحركیة الطاقة إحسب إلكترون-فولت. 0.36 ھو المنبعثة للإلكترونات

للبوتاسیوم. العتبة تردد و الشغل
♢ .νth = 4.33× 1014Hz ،W = 1.79 eV ،Kmax = 0.36 eV الجواب:

الموجیة. النظریة مع تتناقض أن دون منطقیاً تفسیراً (1) رقم المشاھدة فسرت أیضاً (5) رقم الفوتون فرضیة
أن أي الضوء، في المحتواة الفوتونات عدد مع تتناسب I الساقط الضوء شدة أن أساس على

I ∝ N,

بـ یكتب الساقط للضوء الكلیة الطاقة فإن علیھ و

(1.26) Etot = Nhν.
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لوح على یسقط مربع متر لكل وات 5× 105 شدتھ و أنجستروم 5893 موجتھ طول ضوء :(1.4) سؤال
♢ ثواني. 10 في المعدني اللوح على الساقط الفوتونات عدد ھو ما مربع. سم 4 مساحتھ معدني

و أھم لنظریة وضعھ من بالرغم الكھروضوئي، الأثر تفسیر لوضعھ نوبل جائزة على 1921م آینشتین حصل
النظریة لإختبار عملیة أداة إیجاد من العلماء یتمكن لم الوقت ذلك في لكن النسبیة، النظریة وھي ألا قبل، من أصعب

النسبیة.
الأثر في ھنا بلانك. وضح كما ریاضیة أداة كونھا عن تتعدى معضلتین لحل واحدة فرضیة إن نقول: أن بقي
في مشكلة وجود بقدر ریاضیة مشكلة لاتوجد الاسود، الجسم إشعاع طیف في الحال عكس على و الكھروضوئي،
مانراه إذ المجھري. المقیاس على خصوصاً الضوء، لطبیعة نظرتھ تغییر في بدأ العلمي المجتمع الفیزیائي. المفھوم
كومبتون تجربة مع أتى القاطع التأكید للمواد. المكونة الجزیئات و الذرات و الإلكترونات تراه ما یكون لا قد نحن
حفظ قوانین أن و المادیة الأجسام كتصادم الحر الإلكترون مع تتصادم الكھرومغناطیسیة الموجات أن بالفعل لتثبت

البعض. بعضھا مع تصادمت البلیارد كرات من كرتین ھناك أن لو كما تماماً تنطبق الحركة وكمیة الطاقة

Compton effect كومبتون أثر 1.3

x- السینیة للأشعة (و عموماً الكھرومغناطیسیة للأشعة الحاصل scattering التشتت إنھ على یعرف كومبتون أثر
الصعب من المتشتتة. للأشعة الموجي الطول زیادة إلى یؤدي التشتت ھذا الحرة. الإلكترونات على خصوصاً) ray
ضعیفة إرتباط طاقة لھا المعدنیة الموصلات في الإلكترونات لكن للتشتت. كھدف حرة إلكترونات على الحصول
مھملة الإلكترونات لھذه الترابط طاقة فإن لھذا .(keV الـ حدود (في x أشعة بطاقة مقارنة (eV الـ حدود (في
على المتشتتة x إشعة شدة توزیع طیف إن .x أشعة و حرة إلكترونات بین تشتت ھو التفاعل ھذا نعتبر لذا نسبیاً،
تتكون المتشتتة الأشعة شدة أن نجد الشكل من .(1.10) الشكل في موضح الموجي للطول كدالة الحرة الإلكترونات
المعدل غیر الموجة طول أیضاً یسمى (و λ الساقطة للأشعة الأصلي الموجة طول یمثل أحدھما موجة، طولي من
الموجة طول أیضاً یسمى (و λ′ المتشتتة الأشعة موجة طول یمثل الثاني و (unmodified wave length
incoherent المترابط غیر التشتت یسمى الإشعاعیة التشتتات من النوع ھذا .(modified wave length المعدل

.scattering
ν تردد و λ موجة بطول الكھرومغناطیسیة الأشعة تسقط عندما الكھرومغناطیسیة، النظریة وحسب كلاسیكیاً،
الشحنات .ν ترددھا بنفس تتذبذب و الأشعة تمتص الجسیمات ھذه فإن كھربیة، شحنة مشحونة حرة جسیمات على
المترابط التشتت یسمى التشتت ھذا .ν الأصلي التردد بنفس الكھرومغناطیسیة الموجات تشع بدورھا المتذبذبة
الشدة لكن الموجي) الطول على لاتعتمد الشدة أن (أي لایتغیر ھنا الموجي الطول أن حیث coherent scattering

العلاقة حسب الزاویة مع الشدة تتغیر حیث θ القیاس زوایة على تعتمد

I ∝ (1 + cos2 θ),

الشدة. توزیع في λ′ المعدلة الموجة ظھور تفسر أن تستطیع لم الكلاسیكیة النظریة فإن بالتالي و
1922م، عام في A.H. Compton كومبتون الفیزیائي ید على أتى الشدة توزیع في λ′ المعدلة الموجة تفسیر إن
غیر تشتت عن ناتج λ′ المعدلة الموجة ظھور أن إعتبر حیث 1927م. عام نوبل جائزة إثرھا على حصل حیث
الشعاع أن كومبتون فرض لكن جسیمات، و موجات بین یحدث لا ھنا التشتت الحرة. الإلكترونات على للأشعة مرن
الواحد. الإلكترون على مرناً غیر تشتتاً فوتون كل یتشتت ،hν الواحد الفوتون طاقة الفوتونات، من سیل ھو الساقط
ھنا الفرق المادیة. الأجسام بین للتصادمات مماثل بشكل تنطبق الكلیة الطاقة و الحركة كمیة حفظ قوانین فإن علیھ و

كتلة! یحمل لا الفوتون أن
في مسبوق غیر عمل یعتبر massless particle momentum الكتلة عدیم جسیم حركة كمیة حساب إن
الأشعة أن المعروف من كذلك كتل. لھا التي للأجسام إلا حركة كمیة أي لاتصف نیوتن میكانیكا الوقت. ذلك
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زوایا عند الموجي للطول كدالة الحرة الإلكترونات على المتشتتة السینیة الإشعة شدة توزیع طیف :(1.10) شكل
التشتت بعد الموجي الطول عند للشدة قیم و λ الأصلیة الأشعة موجة طول تقابل للشدة قیم عندنا یظھر مختلفة. تشتت
الموجي الطول و λ للأشعة الأصلي الموجي الطول بین الإزاحة قیمة تزاد θ التشتت زاویة زادت كلما أنھ لاحظ .λ′

.λ′ التشتت بعد للأشعة

جسیمات من سیل الأشعة إعتبر كومبتون ھنا لكن بوینتنج. بمتجھ عنھا یعبر حركة كمیة تحمل الكھرومغناطیسیة
للفوتون الحركة كمیة لحساب النسبیة النظریة كومبتون وظف المعضلة ھذه لحل كموجات. لیست و الكتلة عدیمة

الكلیة الطاقة علاقة بإستخدام
(1.27) E2 = p2c2 +m2c4,

(1.27) العلاقة mتؤول = 0 الكتلة عدیمة للأجسام التوالي. على الجسیم4، كتلة و حركة كمیة mتمثلان و p ھنا
الفوتون حركة كمیة كتابة إذاً یمكن E = hν بإستخدام و E = pc إلى

(1.28) p =
E

c
=
hν

c
=
h

λ
.

الإلكترون یتشتت التصادم بعد السكون5. حالة في حر إلكترون على یسقط p حركتھ كمیة فوتوناً الآن لنعتبر
كمیة حفظ قوانین من .(1.11) الشكل في موضحة ھذه التشتت عملیة .pe حركة بكمیة الإلكترون و p′ حركة بكمیة
(كمیة التصادم بعد الحركة كمیة تساوي الساقط) الفوتون حركة (كمیة التصادم قبل الحركة كمیة أن نكتب الحركة

ریاضیاً أو المتشتتین)، الإلكترون و الفوتون حركة

p = p′ + pe,

نقاشنا. في سنتلافاه شائع mخطأ حركة كتلة m0و سكون كتلة فإعتبار لھذا بالحركة. لاتتغیر ثابتة ھي الكتلة السكون. كتلة مایسمى لانعتبر ھنا یلاحظ أن القارئ 4على

یتواجد الإلكترون المطلق. الصفر حرارة درجة عند فقط تحدث المجھریة للأنظمة السكون حالة المجھریة. للجسیمات سكون حالة یسمى شئ لایوجد الأمر حقیقة 5في
حدود في تصبح الطاقة T = 300◦K الغرفة حرارة درجة عند .kT مقدارھا المحیط الوسط من حراریة طاقة تقدیر أقل على سیحمل .T حرارتھ درجة وسط في

الشغل. دالة بسبب المعدن داخل بالحركة للإلكترون تسمح بالكاد لكنھا 0.025 eV
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بـ المتشتت الإلكترون حركة كمیة كتابة یمكن أو

pe = p− p′,

بـ تكتب أن یمكن الحركة كمیات مقادیر لكن

p2
e = pe · pe = (p− p′) · (p− p′) = p2 + p′2 − 2p · p′.

على نحصل الفوتون حركة كمیة لتمثیل (1.28) علاقة بإستخدام .p · p′ = pp′ cos θ أن نجد الرسم من

p2
e = p2 + p′2 − 2pp′ cos θ =

(
hν

c

)2

+

(
hν ′

c

)2

− 2

(
hν

c

)(
hν ′

c

)
cos θ,

على الحركة كمیة حفظ من النھایة في نحصل مشتركة كعوامل c و h الثوابت بأخذ

(1.29) p2
ec

2 = h2
(
ν2 + ν ′2 − 2νν ′ cos θ

)
.

بعد الطاقة .mc2 الساكن الإلكترون كتلة طاقة و hν الساقط الفوتون طاقة ھي الإبتدائیة الطاقة فإن المقابل، في
یُعْطَى Ee كلیة طاقة لیمتلك حركة طاقة الإلكترون یكتسب بینما hν ′ المتشتت الفوتون طاقة عن عبارة التصادم

إذاً نكتب الطاقة حفظ قوانین من .(1.27) العلاقة من مربعھا

hν +mc2 = hν ′ +
√
p2
ec

2 +m2c4,

√أو
p2
ec

2 +m2c4 = hν − hν ′ +mc2.

على نحصل التبسیط و الطرفین بتربیع

p2
ec

2 +m2c4 = (hν − hν ′)2 +m2c4 + 2mc2(hν − hν ′),

أن إلى لننتھي

(1.30) p2
ec

2 = h2

[
ν2 + ν ′2 − 2νν ′ + 2

mc2

h
(ν − ν ′)

]
.

على نحصل الأیسر، الطرف في (1.30) معادلة مع الأیمن الطرف في (1.29) معادلة بمساوة

ν2 + ν ′2 − 2νν ′ cos θ = ν2 + ν ′2 − 2νν ′ + 2
mc2

h
(ν − ν ′),

على نحصل بالتبسیط
mc2

h
(ν − ν ′) = νν ′(1− cos θ).

على نحصل h
mcνν′

بـ الطرفین بضرب

c
(

1

ν ′
− 1

ν

)
=

h

mc
(1− cos θ),

كومبتون علاقة إلى ننتھي λ = c/ν العلاقة بإستخدام

(1.31) λ′ − λ =
h

mc
(1− cos θ).
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حر، إلكترون و فوتون جسیمین بین كتصادم تصوره یمكن الحرة الإلكترونات على x إشعة تشتت :(1.11) شكل
المادیة. الأجسام لتشتت مماثل بشكل الطاقة و الحركة كمیة حفظ قوانین تنطبق بحیث

العلاقة مع تماماً تتفق λ المعدلة غیر الموجي الطول عن λ′ المعدلة الموجي الطول لإزاحة العملیة القیاسات إن
λ المعدلة غیر للموجة الطیف خط إن قاطع. بشكل الكھرومغناطیسیة للأشعة الفوتون فرضیة یؤكد مما ،(1.31)
أكبر ھي (و الذرة بكتلة m إستبدلنا لو (1.31) كومبتون علاقة ففي ككل. الذرات على الفوتونات تشتت عن ناتج
الثابت .λ′ � λ لنا یظھر بالتالي و جداً، صغیرة الموجي بالطول الإزاحة فإن الإلكترون) كتلة من المرات بآلاف

بـ مقداره یُعْطى Compton wave length كومبتون موجة طول یسمى لھذا الطول، أبعاد لھ h/mc

h

mec
= 2.42631× 10−12m.

الزمني التطابق تجربة إجراء تم ذلك، إلى بالإضافة كومبتون. نظریة مع ایضاً تتفق الإلكترون إرتداد طاقة قیاس إن
تفسیرات دقة إن متزامن. الإنبعاث ھذا أن وُجِد المرتدة. الإلكترونات و المتشتتة الفوتونات إنبعاث عن للكشف
بالطبیعة الخاصة المفاھیم في الصعوبات من بالرغم الآن بعد للجدل قابلة غیر الضوء تكمیة بالتالي و كومبتون

الجسیمیة. الكرات كتفاعل الذرات و الإلكترونات مع تتفاعل التي و الكھرومغناطیسیة للموجات الجسیمیة

De Broglie hypothesis دبرولي فرضیات 1.4

principle of the الأقل الفعل مبدأ و البصریات6 علم في Fermat's principle فیرمات مبدأ بین التناظر بسبب
للإشعاعات الموجیة-الجسیمیة المزدوجة الطبیعة أن 1923م عام في دبرولي إقترح المیكانیكا7، في least-action
بالتالي و معینة ظروف تحت موجیة خواص للجسیمات فإن علیھ، و للمواد. جسیمیة-موجیة مزدوجة طبیعة یقابلھا

المبدأ ھذا إثبات یمكن مستقیمة. خطوط في الضوء یسیر لھذا ممكن. زمن أقل لھ الذي المسار نقطتین بین إنتشاره خلال یسلك الضوء شعاع أن على ینص فیرمات 6مبدأ
سنیل قانون إثبات المبدأ ھذا طریق عن یمكن و المختلفة الأوساط في إنكساره و المرایا من الضوء شعاع إنعكاس لوصف ویستعمل Huygens' principle ھیجنز مبدأ من

.Snell's law

یوصف لنظام S الفعل یُعَرَّف ھامیلتون، نسخة حسب فعل. أقل لھ الذي المسار نقطتین بین الزمني تطوره خلال یسلك المیكانیكي النظام أن على الأقل الفعل مبدأ 7ینص

في .δS = 0 أن أي صغرى، قیمة لأنھ صفر یساوي الفعل variation تغییر فإن لھذا .S =
∫ t2
t1
L(q, q̇, t)dt التالي الزمني بـالتكامل L(q, q̇, t) لاجرانج بدالة

المستقیم. الخط أي زمن، أقل لھ الذي ھو الفضاء في نقطتین بین فعل أقل مسار فإن قیود، أي غیاب
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بأسطح تُعْرف الطبقات ھذه البلوریة. الأسطح من ما سطح في الذریة الطبقات على من x إشعة حیود :(1.12) شكل
.Bragg's surfaces براج

یعطى للجسیمات المصاحب الموجة طول لحساب صیغة دبرولي إقترح الجسیمات. لھذه مصاحب موجة طول ھناك
بـ

(1.32) λ =
h

p
,

و العلماء من الكثیر إھتمام دبرولي فرضیات جذبت لقد الجسیم. حركة كمیة ھي p و بلانك، ثابت ھو h أن حیث
ذلك في .electronic diffraction الإلكترونات حیود بدراسة دبرولي فرضیات إثبات یمكن أنھ منھم العدید أقترح
تعمل حیث الجوامد، بلورات على حیودھا بملاحظة السینیة الأشعة طیف دراسة على العلماء من العدید إنكب الوقت
أن بسبب الأبعاد، ثلاثي و طبیعي diffraction grating حیود محزوز عمل crystal lattice البلوریة الشبیكة
من أول إن السینیة. للأشعة الموجي الطول تقارب (Å حدود (في البلوریة الشبیكة في الذریة الأسطح بین المسافة
و السینیة الإشعة طیف لدراسة طبقھا و 1912م عام Max von Laue لاوي العالم كان الفكرة ھذه إلى توصل

للجوامد. البلوري التركیب دراسة ثم من
الفصل مسافة ذریة طبقات عدة على یحتوي بلوري سطح على λ موجي بطول اللون وحیدة x أشعة سقوط لدى
الذرات فإن ،(1.12) الشكل في موضح ھو كما ،θ ھي السطح و الأشعة بین الزاویة و a ھي متتالیین سطحین بین
الذرات موقع على الموجة ھذه طور یعتمد كرویة كموجة الساقطة الأشعة من صغیر جزء ستُشَتت الذریة الطبقة في
الإشعاعات بین constructive interference بناء تداخل یحدث معینة إتجاھات في الأشعة. علیھا تشتت التي
W.L. براج الفیزیائي قام .destructive interference ھدام تداخل یحدث أخرى إتجاھات في بینما المتشتتة
تداخلاً یتداخلان (2) و (1) الشعاعین أن حیث ،(1.12) الشكل من البناء للتداخل ریاضیة صیغة بإشتقاق Bragg
أن أي ،λ الموجي للطول صحیحة أعداد مضاعفات یساوي (a sin θ + a sin θ (ھنا المسار فرق كان إذا بناءً

(1.33) 2a sin θ = nλ; n = 1, 2, 3, . . . ,

الأشعة أن بما للجوامد. البلوریة التركیبات لدراسة براج أسطح على من x إشعة حیود أنماط العلماء إستخدم لاحقاً،
شعاع البلورة ترى أن المنطقي من إذاً ، البلورات على من كموجة تنحاد و الإلكترون، مع كجسیم ترتطم السینیة
للإبعاد مقارباً ألكتروني موجي طول تعطي حركة كمیة و طاقة عند وذلك كموجات علیھا الساقط الإلكترونات
حیود حدوث من بالتحقق Bell laboratories بل مخترات في جیرمر و دافیسون العالمان نفذه ما ھذا البلوریة.

عملیاً. دبرولي فرضیات إثبات بالتالي و البلورات على للإلكترونات
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بلورة على الإلكترونات حیود توزیع لدراسة أستُخدِم الثانویة الإلكترونات إنبعاث طیف دراسة جھاز :(1.13) شكل
النیكل.

الإلكترونات حیود تجربة 1.5
Electron diffraction experiment

الفوتونات) من (بدلاً الإلكترونات من شعاع لحیود أنماط عن بالبحث جیرمر و دفیسون العالمان قام 1925م عام في
فیجب معینة، طاقة عند موجیة خاصیة لھا الإلكترونات كانت إذا النیكل. من single crystal وحیدة بلورة على
أصلاً بُنِي الحیود دراسة جھاز العالمان إستخدم .(1.33) براج قانون البلورة أسطح على من حیودھا نمط یتبع أن

.(1.13) الشكل في الموضح و الجوامد من الثانویة الإلكترونات إنبعاث طیف لدرسة
یسقط .V مقداره للإلكترونات إستخراج جھد فرق عند G إلكتروني مدفع من دافیسون-جیرمر جھاز یتكون
بإستخدام عالیة حرارة درجات عند نیكل بلورة بتسخین تحضیرھا تم أحادیة، نیكل بلورة على الإلكترونات شعاع
من مسبقاً محدد الذریة الطبقات بین الفصل مسافة إن الأكاسید. من خالیة أحادیة بلورة على للحصول خاص فرن

.a = 0.92Å قیمتھا وجد التي و البلورة، نفس على السینیة الأشعة لحیود سابقة دراسات
.V = 54Volt قیمة عند الإلكتروني المدفع من الإلكترونات (تسریع) إستخراج جھد جیرمر و دافیسون إستخدم

تصبح للإلكترونات الحركة كمیة فإن علیھ و .K = 54 eV ھي8 للإلكترونات الحركیة الطاقة فإن علیھ و

K =
p2

2me

⇒ p =
√

2meK.

كالتالي الموجي الطول حساب نستطیع (1.32) دبرولي موجة طول علاقة من

λ =
h√

2meK
=

hc√
2(mec2)K

,

كالتالي eV.Å بوحدة عنھ یعبر أن یمكن hc الثابت لكن

hc = 1.23984× 10−6 eV.m = 12398.4 eV.Å,

كالتالي eV بوحدة تحسب أن یمكن الإلكترون كتلة طاقة و

mec
2 = (9.10938× 10−31 kg)(299792458m/s2) = 8.1871× 10−14 J = 511000 eV,

الحركة Kفإن ≪ mc2 كانت إذا بالتالي و .K = 54 eV الحركیة الطاقة من بكثیر أعلى ھي mec2و = 0.511 MeV ھي للإلكترون الكتلة طاقة أن 8لاحظ

غیرنسبیة. ھنا
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من یتكون الجھاز میكرونیة. بلورات من تتألف رقیقة معدنیة شریحة من x أشعة حیود دراسة جھاز :(1.14) شكل
حیودھا. بعد الأشعة علیھ تسقط فوتوجرافي ولوح ،F الھدف الشریحة ،C مجمع اللون، وحید سینیة أشعة مصدر

النیكل بلورة على الساقطة الإلكترونات لشعاع الموجي الطول یصبح علیھ و

λ =
12398.4 eV.Å√

2(511000 eV)(54 eV)
= 1.67Å.

بلورة على من المتشتت الإلكترونات لشعاع (n = 1) الأولى الرتبة عند البناء التداخل حدوث زاویة تحدید یمكن
على نحصل حیث ،(1.33) براج صیغة بإستخدام النیكل

sin θ =
λ

2a
=

1.67Å
2(0.92Å)

= 0.91⇒ θ = 65.2◦.

grazing θ العمل زاویة بـمعرفة تحسب ϕ الإلكترونات شعاع لإتجاه بالنسبة العظمى للقیمة الحیود زاویة قیمة إن
تصبح ϕ الزاویة بالتالي و ، ϕ+ 2θ = 180◦ أن نلاحظ حیث ،(1.12) الشكل من angle

ϕ = 180◦ − 2θ = 180◦ − 2× 65.2◦ ≈ 50◦.

عند الكاشف أن جیرمر و دافیسون وجد بالفعل و .(1.13) الشكل في detector D الكاشف زاویة ھي ϕ الزاویة إن
شعاع أن یعني مما الأحادیة النیكل بلورة على لحیودھا نتیجة المتداخلة للإلكترونات عظمى قیمة یسجل 50◦ زاویة
(1.32) دبرولي علاقة من یُعْطى موجي بطول و (1.33) براج بقانون یُوصَف موجي حیود لھ یحدث الإلكترونات
.De Broglie principle دبرولي بمبدأ تُعْرف أصبحت التي و دبرولي فرضیات صحة قاطع بشكل یثبت مما

بإستخدام الإلكترون) مكتشف طومسون جي العالم (إبن G.P. Thomson طومسون العالم قام 1927م عام في
،(1.14) الشكل في الموضحة و ،metallic foils الرقیقة المعدنیة الشرائح على x إشعة حیود جھاز تجھیزات
في (طاقاتھا السریعة الإلكترونات من شعاع بإستخدام الرقیقة المعدنیة الشرائح نفس على من حیود تجارب لعمل
الشكل في موضح ھو كما x أشعة حیود لنمط مماثل الإلكتروني الحیود نمط إن .x أشعة عن بدلاً keV) حدود
میكرونیة بلورات من تتألف المعدنیة الشریحة أن إلى یعود الفوتوجرافي اللوح على الدائري الحیود نمط إن .(1.15)
المیكرونیة البلورات على من شدید لحیود یتعرض الساقط الشعاع فإن لھذا عشوائیة. إتجاھات لھا microcrystals
لإتجاه بالنسبة 2θ زاویة تعمل متراكزة مخاریط شكل على الحیود نمط یظھر لذلك .(1.33) براج شرط تتبع التي فقط
دوائر شكل على تظھر المتراكزة المخاریط لھذه العرضي المقطع .(1.14) الشكل في موضح ھو كما الساقط الشعاع
تحوي مجموعة على التشتت تمثل الدوائر من دائرة كل .(1.15) الشكل في كما الفوتوجرافي اللوح على متراكزة

علیھا. من المتشتتة الأشعة شدة زادت المجموعة في الأسطح عدد زادت كلما براج. سطوح من أسطح عدة
Stern-Gerlach exper- شتیرن-جیرلاخ تجربة مثل الحیود تجارب من بالعدید العلماء قام الوقت، ذلك بعد
جمیعھا للجسیمات، الموجیة الطبیعة لإثبات إلخ) ... نیوترونات، (ذرات، مختلفة جسیمات تشمل التي و iment
الإلكترونات شعاع یوظف الذي و الإلكتروني، المجھر مایسمى ظھر المبدأ لھذا نتیجة دبرولي. فرضیات مع إتفقت

bassa
Highlight

bassa
Highlight
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و الیسار) (على 0.71Å موجة بطول x بأشعة رقیقة ألمنیوم شریحة عن الناتج الحیود نمط تشابھ :(1.15) شكل
للإلكترونات. الموجیة الطبیعة یثبت ھذا الیمین). (على 600 eV طاقاتھا الإلكترونات من شعاع

أخرى بعبارة موجة؟ آخر و جسیم ما نظام لإعتبار معیار ھناك ھل التسؤلات: من العدید ھنا تبرز الضوء. عن بدلاُ
نلاحظ لا لماذا جسیم؟ الإشعاع نعتبر متى و موجة؟ نعتبره متى و جسیم المثال، سبیل على الإلكترون نعتبر، متى
للإلكترون یمكن ھل للإشعاع؟ الجسیمیة الطبیعة نلاحظ ولا الیومیة حیاتنا في المجھریة للجسیمات الموجیة الطبیعة
الضوء؟ في الحال ھو كما المجردة بالعین الإلكترونات شعاع لانرى لماذا بالأحرى أو مرئیة؟ موجة طول یحمل أن
شعاعاً لنفرض معھ. المتفاعل النظام بأبعاد الساقط الشعاع موجة طول بمقارنة یتم التساؤلات ھذه على الإجابة
ذرة، (نواة، ما منظومة على یسقط و λ موجة طول لھ إلخ) ... ذرة نیوترون، فوتون، إلكترون، یكون (قد ساقطً ما
المنظومة مع سیتفاعل الشعاع فإن (rp≫ h (أو λ≪ r كانت إذا .r بحدود بعد متوسط لھا إلخ) ... بلورة جزئ،
الھدف المنظومة مع سیتفاعل الشعاع فإن (rp ≤ h (أو λ ≥ r كانت إذا بالمقابل الجسیمات. من كحزمة الھدف
الشعاع فإن (rp ≫ h (أو λ ≪ r كان إذا فنقول أخرى، زاویة من الموضوع إلى ننظر أن أیضاً یمكن كموجة.
الشعاع سیرى بالمقابل مركباً). النظام كان إذا (طبعاً النظام منھا یتألف التي الأساسیة المركبات مع سیتفاعل الساقط
أن الشعاع أردنا إذا المثال سبیل على .(rp ≤ h (أو λ ≥ r تحقق إذا واحدة كبُنْیَة معھ المتفاعل النظام الساقط
إلى التخلل من یتمكن حتى الذریة الأبعاد من بكثیر أقل موجتھ طول تكون أن فیجب الذریة الإلكترونات مع یتفاعل

إلكتروناتھا. مع التفاعل و الذرة
حیاتنا في لانلاحظھ لذلك الإدراكي، منظورنا عن بعیداً للجسیمات الموجي المفھوم المجھري، فوق مقیاسنا في
المصاحب دبرولي موجة طول فإن سم/ث 10 بسرعة تتحرك ملم 0.1 حدود في بعدھا ما قطرة أخذنا فلو الیومیة.
أي مرة! ملیون ألف بحدود (10−15m حدود (في النوویة الأبعاد من أصغر أي 1.6 × 10−24m حدود في لھا
من أكبر أبعاده لجسیم الموجیة الخصائص نلحظ أن المستحیل من بل لھا. الموجي الطول نلحظ أن المستحیل من
صغر إن الیومیة. حیاتنا في المجھریة للجسیمات الموجیة الطبیعة لانلاحظ السبب لھذا المیكرومتر). (أو 10−6m
و للإشعاعات الجسیمیة الخصائص إدراك من لاتمكنا التي ھي الماكروسكوبي مقیاسنا مع مقارنة h بلانك ثابت

للجسیمات. الموجیة الخصائص لانلاحظ حیث العكس،
ضیق. نطاق في الرؤیة على قدرتنا محدودیة إلى یعود فھذا الجسیمات، بعض إشعاعات لانرى لماذا بالنسبة أما
4000Å بین تقع موجیة أطوال لھا التي و المرئي الضوء نطاق ضمن الكھرومغناطیسیة الأشعة نرى أن نستطیع نحن
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الإلكترونات من شعاع یمتلك فحتى ، المجردة9 بالعین الرؤیا معیار ھو فقط الموجي الطول أن فرضنا لو .7000Å و
تصبح أن یجب الحركیة طاقتھ فإن 4000Å حدود في موجي طول

K =
p2

2me

=
h2

2λ2me

=
(6.63× 10−34 J.s)2

2(4000× 10−10m)2(9.11× 10−31 kg) ,

= 1.51× 10−24 J,

من ھي و 0.11◦K تكون أن یجب الوسط حرارة درجة للغایة منخفضة طاقة ھذه .9.4 × 10−6 eV بحدود أي
یعني 4000Å الحصول فإن الإلكترون، من أثقل للجسیمات الدرجة. ھذه إلى فرمیونیة جسیمات تكثیف الصعب
غیر من فإنھ السبب لھذا للإلكترون! منھا مرة 1835 بـ أقل الطاقة ھذه النیوترون أو للبروتون أقل. حركة طاقة

المجردة. بالعین الجسیمیة الحزم رؤیة الممكن

(الإجابة: .7000Å حدود في موجتھ طول تصبح حتى eV بوحدة الإلكترون طاقة ھي ما :(1.5) سؤال
♢ .(3.07× 10−6 eV

في موجتھ طول تصبح حتى الكلفن بوحدة حرارتھ درجة و eV بوحدة البروتون طاقة ھي ما :(1.6) سؤال
♢ .(0.00006◦K ،5.12× 10−9 eV (الإجابة: .4000Å حدود

The Kapitza-Dirac effect دیراك-كابیتزا أثر 1.6

لھا یحدث عام بشكل الإلكترونات أن العلماء إستنتج 1927م العام في جیرمر و دافیسون تجربة نتائج نشر بعید
أن المانع فما كالبلورات. material periodic structures المادیة الدوریة التركیبات على من كالموجات حیود
دیراك و كابیتزا بھ تنبأ ما ھذا مثلاً؟ الموقوفة كالموجات الموجات؟ من دوریة تركیبات من للإلكترونات حیود یحدث
أي موقوفة. ضوئیة موجات على من حیود لھا یحدث الإلكترونات بأن 1933م عام في Kapitza and Dirac
جیرمر، و دیفسون تجربة في الحال ھو كما مادي-مادي الحیود یكون أن من بدلاً تبدلت، الوجیة المادیة الأدوار أن

دیراك. و كابیتزا تنبأ كما مادي-موجي أصبح
و اللیزر یكتشف حتى طویلة سنوات ینتظر أن یجب كابیتزا-دیراك بأثر یعرف ما أو كابیتزا-دیراك تنبأ إن
D.L.Freimund، K.Aflatooni، and فریموند-أفلاطوني-باتلان تمكن عندما 2001م العام حتى علمھ یتطور
متعاكسین شعاعین على عمودیاً الإلكترونات من شعاع عبور لدى كابیتزا-دیراك أثر مشاھدة من H.Batelaan
حیود إلى یؤدي light grating ضوئي حیود محزوز عمل تعمل الضوء من موقوفة موجات مكونین اللیزر من

الموقوفة. الموجات نمط مع یتناسب نمط إلى الإلكترونات
اللیزر شعاعي فإن التجربة طاقات و أبعاد على نقف كي .(1.16) الشكل في موضح التجربة في المستخدم الجھاز
موجتیھما طول و نانوثانیة 10 نبضة كل زمن و جول 0.2 نبضة كل طاقة pulse نبضي التجربة في المستخدمان
الإلكترونات شعاع میكرومتر. 125 منھما كل قطر شعاعین إلى ضوئیة عدسات بإستخدام تركیزھما تم نانومتر 532
molyb- المولیبدنیوم من عمودیین بشقین الشعاع جُمع فولت إلكترون 380 بطاقة إلكتروني مدفع من ینبعث الساقط
إرتفاع قطع إلى یؤدي أفقي ثالث شق إلى بالإضافة میكرومتر. 10 شق عرضكل و سم 24 بینھما المسافة denum
یتشتت التي و الوقوفة الضوئیة الموجات سم 1 بـ الثالث الشق بعد الضوئي الشعاع عرض إلى الإلكتروني الشعاع
لیقوم الموقوفة الضوئیة الموجات من سم 24 بعد على رابع بشق ینقى المتشتت الشعاع الإلكتروني. الشعاع علیھا

المتشتتة. الإلكترونات عن بالكشف إلكتروني كاشف

تلعب السرعة أن ترى آراء وھناك المرئي، النطاق ضمن أیضاً التردد یكون أن یجب الإشعاع نرى حتى أنھ یؤكد من ھناك تصورات. عدة فیھ و مؤكد غیر الأمر 9ھذا

الإلكترونات. بشعاع تأینھا بسبب الوسط ذرات عن ناتج الضوء ھذا الوسط. في الإلكترونات من شعاع ینتشر عندما یخرج ضوء نرى الأحیان بعض في دور.
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Light grating
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lens فتحات، apertures الإلكتروني، المدفع electron gun كابیتزا-دیراك: أثر تجربة إعدادات :(1.16) شكل
إلكترونات. كاشف electron detector لیزر، شعاع laser beam ضوئي، محزوز light grating عدسة،
D.L.Freimund, K.Aflatooni, and H.Batelaan, Nature 413, 142-143 (2001), المصدر:

.MacMaillan publishers Ltd.

المتوقعة المواقع في الإلكتروني الحیود أنماط یوضح الذي و الأعلى في (1.17) الشكل في یُعْطى الحیود نمط إن
للتأكد كابیتزا-دیراك. أثر حدوث على كبیرة دلالة ھو النمط الكم. میكانیكا من رقمیاً المحسوب النمط مع تتفق التي و

الأسفل. في طیفھا یُعْطى التي و الموقوفة الموجات وجود بدون الإلكترونات من الشعاع نفس دراسة تم
عن عوضاً الذرات من شعاع تستخدم حیث أكبر، مقیاس على تُجرى الجسیمات لحیود الحدیثة التجارب إن
macroscopic objects مجھریة الفوق للأجسام الموجیة الخصائص مشاھدة من العلماء یأمل و بل الإلكترونات.
العالم و الكمي العالم عالمین، بین الھوة یقرب التجارب من النوع ھذا كالبروتین. الكبیرة الجزیئات من كشعاع

التقلیدي.

Double-slit experiment المزدوج الشق تجربة 1.7

1801م عام Thomas Young یونج توماس العالم بعد سمیت Young's experiment یونج شقي بتجربة تُعرف
الموجیة الطبیعة على برھنت ذاتھا بحد یونج تجربة إن للضوء. الموجیة الأطوال لقیاس التداخل مقیاس إستعمل حیث
ضوء علیھما یسقط S2 و S1 شقین عن عبارة التجربة تقلیدیاً، .(1.18) الشكل في تظھر التجربة إعدادات إن للضوء.
نفسھم الشقین لیتحول الشقین عند ینشطر الموجة صدر فإن لھیجنز، الموجیة النظریة حسب .S نقطي مصدر من
صدري بین تداخل إلى یؤدي مما مترابطة موجة صدري یُشِعان coherent sources مترابطین مصدرین إلى
یظھر interference pattern تداخل نمط إذاً النتیجة بینھما. الطور فرق على إعتماداً ھدام، أو بناء إما الموجة،
الشكل في موضح ھو كما مظلمة و مضیئة fringes كأھداب PP photographic plate الفوتوجرافي اللوح على
الشدة توزیعات و بمواقع التنبأ و الشقین لتجربة الأھداب ظاھرة تفسیر من الموجیة النظریة إستطاعت لقد .(1.19)
ظاھرة في الحال ھو كما الموجیة، السمات من سمة ھو التداخل أن أُعتبر ھنا، ومن كبیر. بنجاح الشاشة على للأھداب
إمكانیة عن بالتسائل العلماء بدأ الفوتونات من جسیمیة حزم من یتكون أنھ على للإشعاع نظرتنا تغیر بعد الحیود.
إلى المصدر من ینتقل الضوء كان لو الكلاسیكیة. الجسیمیة النظریة بإستخدام (1.19) الشكل في التداخل نمط تفسیر
مجموع تساوي ان من لابد الشاشة على الإصابات عدد التقلیدیة الجسیمیة النظر وجھة حسب فإنھ كجسیم، الشاشة
أن من متساویة إحتمالیة فوتون) (ھنا للجسیم أن بإعتبار الأیسر، و الأیمن الشقین خلال من تمر التي الجسیمات عدد
تعكسان مضئتین بقعتین على فقط تحوي أن یجب الشاشة على الإصابات أخرى، بكلمة الآخر. دون الشقین أحد یعبر
.(1.19) الشكل في الموضح التداخل نمط نحصل فإننا الشقین على الضوء حزمة سقوط لدى لكن الشقین. وجود
تداخل. نمط لیس و الشاشة، على diffraction حیود نمط ظھور إلى أدى الشقین أحد إغلاق فإن ذلك، إلى بالإضافة
كلاھما أو الشقین أحد خلال من تمر التي الفوتونات عدد تحدیدد محاولة أن التجربة من وجد بل حسب، و ھذا لیس
تتداخل (أو بینھا فیما تتفاعل الحزمة في الفوتونات أن بالإعتقاد العلماء ببعض حدا ھذا التداخل. نمط تحیید إلى یؤدي
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المتشتتة الإلكترونات كعدد تعطى الموقوفة اللیزر موجات على من المتشتتة للإلكترونات الحیود نمط :(1.17) شكل
رقمیاً المحسوبة النظریة التنبئآت یمثل المنحنى بینما عملیاً المقاسة القیم تمثل النقاط المیكرومتر. بوحدة للموقع كدالة
الموجات بدون النمط یعطي الاسفل بینما الموقوفة الموجات بوجود النمط یمثل الاعلى في شرودنجر. معادلة من
D.L.Freimund, K.Aflatooni, and H.Batelaan, Nature 413, 142-143 المصدر: الموقوفة.

(2001), MacMaillan publishers Ltd.

خاصیتھا تفقد بالتالي و كجسیمات الكاشف مع تتفاعل فإنھا القیاس، محاولة عند و النمط. على للحصول بینھا) فیما
الفوتون بین فیزیائي تفاعل یتضمن الفوتون عن الكشف أن القول یمكن تفصیل، أكثر بكلام لاتتداخل. لذلك و الموجیة
الوقت نفس عند إنبعثا التردد نفس لھما فوتونین عن نقول الكاشف. في تغیر و تؤثر بطریقة detector الكاشف و
الوقت نفس في الشاشة على یقعان عندئذٍ و الشقین عبرا لو حتى مترابطین یبقیان الفوتونان ھذان مترابطین. أنھما
تفاعل فإن الكاشف، كلاھما أو الفوتونین أحد صادف إذا أنھ غیر التداخل. نمط ضمن أفقیاً متباعدتین نقطتین عند لكن
إلى یصلان بالتالي و decohere الفوتونین بین الترابط فقدان إلى یؤدي مما زمن إلى یحتاج الكاشف مع الفوتون

التداخل. یحدث لا و مختلفة بأزمنة الشاشة
أن ھو التداخل، على التأثیر دون مضئتین بقعتین على الحصول و للضوء الجسیمیة الصفة لتأكید الوحید الحل
الإسقاط من كافي زمن بعد الشاشة على الناتج ندرس ثم من و الواحدة المرة في واحداً فوتوناً الشقین على نُسْقِط
لیقوموا اللازمة التقنیة إلى للتوصل 1986م عام حتى العلماء إنتظر الواقع في الفوتونات. من كفایة كبیر لعدد و
بلوح المغطاة PP الشاشة على منھ و الشقین على یسقط مرة كل في فوتونا إرسال من تمكنوا حیث التجربة، بھذه

ھو: الملاحظ أیضاً. الجسیمیة النظریة لا و الموجیة النظریة تنبآت من التحقق یتم لم أنھ حصل الذي فتوجرافي.
یسقط فوتون كل أن بل تداخل نمط یوجد لا أنھ ظھر الفوتونات إلى PP الفوتوجرافي اللوح تعرض بدایة أثناء .1
التفسیرات السبب لھذا الفوتوجرافي. اللوح من localized region محلیة أماكن على العشوائیة من بنوع

ھنا. تعمل لا الموجیة
أن النھایة في نجد الآخر تلو واحد علیھ المتعاقبة للفوتونات الفوتوجرافي اللوح تعرض من طویل زمن بعد .2
حسب الفوتونات، بین التفاعل عن ناتجة الأھداب إعتبار أن یعني مما تدریجیاً بالظھور بدأ الأھداب نمط

صحیح. غیر الجسیمیة، النظریة
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s1

s2

PP

I    |E1+ E2|28

(b)

I    |E1|2 + |E2|28

I1

I2

(c)(a)

مصدرین بین التداخل لدراسة الشقین لتجربة Thomas Young یونج توماس تجربة إعدادات (a) :(1.18) شكل
للشقین. الكھربائیة المركبة سعات جمع عن الناتج و التداخل لنمط الشاشة على الشدة توزیع (b) للضوء، مترابطین
نظریة تتنبأ كما الشقین، عن الناتجة للشدد بل للسعات لیس الجمع كان لو فیما تداخل دون الشاشة على الشدة (c)

الكلاسیكیة. الجسیمات

و مضیئة fringes كأھداب یظھر الشاشة على interference pattern الضوئي التداخل نمط :(1.19) شكل
الشقین. من المنبعث الضوء تداخل عن الناتج و مظلمة

تداخل. نمط لیس و حیود نمط الفوتوجرافي اللوح على سیتكون الزمن مع فإنھ الشقین، أحد أُغلق لو .3

الموجیة- النظریة مع تتفق و تناقض النتائج ھذه .(1.20) الشكل في موضحتان الثانیة و الأولى الملاحظتین إن
التداخل نمط یتأثر لماذا كذلك أصلاً. التداخل حصل لما كموجة یتصرف لا الضوء كان لو الوقت! نفس في الجسیمیة
على فوتون كل مع التعامل بالتالي و الفوتون مع الفوتون تفاعل فرصة إستبعاد من بالرغم الشقین أحد غلق بحقیقة
موجة عن عبارة الضوء كان لو المقابل، في الواحد؟ الفوتون على الشقین أحد فتح أو غلق حقیقة أھمیة ھي ما و حدة.
أكبر بمساحة اللوح على لإنتشر و (فوتونات) متقطعة كمات شكل على الضوء یسقط أن أصلاً الممكن من كان لما
حاول عندما حدث ذلك من الأغرب .(c) الجزء (1.18) الشكل في كما شدة بتوزیع و الشقین عن اللوح إبتعد كلما
إختفاء ھذا عن نتج الشقین كلا أو أحد على كاشف بوضع ذلك و للعبور الفوتون سیختاره الشقین أي تحدید من العلماء

حیود! نمط على الحصول و أخرى مرة التداخل نمط

(a) (b) (c)
40 100 400

فوتون، 100 لـ (b) فوتوناً، 40 لـ (a) فوتوجرافي، لوح على مرة لكل فوتون لسقوط حاسوبیة محاكاة :(1.20) شكل
المعروف التداخل نمط یقارب نمط إلى العشوائي التوزیع من النمط یتحول كیف لاحظ فوتون. 400 لـ (c) أخیراً و

الشقین. لتجربة
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Hitachi ad- ھیتاشي أبحاث مختبر المصدر: المتعاقبة. للإلكترونات الشقین تجربة إعدادات :(1.21) شكل
vanced research lab. Hitachi co. Ltd.

إلى الحال- بطبیعة واقعیة الأكثر أو - المثالیة غیر الحالات في سیؤدي الشقین أحد على كاشف وضع عموماً
أثره قیاس نستطیع شحنة لایحمل الفوتون أن إلى یعود السبب الكاشف. مادة في إمتصاصھ بسبب الفوتون إختفاء
من المادة مع بتفاعلھا عنھا الكشف یتم الضوئیة تحت أو الضوئیة الفوتونات أغلب أن كما المغناطیسي، أو الكھربائي
علیھا التغلب یمكن الكشف في الصعوبة ھذه بالكامل. الفوتون إختفاء إلى یؤدي الذي و الكھروضوئي الأثر خلال
إذا ما سیبین الشقین تجربة في الإلكترونات من شعاع إستخدام ذلك إلى بالإضافة بالإلكترون. الفوتون إستبدلنا لو فیما
الطبیعة في لانشكك نحن دبرولي. لمبدأ إضافیاً إختباراً یعتبر ھذا بالتالي و لا أم الفوتون مثل یتصرف الإلكترون كان
في المشروحة الشھیرة تجربتھم في جیرمر و دیفسون أثبتھا الطبیعة ھذه الإلكترونات! من شعاعیة لحزمة الموجیة
لحزمة (1.19) الشكل في الموضح للنمط مطابق تداخل نمط على الحصول إمكانیة أثبتوا العلماء و .(1.5) القسم
بین النتائج غرابة في التماثل مدى عن للتساؤل یدفعنا الفضول لكن الشقین. على تسقط الإلكترونات من شعاعیة

الشقین. تجربة في متتابعة و وحیدة إلكترونات من شعاع إستخدام لدى الفوتون و الإلكترون
من بشعاع الشقین بتجربة العلماء من العدید قام الإلكتروني، المجھر صناعة في الكبیر التقني التطور مع
موضح ھو كما الإلكتروني، المجھر مصدر من بالتزامن) لیس (ولكن بالتتابع الشقین على تسقط و تنطلق الإلكترونات
العالمیة ھیتاشي شركة في التطویر و الأبحاث مختبرات فیزیائیو بھ قام الذي و (1.21) الشكل في التجربة إعدادات من
و electron biprism الثنائي الإلكترون موشور علیھ یطلق جھازاً یعبر المنبعث الإلكترون .Hitachi Global
قطره ،fine filament دقیق فتیل تماماً المركز في بینھما و parallel plates متوازیین لوحین من یتكون الذي
(عند 50 keV طاقة إلى سَتُسَرَّع المنبعثة الإلكترونات المللیمتر). من بالألف واحد من (أقل میكرون 1 من أرق

الواحدة). الثانیة في مرات 3 الأرضیة الكرة حول تلف أن تستطیع الإكترونات الطاقة ھذه
ملیون على واحد (تقریباً جداً صغیر زمن في الكاشف إلى تصل الفتیل حول الجھتین أي عبر تمر التي الإلكترونات
الذي و detector الكاشف ھذا طریق عن الآخر تلو واحد عدھم سیتم و ثانیة) لكل إلكترونات 10 یمر حیث الثانیة من
Hamamatsu شركة إنتاج من ھو و جداً ضئیل بزمن الفوتونات عن بدلاً الإلكترونات عن للكشف خصیصاً عُدِّل
التجربة زمن بدایة في .100% إلى تصل بكفاءة واحد إلكترون كشف على قدرة لھ الكاشف .Photonics (PIAS)
تمثل النقط ھذه .(b) و (a) (1.22) الشكل في كما ھناك و ھنا العشوائیة النقط من عدد الشاشة على یظھر بدأ
عن عبارة الإلكترونات أن بثقة القول نستطیع الآن حد إلى كجسیمات. الآخر تلو واحداً عنھا الكشف تم إلكترونات
یحدث لن ھذا لكن معاً. آن في الفتیل حول إلكترونین یمر عندما فقظ تتكون التداخل أھداب أن المتوقع من جسیمات.
من كبیر عدد تراكم لدى الواحدة. المرة في یمر أن واحد إلكترون من لأكثر لایمكن لأنھ بالذات، التجربة ھذه في
الأھداب نمط إن .(1.22) الشكل من (c) الجزء یُظْھر كما تدریجیاً بالظھور منتظم ھدبي نسق بدأ الإلكترونات،
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الإلكترونات من لشعاع الشقین تجربة في تداخل نمط بناء إلى یؤدي مما الإلكترون تلو الإلكترون تراكم :(1.22) شكل
المتعاقبة. الوحیدة

الإشارة تجدر كما .(d) الجزء (1.22) الشكل في واضح ھو كما دقیقة 20 مرور بعد بوضوح مشاھدتھ یمكن الكامل
من الرغم على واحد. إلكترون عن للكشف سجل منھا كل یمثل التي و المضیئة، النقاط من تتكون الأھداب أن إلى
ھذه التداخل أھداب إن وضوح. بكل التداخل أھداب مشاھدة بالإمكان فإنھ الآخر، تلو واحداً أُرسلت الإلكترونات أن
عند الثنائي الإلكترون موشور جھتي عبر المادي) الإلكترون (ولیس الإلكترونات موجات تعبر عندما فقط تتكون
كجسیمات دائماُ تظھر فإنھا الإلكترونات عن الكشف محاولة لدى الحدث. ھذا لتفسیر ھذا غیر منطق ولا الزمن، نفس
یوجد أنھ یتذكر أن القاريء على تداخل. كأھداب یظھر نسق و نمط في تتجمع فإنھا تتراكم عندما المقابل في منفصلة.

بھ. یخبرنا أن من العام المنطق قدرة عن جداً بعید إستنتاج إلى صلنا و لقد المجھر. في لحظة كل واحد إلكترون

The Bohr atom بوھر ذرة 1.8

كالتالي: Niels Bohr بوھر نیلز قبل الذریة النظریة تطور تلخیص یمكن

المادة في عنصر أصغر إعتبرھا و (1.23 a) الشكل في كما مصمطة كرة الذرة تخیل الذري دالتون نموذج •
للإنقسام. قابلة غیر ھي و

أن طومبسون إعتبر ملیكان، ید على الإلكترون ھویة تحدید و المھبطیة للأشعة إكتشافھ بعد طومسون: نموذج •
كما داخلھا مزروعة سالبة إلكترونات تتضمن حجمھا خلال الموجبة للشحنة مستمر توزیع من مكونة الذرة
إستطارة دراسة عند 1908م عام مارسدن و جیجر تجربة بعد النموذج ھذا یصمد لم .(1.23 b) الشكل في

الذھب. من رقیقة شریحة على α جسیمات

الموجبة الشحنة أن و فراغ معظمھا الذرة أن بینت 1908م عام مارسدن و جیجر تجربة رذرفورد: نموذج •
موجب صغیر حیز عن عبارة الذرة رذرفورد إعتبر 1911م، عام في لذلك جداً، صغیر حیز في متمركزة
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نوذج (c) و طومسون، نموذج (b) دالتون، ذرة (a) من إبتداء الذریة النظریة لتطور توضیحي رسم :(1.23) شكل
رذرفورد.

المركزیة كولوم قوة بفضل بیضاویة بمدارات حولھا تدور السالبة الإلكترونات و النواة یسمى الذرة كتلة یحوي
رذرفورد. لذرة توضیحي رسم یُعْطي (1.23 c) الشكل .∝ 1/r2

أولھما رئیسیتین: مشكلتین واجھ فقد طویلاًن یصمد لم لكنھ ،α جسیمات إستطارة تفسیر في نجح رذرفورد نموذج إن
دوریة، بحركة مرتبط النموذج ھذا في الإلكترون لأن العناصر ذرات من الطیفي الإنبعاث ظاھرة یفسر لم النموذج أن
الصیغة یتبع بل الأسود) الجسم إشعاع في الحال ھو (كما توافقیة حركة بأي یرتبط أنھ لایبدو الطیفي الإنبعاث بینما

التالیة

(1.34) 1

λ
= R∞

(
1

n2
1

− 1

n2
2

)
,

في الذرة ثانیھما، . رایدبرج ثابت یسمى ثابت، R∞ = 1.097× 107m−1 و صحیحة أعداد n2 و n1 أن حیث
حسب و دائم، تسارع في فإنھا دائریة أو بیضاویة مدارات في الإلكترون أن بما عملیاً. مستقرة غیر رذرفورد نموذج
لطاقتھ الإلكترون فقدان إلى یؤدي مما كھرومغناطیسیة أشعة تُشِع المتسارعة الشحنات الكھرومغناطیسیة النظریة
نھایة ثم من و النواة على الإلكترونات إنھیار بالتالي و (10−10 s حدود (في جداً قصیر زمن مستمرخلال بشكل

الذرة.
الكلاسیكیة. الرؤیة تناقضتماماً الفرضیات، من سلسلة 1913م عام بوھر إقترح رذرفورد، نموذج من عامین بعد

التالي: بوھر إقترح الإستقراریة. إختبار في نجحت و الطیفي الإنبعاث ظاھرة تفسر أن إستطاعت و

مستمرة، لیست المدارات ھذه لأن تشع، أن بدون محددة دائریة مدارات في النواة حول الإلكترونات تتحرك .1
البعض. بعضھا عن discrete متقطعة إرتباط حالات عن عبارة بل

مضاعفات تساوي المدار على الزاویة عزومھا مجموع تكون التي ھي بھا المسموح المتقطعة الإرتباط حالات .2
أو بلانك. ثابت من صحیحة

(1.35)
∫ 2π

0
Ldθ = nh; n = 1, 2, 3, . . . ,

على لایعتمد L المداري الزاوي العزم فإن الدائریة، المدارات حالة في الأساسي. الكمي العدد تسمى n ھنا
یصبح المداري العزم إذاً ،L = rp = mvr أن حیث ،θ القطبیة ∫الزاویة 2π

0
Ldθ = L

∫ 2π

0
dθ = L(2π) = nh.

المداریة عزومھا تستوفي التي ھي الدائریة للمدارات بھ المسموح المتقطعة الإرتباط حالات شرط فإن لھذا
التالي الشرط

(1.36) L = mvr =
nh

2π
= n~,
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سنكتفي التي و ،reduced Planck constant المختزل بلانك ثابت وتسمى ،~ = h/2π أن حیث
بلانك. بثابت لاحقاً بإعتبارھا

مدار إلى Ei طاقة لھ بھ مسموح إبتدائي مدار من متقطعة قفزات شكل على ینتقل أن یستطیع الإلكترون .3
من یعطى ν تردده إشعاع شكل على یظھر الطاقة فرق و ،Ef طاقة لھ بھ مسموح آخر نھائي

(1.37) ν =
Ei − Ef

h
.

الإنتقال ھذا فإن ،Ef > Ei كانت إذا بینما الكھرومغناطیسیة، الأشعة تشع الذرة فإن ،Ef < Ei كانت إذا
الإشعاع. الذرة إمتصت إذا إلا لایتم

یمكن الفرضیات، ھذه بھا تتنبأ التي الفیزیائیة الكمیات على للحصول مستقرة. ذرة تعطي و بسیطة الفرضیات ھذه
كولوم قوى ھي (-e (شحنتھ الإلكترون على تعمل التي القوى ھنا .

∑
i Fi = ma الثاني، نیوتن قانون إستخدام

أن أي المركزي. التسارع فقط ھو التسارع وبالتالي .(+Ze (شحنتھا النواة بفعل

1

4πϵ0

Ze2

r2
=
mv2

r
,

كالتالي n الكمي العدد لھ الذي المدار قطر نصف علاقة نوجد أن یمكن منھا

(1.38) rn = n2 4πϵ0~
2

mZe2
= n2 ~c

Zαmc2
= n2r1,

بـ یُعْطَى hyperfine structure constant الدقیق التركیب ثابت ھو α أن حیث

(1.39) α =
e2

4πϵ0~c
=

1

137.036
.

مثل الذریة، تحت للأنظمة دائماً تظھر التالیة الثوابت

(1.40) ~c = 3.16153× 10−26 J.m = 1973.3 eV.Å = 197.33MeV.fm,

الثابت و
(1.41) e2

4πϵ0
= 2.30708× 10−28 J.m = 14.4 eV.Å = 1.44MeV.fm.

على لنحصل بوھر مدارات في الإلكترون سرعة حساب یمكن كذلك

(1.42) vn =
1

n

Ze2

4πϵ0~
=
Zαc

n
,

الكلیة الطاقة علاقة من تُعْطى التي و المدار طاقة علاقة ھي و علاقة، أھم إلى لننتھي

E = K + V (r) =
1

2
mv2

n +

(
1

4πϵ0

−Ze2

rn

)
.

على نحصل (1.42) و (1.38) العلاقات من بالتعویض

(1.43) En = − m

2n2

(
Ze2

4πϵ0~

)2

= −Z
2α2mc2

2n2
.
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E (eV) n

1

2

3

8

−13.6

−3.40

−1.51
0

الھیدروجین. لذرة الطاقات لمستوى توضیحي رسم :(1.24) شكل

تصبح أعلاه الطاقة علاقة (Z = 1) الھیدروجین لذرة

En =
−13.6 eV

n2
.

إن .(1.43) العلاقة في الطاقة تكمیة إلى أدى (1.36) العلاقة حسب المداري الزاوي العزم quantization تكمیة إن
الإرتباط، حالة تعني التي و السالبة الإشارة بسبب و الشكل، من .(1.24) الشكل في موضحة الطاقة تكمیة معلومات
و سالبیة أقل الطاقة تصبح n الكمي العدد یزداد عندما .n = 1 الأصغر الكمي العدد عند تحدث طاقة أقل أن نجد
لذرة إستقراراً الأكثر ھي طاقة أقل حالة إن المالانھایة. من n تقترب عندما الصفر من تقترب أن إلى قیمتھا تزداد
كالتالي: نلخصھا رئیسة، نجاحات ثلاث بوھر نظریة حققت لقد الأرضیة. الحالة إسم علیھا یطلق لھذا الھیدروجین،

الذرات و (Z = 1) الھیدروجین ذرة أطیاف طاقة و بتردد عالیة بدقة التنبأ من النظریة ھذه إستطاعت .1
من یتبع حیث .(Z = 2) He+ الھیلیوم أیون مثل hydrogen-like atoms الھیدروجین لذرة المثیلة
من الإلكترون إنتقال من الناتج الإنبعاث تردد أن (1.43) الطاقة علاقة و (1.37) العلاقة و 3 رقم الفرضیة

یصبح Ef طاقتھا نھائیة حالة إلى Ei طاقتھا إبتدائیة حالة

ν =
Z2α2mc2

4π~

(
1

n2
f

− 1

n2
i

)
,

الطیفي للشعاع الموجي الطول فإن بالتالي و

(1.44) 1

λ
=
Z2α2mc2

4π~c

(
1

n2
f

− 1

n2
i

)
,

الثابت أن بل ،(1.34) علاقة نفس تعطي التي و

α2mc2

4π~c
= 1.0973731× 107m−1,

عالیة. بدقة و رایدبرج ثابت قیمة نفسھ ھو
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الكلاسیكیة النتائج أن ینصعلى الذي و correspondence principle التقابل مبدأ تحقق بوھر نظریة إن .2
بعبارة أو الكبیرة. الكمیة الأعداد حدود عند ذلك و الكمیة النتائج من خاصة كحالة مُتَضمْنة تكون أن یجب
.(n → ∞ عندما (ھنا الكبیرة الكمیة الأعداد حدود عند الكلاسیكیة للنتائج تؤول الكمیة النتائج أخرى
جدأً، كبیر n أن حیث ،n إلى n + 1 حالة من ینتقل إلكترون تردد نقارن أن یمكن النقطة ھذه لتوضیح
إلكترون عن التعبیر یمكن كلاسیكیة). زاویة (عزوم جداً كبیرة زاویة عزوم لھ لإلكترون الكلاسیكي بالتردد
n تكون عندما (1.36) العلاقة من جدأً. كبیر n رئیسي كمي عدد عند مرتبط بإلكترون كبیرة زاویة بعزوم
في یتحرك إلكترون فإن لھذا مكماة. غیر L فإن بالتالي و L ≫ ~ یحقق L الزاوي العزم فإن جدأً كبیرة

الكلاسیكیة العلاقة من یعطى νcl تردد لھا أشعة سیشع v بسرعة دائري مدار

(1.45) νcl =
v

2πr
=
Zαc

n

Zαmc2

2πn2~c
=
Z2α2mc2

2πn3~
,

الإنتقال عن الناتج الإشعاع تردد بالمقابل، .(1.42) بالعلاقة v و (1.38) بالعلاقة r قیمة عن عوضنا حیث
لیصبح (1.44) العلاقة من یُعْطَى n إلى n+ 1 من

ν =
Z2α2mc2

4π~

(
1

n2
− 1

(n+ 1)2

)
=
Z2α2mc2

4π~

1

n2

[
1− 1

(1 + 1
n
)2

]
.

مفكوك بإستخدام یُفًك أن یمكن أعلاه المعادلة في الأیمن الطرف أقصى في المربعین القوسین بین الثاني الحد
على لنحصل جداًً) صغیرة 1/n بالتالي و جدأً كبیرة n إعتبرنا (لأننا الحدین ذو

ν =
Z2α2mc2

4π~n2

[
1−

(
1 +

1

n

)−2
]
≈ Z2α2mc2

4π~n2

[
1−

(
1− 2

1

n
+ · · ·

)]
.

على نحصل التبسیط بعد

(1.46) ν ≈ Z2α2mc2

2πn3~
,

من للإنتقال المصاحب التردد أن تعني و جداً ھامة نتیجة ھذه .(1.45) الكلاسیكي التردد علاقة نفس ھي و
لایوجد n إلى n+ 2 من للإنتقال المصاحب الإشعاع بالمقابل رئیسي. كلاسیكي تردد یقابلھ n إلى n+ 1
للمدارات بھ مسموح غیر فإنھ لھذا التقابل، مبدأ لایحقق الإنتقال ھذا بالتالي و الكلاسیكیة الترددات من مایقابلھ
الكمیة للإنتقالات selection rule إصطفاء قاعدة أو خیارات قاعدة علینا فرض التقابل مبدأ إذاً الدائریة.

بوھر. نموذج في

المدارات في تطبیقھ إن أخرى. حالات في أیضاً ینطبق (1.36) المداري الزاوي العزم تكمیة شرط إن .3
و شتیرن بتجربة عملیاً إثباتھ تم قد و للھیدروجین المماثلة الذرات لطیف أكمل صورة یعطي البیضاویة
المتعادلة الفضة ذرات من شعاع أُدخل التجربة ھذه في 1922م. عام في Stern and Gerlach جیرلاخ
مجال إلى ،µL magnetic dipole moment مغناطیسیة قطبیة ثنائي لعزم بإمتلاكھا المعروف و
الشكل في موضح ھو كما ،B = Bzk̂ inhomogeneous magnetic field متجانس غیر مغناطیسي
كالتالي الكھرومغناطیسیة النظریة من تُعطى µL العزم متجھ مع B المجال تفاعل جھد طاقة إن .(1.25)

(1.47) V = −µL ·B,

العلاقة من تُعطى الشعاع على تؤثر التي القوة فإن بھذا و

F = −∇V = µLz
dBz

dz
,

خلال أنھ بحیث الكفایة فیھ بما سریع فعل كرد z محور حول µL العزم متجھ precess تَرنُّحْ إلى یؤدي ھذا
مع تتناسب µL أن بما .µLy و µLx المركبات تختفي المغناطیس قطبي عبر یمر أن للشعاع اللازم الزمن
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الفضة بخار على للحصول فرن نستخدم حیث Stern-Gerlach شتیرن-جیرلاخ تجربة أدوات :(1.25) شكل
نحصل كي الأطراف مدببي مغناطیسیین قطبین إلى ثم من و مجمع حاجز خلال من یمر المتعادل للشعاع كمصدر
تفاعل عن الناتجة القوة بفعل المتعادلة الفضة ذرات شعاع إنقسام ذلك عن ینتج متجانس. غیر مغناطیسي مجال على
للذرات. الزاوي العزم على تعتمد التي و الفضة لذرات المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم مع المغناطیسي المجال

فوتوجرافي. لوح على یُرْصَدا المنقسمین الشعاعین

،+L و −L بین ،Lz ،z محور على مساقطھا مقادیر تتراوح التي و L الفضة لذرات الزاوي العزم متجھ
مكماه L كانت لو المستقیم. الأصلي إتجاھھ عن الشعاع بصرف z محور بإتجاه القوة ستقوم بالتالي فإنھ
على Lz لـ الممكنة القیم تقابل التي و z محور طول على متقطعة نقاط عند ستتموضع المنحرفة الأشعة فإن
لاحقاً، .(1.25) الشكل في موضح ھو كما منفصلین، شعاعین إلى إنفلق الفضة شعاع أن وجد لقد . z محور
للمجال الفضة ذرات من تعرضشعاع لدى و 1/2 یساوي كمي عدد لھ الفضة لذرة الزاوي العزم أن عرفنا
العزوم أن یثبت مما −1/2 و 1/2 المجال، إتجاه على كمیین مسقطین لھ الزاوي العزم فإن المغناطیسي

مكماة. الزاویة

سبیل على الذریة. الطیفیة الظواھر من العدید تفسیر في فشلت إنھا إلا بوھر لنظریة السابقة النجاحات من بالرغم
النظریة تفسر لم كذلك الذري. الطیف (لمعان) خطوط شدة في الإختلاف تفسیر من بوھر نموذج یستطیع لم المثال
كذلك .Zeeman effect زیمان بأثر یُعْرَف فیما المغناطیسي، المجال تأثیر تحت الطیف خطوط إنقسام ظاھرة

الإلكترونات. المتعددة الذرات على تطبیقھ لایمكن و للھیدروجین المثیلة للذرات فقط یعمل بسیط بوھر نموذج

تمارین و أسئلة 1.9

لحساب النتیجة ھذه إستخدم .∆λ الموجي الطول فترة في الطاقة كثافة إحسب ،(1.12) العلاقة من :(1.7) سؤال
و λmax ∝ 1/T أن أي الحرارة درجة مع عكسیاً تتناسب λmax أن أثبت شدة. أعلى تعطي التي و λmax قیمة
.6000◦K الشمس سطح حرارة درجة أن علمت إذا الشمسي للإشعاع λmax إحسب منھا و التناسب. ثابت إحسب

♢ .(5− x = 5e−x المعادلة في x قیمة حل إلى ستحتاج التناسب ثابت إیجاد (عند

وجد و البوتاسیوم من سطح على نانومتر 350 موجتھا طول البنفسجیة، فوق أشعة سقطت إذا :(1.8) سؤال
♢ للبوتاسیوم؟ الشغل دالة أوجد ،1.6 eV تساوي الضوئي للإلكترون القصوى الطاقة أن



1.9 تمارین و أسئلة 35

موجتھ طول لشعاع 2.3 eV تساوي الألمنیوم من الضوئي للإلكترون القصوى الطاقة أن وجد :(1.9) سؤال
الشغل دالة و بلانك ثابت إحسب البیانات ھذه من ،258 nm موجتھ طول لشعاع 0.90 eV و نانومتر، 200

♢ للألمنیوم.

لفقد ممكنة قیمة أعلى ماھي السكون. حالة في ببروتون یصطدم 100 MeV طاقتھ فوتون :(1.10) سؤال
♢ للفوتون؟ الطاقة

. 90◦ بزاویة الفوتون لیتشتت السكون حالة في بإلكترون یصطدم 100 keV طاقتھ فوتون :(1.11) سؤال
♢ إرتداده؟ إتجاه ماھو و eV بوحدة التصادم بعد الإلكترون طاقة ماھي و التصادم؟ بعد الطاقة ھي ما

التشتت قبل x أشعة طاقة ماھي السكون. حالة في إلكترونات على یتشتت x أشعة من شعاع :(1.12) سؤال
♢ أنجستروم؟ 0.035 ھو 60◦ التشتت زاویة عند موجتھا طول كان إذا

إلكترونات، (أ) للـ اللازمة الطاقة مقدار ماھو نانومتر. 0.32 أسطحھا بین المسافة إفترضبلورة :(1.13) سؤال
♢ عظمى؟ تداخل أھداب ثلاث أول نلحظ كي ألفا، جسیمات (ب)

نانومتر، 15 (أ) حدود في مسافات لتحلیل إلكتروني مجھر في اللازمة الإلكترون طاقة ماھي :(1.14) سؤال
♢ نانومتر؟ 0.5 (ب)

دائري مسار في لإلكترون موقوفة موجیة حالة عن عبارة الھیدروجین ذرة أن فرضنا إذا :(1.15) سؤال
♢ الفرض. ھذا من بوھر نتائج إستنتج الموجیة. للأطوال صحیحة بمضاعفات

0.5 موجتھا طول x أشعة عن كشفنا و بلورة، في متتالیین سطحین بین المسافة قیاس أردنا إذا :(1.16) سؤال
♢ الثانیة؟ العظمى القیمة زاویة ھي ما المسافة؟ ھذه ھي ما ،5◦ زاویة عند أنجستروم

p2/2m+ طاقتھ كانت إذا التوافقي، المتذبذب مستویات طاقة لحساب بوھر تكمیات إستخدم :(1.17) سؤال
رایدبرج لصیغة مشابھھ صیغة أستنتج و دائریة المدارات إعتبر .mω2r ھي المرجعة القوة أن حیث ،mω2r2/2

♢ الزاوي. العزم تكمیة في المستخدم n الكمي العدد قیم لكل ینطبق التقابل مبدأ أن أثبت .(1.34)

لھذا المستویات طاقة لحساب بوھر تكمیات إستخدم .V (r) = V0

(
r
a

)k
التالي الجھد إعتبر :(1.18) سؤال

♢ .En ≈ Cn2 تقارب الطاقة ان بین و الجھد ھذا صیغة أرسم جداً. كبیرة k أن إعتبار مع الجھد،
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2
الحر للجسیم الموجي التمثیل و الموجیة المیكانیكا أسس

Wave mechanics for free particle

Wave packets الموجیة الحزم 2.1

الفیزیاء فشلت التي و العشرین القرن بدایات في أجریت التي الأساسیة التجارب بعض راجعنا السابق الفصل في
طیف تفسیر تم فقد الموجیة. للطبیعة و المادة لتصرف تصوراتھم بمراجعة العلماء بدأ عندھا تفسیرھا. من الكلاسیكیة
(جسیمات). كمات من یتكون الضوء إعتبار على بناء كومبتون أثر و الكھروضوئیة الظاھرة و الأسود الجسم إشعاع
للتساؤل: العلماء حدا ھذا موجیة. طبیعة للجسیمات أن أعتبر و دبرولي مبدأ دافیسون-جرامر تجربة أثبتت بالمقابل

تحویھا؟ التي المعلومات ماھي و سعاتھا تعني ماذا وجد وإن موجیة؟ معادلة للجسیمات یوجد ھل
الجسیمات. یشمل تعمیم بإیجاد نقوم و الموجیة المیكانیكا علیھا بنیت التي الأسس نراجع التساؤلات ھذه على للإجابة

تعطى v مقدارھا بسرعة الفضاء في تنتشر لموجة الموجیة المعادلة ان نتذكر

(2.1) ∇2f =
1

v2

∂2f

∂t2
.

ھو المعادلة لھذه العام الحل فإن الموجب، x إتجاه في تنتشر مستویة لموجة

(2.2) f(x, t) = gke
i(kx−ωt),

plane wave المستویة الموجة یسمى البسیط الحل ھذا سعتھا. gk و الموجي، عددھا k الموجة، تردد ھو ω حیث
الموجة كانت إذا .phase velocity الطور بسرعة أیضاً وتعرف v = ω/k بـ تعطى الإنتشار سرعة أن حیث و

بالشكل الحل نكتب فإننا ،x لـ الموجب و السالب الإتجاه في تنتشر

(2.3) f(x, t) = gke
i(kx−ωt) + g′ke

i(kx+ωt).

ترددات ذات موجات عدة تراكب طریق عن localized wave packet محلیة موجیة حزمة تكون حالة في
للموجات الخطي بالمجموع عنھا یعبر الحزمة فإن ،linear superposition الخطي التراكب ینصمبدأ كما مختلفة

أن أي الجزئیة،
(2.4) f(x, t) =

∑
n

gkne
i(knx−ω(kn)t),

المغناطیسیة و الكھربائیة مركبتیھ أن حیث الضوء، إنتشار الموجیة الحزم على الأمثلة أحد .kn لـ دالة ھي ω حیث
أن أي (2.1) الموجیة المعادلة تتبعان

(2.5) ∇2E =
1

c2
∂2E
∂t2

; ∇2B =
1

c2
∂2B
∂t2

,
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كالتالي تعطى n بالإتجاه مستقطبة و ،k بإتجاه تنتشر اللون، وحیدة مستویة، كھرومغناطیسیة لموجة العام الحل و

(2.6) E = E0e
i(k·r−ωt)n; B = B0e

i(k·r−ωt)(n× k),

أثبتت كما موجیة. حزم لیصنع یتراكب حیث كموجات یتصرف الضوء .c = ω/k كذلك و B0 = E0/c حیث
كموجات تتصرف الجسیمات فإن دیبرولي- مبدأ –وحسب بالمقابل كجسیمات. یتصرف كذلك الضوء أن التجارب
المعادلة عن البحث العلماء بدأ لھذا كتل. لھا الجسیمات لأن الضوء بسرعة تنتشر لا أنھا غیر تماماً، الضوء مثل
المعادلة أن لأحظ الجسیم. عن الدینامیكیة المعلومات جمیع تحوي حلھا) (أو سعتھا ستكون التي و للجسیمات الموجیة
الخطي المجموع فإن مستقل، حل من أكثر المعادلة لھذه وجد إذا أنھ أي خطیة، تكون أن یجب الجسیمیة الموجیة

الفیزیاء. مباديء من أساسي مبدأ ھو و الخطي، التراكب شرط لتحقیق وذلك حل أیضاً للحلول
یمكن (2.4) المعادلة في

∑
n المجموع فإن حزمة، لتكوین المستویة الضوئیة الموجات من كبیر عدد تراكب عند

على لنحصل بالتكامل، عنھا یُستَعاض أن

(2.7) f(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
g(k)ei(kx−ωt)dk,

قیمة یعطي فورییر تحویل بالمقابل فورییر. تحویلات تطبیق عند التناظر أجل من 1/
√

2π الثابت أضیف حیث
كالتالي g(k)

(2.8) g(k, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−i(kx−ωt)dx.

ثم e−ik′x بـ ذلك بعد نضرب و f(x) = f(x, 0) الزمن عن المستقل الشكل على الدالة بكتابة أولاً تم ھنا التحویل
.f(x) بمعلومیة g(k) على نحصل بالتالي و دلتا دیراك لدالة تمثیل على نحصل حیث x لـ بالنسبة الطرفین نكامل

.eiωt بـ الأیمن الطرف نضرب g(k, t) الزمن على المعتمدة الدالة على للحصول

♢ (2.7)؟ العلاقة من (2.8) العلاقة أثبت فورییر تحویلات بإستخدام :(2.1) سؤال

على نحصل فإننا g(k) = k أعتبرنا لو ،(2.7) المعادلة في

f(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
kei(kx−ωt)dk =

1√
2π

∫ +∞

−∞

(
−i ∂
∂x

)
ei(kx−ωt)dk.

في و بالمقابل .x−space الأحداثیات فضاء في −i∂/∂x التفاضلي بالمؤثر عنھا التعویض یمكن k قیمة أن نجد
على نحصل فإننا f(x) = x أعتبرنا لو ،(2.8) المعادلة

g(k, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
xe−i(kx−ωt)dx =

1√
2π

∫ +∞

−∞

(
i
∂

∂k

)
e−i(kx−ωt)dx.

الموجیة الحزمة ھذه تنتشر كیف ھو الآن السؤال .i∂/∂k تفاضلي كمؤثر k فضاء في تظھر x المتغیر قیمة إذًا
على جزئیة موجة كل إنتشار دراسة ثم g(k) معرفة أولاً علینا یحتم الجواب ,f(x؟ t) بـ سعتھا تعطى التي و
سرعة تمثل أنھا حیث تختلف الحزمة سرعة لكن .vi = ωi/ki تساوي i جزئیة موجة لكل الطوریة السرعة حدة.

.group velocity vg المجموعة
الموجات مثل ،(2.1) الموجیة المعادلة تتبع التي و non-dispersive waves التفرق عدیمة الموجات حالة في
الجزئیة الموجات سرعات لأن الطور سرعة نفسھا ھي المجموعة سرعة فإن الفراغ، في المنتشرة الكھرومغناطیسیة
الضوئیة للحزم (2.7) معادلة لتصبح .ω = kc فإن علیھ و .c الضوء بسرعة جمیعھا تنتشر حیث ثابتة و متساویة

كالتالي

f(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
g(k)eik(x−ct)dk =

1√
2π

∫ +∞

−∞
g(k)eikx

′
dk = f(x′, 0),
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group velocity

phase velocity

.(group velocity) المجموعة سرعة و (phase velocity ) الطور سرعة :(2.1) شكل

فإن لھذا .x = ct النقطة من بل x = 0 الأصل نقطة لیست نقطة من تنتشر موجة یمثل ھذا .x′ = x− ct حیث
مقدارھا و متساویة طور سرعة و مجموعة بسرعة تشوھات أیة بدون الفراغ في تنتشر الكھرومغناطیسیة الحزمة

ثابتة. و متساویة الجزئیة الموجات سرعة كانت إذا فقط یحدث ھذا .c
من نتطلب أن لایمكن لذلك كتلة. لھ الجسیم لأن الضوء سرعة إلى تصل أن لایمكن الجسیم تصف التي الموجة لكن
الموجات إسم الموجات من النوع ھذا على نطلق الجزئیة. الموجات لحزمة الطور سرعة تساوي أن الحزمة سرعة
بالسرعات. الجزئیة الموجات تفرق بسبب الإنتشار إثناء الشكل في تتغیر الحزمة لأن dispersive waves المتفرقة
.g(k) للدالة عامة صیغة كذلك یوجد لا و ω(k) الدالة شكل عموماًً لانعلم لكن .k لـ دالة ω ستصبح الحالة ھذه في
و حساب یمكن كیف و الكلاسیكیة؟ الجسیم سرعة تمثل التي و للحزمة السرعة ماھي تساؤلات: عدة أمام نحن إذاً

g(k)؟ و ω(k) المقادیر تحدید
حر. كلاسیكي جسیم حالة: أبسط إذاً لنأخذ خاصة. حالات نفرض أن علینا یجب أعلاه التساؤلات على للإجابة

بـ و نسبیة غیر حركتھ كان إذا E = p2/2m بـ كلاسیكیاً الحر الجسیم طاقة عن یعبر

E =
√
p2c2 +m2c4

particle's الكلاسیكیة vp الجسیم سرعة حساب یمكننا ھامیلتون-جاكوبي معادلة من نسبیة. الدینامیكا كان إذا
كالتالي classical velocity

(2.9) vp =
dE

dp
,

تصبح النسبیة غیر الكلاسیكیة الحر الجسیم سرعة فإن علیھ و

(2.10) vp =
p

m
.

الجسیم سرعة كانت لو أما .p = mvp الحركة لكمیة نیوتن صیغة مع تتفق (2.10) النسبیة غیر الكلاسیكیة النتیجة
النسبیة الجسیم سرعة علاقة على لنحصل (2.9) علاقة من تُحْسَب أن یمكن فإنھ نسبیة، الحر

(2.11) vp =
pc2

E
.

أن حیث ،E = γmc2 و p = γmvp أن علمنا إذا (2.11) النسبیة النتیجة إختبار یمكن أخرى مرة

γ =
1√

1− (vp/c)2
,
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أن لنجد
pc2

E
=
γmvpc

2

γmc2
= vp.

لنحصل k = 2π/λ الموجي عددھا و ω = 2πν الزاوي ترددھا لحزمة دبرولي علاقة و بلانك تكمیة وظفنا لو
منھا نستطیع الترتیب. على ،p = h/λ = ~k و E = hν = ~ω كالتالي الحزمة ھذه حركة كمیة و طاقة على

الحر الجسیم تصف التي للحزمة phase velocity الطور سرعة إیجاد إذاً

(2.12) v =
ω

k
=
~ω

~k
=
E

p
.

تصبح (2.12) العلاقة في الطور سرعة فإن النسبي، غیر الحر للجسیم

v =
E

p
=
p2/2m

p
=

p

2m
=

1

2
vp,

الكلاسیكیة. سرعتھ من 50% بـ أقل لھ الحزمة طور سرعة النسبیة غیر السرعات عند الحر الجسیم أن تعني التي و
تصبح الحالة ھذه في حزمتھ طور سرعة لأن النسبي، الحر الجسیم حالة في أسوء الأمر

v =
E

p
=
γmc2

γmvp
=
c2

vp
> c,

ھذا الخاصة. للنسبیة الأولي المسلمة بالطبع یناقض ھذا الضوء! سرعة من أعلى الطور سرعة أن یعني الذي و
سرعة لاتمثل الطور سرعة بأن أعلاه النقاش مع یتفق vp للجسیم الكلاسیكیة السرعة و v الطور سرعة التناقضبین
الموجیة للحزمة المجموعة لسرعة مناسب تعبیر عن البحث إذاً علینا صحیح. فیزیائي معنى أي لاتحمل و الجسیم

الكلاسیكیة. الجسیم سرعة لتمثل
الدینامیكیة الشروط و f(x, t) السعة متطلبات من g(k) و ω(k) للدالتین مناسب تعبیر إیجاد یجب البدایة في
في very localized جدا محلیة g(k) حزمة سنختار لھذا الحر. الكلاسیكي الجسیم میكانیكیة على تنطبق التي و
فضاء في متمركزة f(x, t) السعة أن لایعني ھذا الحال بطبیعة .k0 ثابتة قیمة حول متمركزة تكون بحیث k فضاء

.x−space الأحداثیات

متمركزة و جداً محلیة حر كلاسیكي جسیم تصف التي و k فضاء في الحزمة أن أعتبرنا لماذا :(2.2) سؤال
♢ ثابتة؟ قیمة حول

الجاوسیة الدالة ھي k فضاء في k0 ثابتة قیمة حول متمركزة لحزمة تمثیل أبسط إن

(2.13) g(k) = e−α(k−k0)2 ,

Taylor تایلور مفكوك إستخدام یمكننا .k0 حول g(k) تمركز زاد α قیمة زادت كلما جداً. كبیرة و حقیقیة α حیث
على نحصل حیث ،k = k0 النقطة حول ω(k) لـ تقریبي تعبیر لإیجاد expansion

(2.14) ω(k) ≈ ω(k0) + (k − k0)

(
dω

dk

)
k=k0

+
1

2
(k − k0)

2

(
d2ω

dk2

)
k=k0

+ . . . ,

و (2.7) المعادلة في ω(k) عن بالتعویض فوق. ما و الثالثة الرتبة من الحدود أھملنا k0 حول التمركز بسبب
على نحصل (2.13) التمثیل إستخدام

f(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−α(k−k0)2e

i

[
kx−

(
ω(k0)+(k−k0)( dωdk )k0

+ 1
2
(k−k0)2

(
d2ω
dk2

)
k0

+...

)
t

]
dk.
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k0 k

g(k)

.k فضاء في ثابتة قیمة حول المتمركزة و المحلیة الموجیة الحزمة :(2.2) شكل

على نحصل e−ik0x و eik0x بـ أعلاه المعادلة ضربنا لو

f(x, t) =
ei[k0x−ω(k0)t]

√
2π

∫ +∞

−∞
e−α(k−k0)2e

i

{
(k−k0)x−

[
(k−k0)( dωdk )k0

+ 1
2
(k−k0)2

(
d2ω
dk2

)
k0

+...

]
t

}
dk.

على نحصل أعلاه المعادلة في بالتعویض ،dk′ = dk أن لاحظ ،k′ = k − k0 نأخذ

f(x, t) =
ei[k0x−ω(k0)t]

√
2π

∫ +∞

−∞
e−αk

′2
e
i

[
k′x−k′( dωdk )k0

t− 1
2
k′2
(
d2ω
dk2

)
k0

t−...
]
dk′.

على نحصل بالترتیب

f(x, t) ≈ ei[k0x−ω(k0)t]

√
2π

∫ +∞

−∞
e−αk

′2
e
ik′
[
x−( dωdk )k0

t

]
e
− i

2

[
k′2
(
d2ω
dk2

)
k0

t

]
dk′.

قیمة یمثل e
− i

2

[
k′2(d2ω/dk2)

k0
t

]
المعامل فإن بالمقابل .eik′(x−vt) المعامل یطابق eik

′[x−(dω/dk)k0
t] المعامل

كالتالي المجموعة سرعة مایسمى أو الحزمة سرعة نعرف ھذا على بناء الطور. إزاحة أو الطور

(2.15) vg =

(
dω

dk

)
k=k0

,

كالتالي β المعامل نعرف كذلك

(2.16) β =
1

2

(
d2ω

dk2

)
k=k0

,

على لنحصل

(2.17) f(x, t) ≈ ei[k0x−ω(k0)t]

√
2π

∫ +∞

−∞
eik
′(x−vgt)e−(α+iβt)k′2dk′,
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بالشكل یكتب أن یمكن أو

f(x, t) ≈ ei[k0x−ω(k0)t]

√
2π

∫ +∞

−∞
y(k′, t)eik

′(x−vgt)dk′ = ei[k0x−ω(k0)t]f(x− vgt, 0),

أن إعتبرنا حیث
y(k′, t) = e−(α+iβt)k′2 = g(k′)e−iβtk

′2
,

مع متذبذب و مركب عرضھا یجعل مما e−iβtk′2 الطور معامل بقیمة مضروبة g(k) تكافئ جاوسیة دالة أنھا أي
الدقة تغیر لایعني الزمن مع y(k′, t) الموجي العدد سعة دالة عرض تغیر لكن .βk′2 مقداره زاوي بتردد الزمن
ثابتاً یبقى بدوره الذي و ،|y(k′, t)|2 للشدة التوزیع دالة عرض على تعتمد الدقة ھذه لأن الموجي، العدد قیاس في

لأن ذلك و تغیر بدون

|y(k′, t)|2 = y∗(k′, t)y(k′, t) = e−2αk′2 = |g(k)|2.

بالنسبة الدقة فإن موقعھ) عن معلومات نفقد (وبالتالي الفضاء في الحر الجسیم إنتشر و الزمن تقدم كلما أخرى بعبارة
الزمن. مع لاتتغیر |y(k′, t)|2 الجاوسیة الدالة بعرض عنھا یُعَبر التي و حركتھ، كمیة بالتالي و الموجي لعدده
ھام صغیرة β إعتبار إن .limβ→0 y(k

′) = g(k) أن نلاحظ كذلك .y(k′, 0) = g(k′) أن أیضاً الواضح من
العلاقة خلال من الموجي بالعدد ترتبط الحركة كمیة بأن دبرولي، مبدأ من نؤكد أخرى مرة أعلاه. التكامل لحل جدأ

.p = ~k

و (2.17) في ei[k0x−ω(k0)t] الطور معامل عن النظر فبغض ،f(x, t) الجسیم سعة دالة في الحال ھو كذلك
أن حیث الحزمة شدة قیمة یغیر لن الذي

|f(x, t)|2 = |f(x− vgt, 0)|2,

المجموعة سرعة أن من بالتأكد سنقوم لاحقاً الطور. بسرعة لیس و vg المجموعة بسرعة تنتقل الموجیة الحزمة فإن
لسعة ریاضي تعبیر على للحصول (2.17) في التكامل قیمة حساب نرید أولاً لكن الكلاسیكیة. الجسیم سرعة تمثل

. f(x, t) الحزمة
على لنحصل α > βt أن بشرط حسابھا یمكن التكامل قیمة ∫إن +∞

−∞
eik
′(x−vgt)e−(α+iβt)k′2dk′ =

√
π

α+ iβt
e
−(x−vgt)2

4(α+iβt) ,

نحصل كي جداً كبیرة α أن مسبقاً إشترطنا إننا لاحظ .
√

2(α+ iβt) عرضھا جاوسیة سعة دالة ستعطي التي و
إذاً تصبح الحزمة سعة متمركزة. حزمة على

(2.18) f(x, t) ≈ 1√
2(α+ iβt)

e
−(x−vgt)2

4(α+iβt) ei[k0x−ω(k0)t],

الإعتماد لاحظ .vg بسرعة تنتشر و ω(k0) ترددھا مستویة لموجة x فضاء في لكن و متمركزة حزمة تمثل والتي
واحد بعد في الحزمة إنتشار یُظْھِر (2.3) شكل تخیلیة. قیم على إحتوائھا و الإحداثیات و الزمن على للسعة الصریح
الزمن، مع تغیرھا معرفة و الحزمة دینامیكیة لدراسة .(2.18) المعادلة تبین كما متعاقبة أزمنة عند الموجب x بإتجاه

من تُعْطى التي و |f(x, t)|2 الحزمة لسعة الحقیقیة القیمة حساب إلى نحتاج

|f(x, t)|2 = f(x, t)f ∗(x, t),

على لنحصل

|f(x, t)|2 ≈

 1√
2(α+ iβt)

e
−(x−vgt)2

4(α+iβt) ei[k0x−ω(k0)t]

 1√
2(α− iβt)

e
−(x−vgt)2

4(α−iβt) e−i[k0x−ω(k0)t]

 .



2.1 Wave packets الموجیة الحزم 43

x

f (x,t=0)

f (x,t=1)

f (x,t=2)

f (x,t=3)

f (x,t=4)

f (x,t=5)

f (x,t=6)

و الحزمة عرض إزدیاد لاحظ الفضاء. في (2.18) المعادلة في الموجیة الحزمة إنتقال و إنتشار :(2.3) شكل
أسفل. إلى أعلى من یزداد الزمن الموجب. x بإتجاه واحد بعد في إنتقالھا أثناء الزمن إزدیاد مع السعة إنخفاض
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ضرب عن الناتج الأسس جمع مقدار أن لاحظ الموجیة. للحزمة الشدة توزیع یمثل السعة مربع |f(x, t)|2 المقدار
یصبح الأساس

−(x− vgt)2

4(α+ iβt)
+
−(x− vgt)2

4(α− iβt)
=
−(x− vgt)2

4

(
1

α+ iβt
+

1

α− iβt

)
=
−α(x− vgt)2

2(α2 + β2t2)
,

كالتالي یُعْطَى الحزمة شدة توزیع عند لننتھي

(2.19) |f(x, t)|2 ≈ 1

2
√

(α2 + β2t2)
e
−α(x−vgt)2

2(α2+β2t2) .

جاوس، لدالة العیاري الشكل مع الحزمة شدة بمقارنة الزمن. مع یتغیر الحزمة عرضشدة أن بالملاحظة الجدیر من
من یُعْطَى الذي و

e−(x−⟨x⟩)2/2σ2

,

التفاوت، أو standard deviation المعیاري الإنحراف تمثل ھنا σ و التوزیع، قیمة متوسط تمثل ⟨x⟩ أن حیث
التالیة بالعلاقة جبریاً تُعَرف

(2.20) σ = ∆x ≡
√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2,

یُعْطى (2.19) العلاقة في ∆x الحزمة شدة توزیع عرض أن إذاً نجد التوزیع. دالة عرض مع یتناسب ھندسیاً و
كالتالي

(2.21) ∆x =

√
α2 + β2t2

α
=
√
α

1 +

(
βt

α

)2
1/2

.

spreading الإنتشار توزیع یحدث بالتالي و ∆x الحزم شدة توزیع عرض زاد t الزمن زاد كلما أنھ الواضح من
مع تنخفض (2.19) المعادلة في الشدة كذلك أكبر. α كانت إذا أصغر سیكون الحزمة إنتشار معدل إن للحزمة.
الزمن مع الشدة إنخفاض و الحزمة عرضشدة إزدیاد .(α2 +β2t2)−1/2 المعامل على الشدة إعتماد بسبب الزمن

.(2.4) شكل في موضح

و متذبذبة (2.3) شكل في الحزمة سعة بینما جاوسیة (2.4) شكل في الحزمة شدة تظھر لماذا :(2.3) سؤال
♢ متخامدة؟

أنھا نجد التي و |g(k)|2 بحساب ذلك و k فضاء في الحزمة شدة عرض إیجاد الطریقة بنفس یمكن

|g(k)|2 = e−2α(k−k0)2 ,

∆k بالرمز لھ یرمز الذي و k فضاء في الحزمة شدة عرض نجد جاوس لدالة العیاري الشكل مع مقارنتھا لدى
یصبح

(2.22) ∆k =
1

2
√
α
.

♢ الزمن؟ مع تتغیر لا و ثابتة الحر الكلاسیكي للجسیم |g(k)|2 عرض أن في السبب وضح :(2.4) سؤال

لنحصل مباشرة حسابھ یمكن k و x حساب في الدقة عدم أو الإنحراف یمثل الذي x∆k∆و الضرب حاصل إن
على

(2.23) ∆x∆k =
1

2

1 +

(
βt

α

)2
1/2

.
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لحزمة ثوان) 6 إلى ثانیة 0) مختلفة أزمنة عند x لـ كدالة الموجیة الحزمة شدة وسعة عرض تغیر :(2.4) شكل
م/ث. 8 مقدارھا مجموعة بسرعة و الأصل نقطة من إبتداءً +x بإتجاه تتحرك

عام بشكل أو
(2.24) ∆x∆k ≥ 1

2
,

.t = 0 عندما فقط تحدث المساوة أن حیث
سرعة علاقة في p = ~k دبرولي علاقة و E = ~ω بلانك علاقة بإستخدام السرعة. قضیة إلى الآن نعود

تُعْطِي المجموعة سرعة أن نجد ،(2.15) المجموعة

(2.25) vg =
dω

dk
=
d(~ω)

d(~k)
=
dE

dp
= vp,

الكلاسیكیة. الجسیم سرعة نفسھا ھي

أن أي الصفر إلى التوزیع عرض یؤول عندما جاوس توزیع نفس ھو دیراك دالة تمثبلات أحد :(2.5) سؤال

δ(k − k0) = lim
σ→0

1√
2πσ2

e−(k−k0)2/2σ2

كانت لو فیما f(x, t) الحزمة سعة قیمة ماھي بدقة. k قیم تحدید یعني g(k) للحزمة دیراك تمثیل بالتالي و
♢ g(k)؟ الحزمة عن للتعبیر دیراك دالة إختیارنا لدى الفیزیائي المعنى ماھو و g(k) = δ(k − k0)

The uncertainty principle الیقین عدم مبدأ 2.2

من فإنھ ،dω/dk مجموعة سرعة و ω تردد و k موجي عدد لھا الزمن، مع تتوزع موجیة حزمة عن عوضاُ
مجموعة بسرعة و E طاقة و p حركة بكمیة تتوزع موجیة بحزمة الحر الكلاسیكي الجسیم عن التعبیر المناسب
فضاء في و ψ(x, t) بالدالة x−space الإحداثیات فضاء في للجسیم الموجیة الحزمة سعة عن عبرنا لو .dE/dp

تصبح الحزمة معادلة فإن ،ϕ(p) بالدالة p−space الحركة كمیة

(2.26) ψ(x, t) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)ei(px−Et)/~dp,
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أن إثبات یمكننا فورییر تحویل بإستخدام .E = ~ω و p = ~k أن إعتبار على

(2.27) ϕ(p, t) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ψ(x)e−i(px−Et)/~dx.

لتصبح (2.24) العلاقة نُعَمم أن یمكننا دبرولي قاعدة بإستخدام كذلك

(2.28) ∆x∆p ≥ ~
2
,

بدقة معاً إحداثیھ و حر جسیم حركة كمیة قیاس تستطیع قیاس طریقة أو تجربة توجد أن لایمكن أنھ تنصعلى التي و
القیاس. في الخطأ أزداد الزمن تقدم كلما أنھ یتضح و Heisenberg principle ھایزنبرج مبدأ یسمى ھذا مطلقة.
على إلا یُلاحظ أن لایمكن المبدأ ھذا أن تؤكد المجھریة، فوق أو الماكروسكوبیة الأبعاد مع مقارنة ~ قیمة صغر إن

الكلاسیكیة. الفیزیاء تفشل حیث فقط، (المجھریة) المیكروسكوبیة النظم
فوتوناً لیتشتت و علیھ لتسقط الفوتونات من سیل إرسال یجب حر إلكترون موقع إحداثي لمعرفة المثال سبیل فعلى
الإلكترون. ھذا فیھا یتواجد كان التي المنطقة عن كشفھ- –بعد یعلمنا إتجاه و بزاویة الحر الإلكترون ھذا على واحداً
قد بل نفسھ، الإلكترون مادة أو جسم على من حدثت إنھا لاتعني الكاشف إلى الفوتون إنعكاسیة فإن ذلك إلى بالإضافة
العرضي بالمقطع یسمى بما عنھا یعبر و التفاعل محیط تُسمى الإلكترون، بجسم محیطة مساحة على من حدثت تكون
یتواجد أن یُمكن حیز أو حجم ھو تحدیده مایمكن كل بدقة. تحدیده لایمكن للإلكترون المادي الموقع فإن لذلك للتفاعل.
سیخسر الفوتون ھذا بالمقابل، محیطھ. على من الإنعكاس حدوث قبل ذلك و نسبیاً كبیرة بإحتمالیة الإلكترون فیھ
الأصل. في محددة تكن لم التي و الأصلیة حركتھ كمیة مغیراً الحر الإلكترون إلى التشتت بعد حركتھ كمیة من جزء
تغیر قوى بالتالي و جھود تأثیر تحت تكون التي و الحرة غیر الجسیمات على أیضاً أكبر بشكل ینطبق المبدأ ھذا إن

الزمن. مع الحركة كمیة
فإن بالتالي و E = p2/2m أن نعلم الحر. للجسیم الزمن و الطاقة لیشمل ھایزنبرج مبدأ تمدید یمكن

∆E =
p

m
∆p ⇒ ∆p =

m

p
∆E.

أن نستنتج الحر للجسیم الحركة قوانین من لھذا و ثابتة p/m فإن لذلك منتظمة. سرعتھ فإن حر، الجسیم أن بما

∆x = v∆t =
p

m
∆t.

على نحصل (2.28) العلاقة في بالتعویض

(2.29) ∆E∆t ≥ ~
2
,

الزمن مع الطاقة تغیر ضرب حاصل أن بحیث زمنیة فترة خلال یحدث ان لابد الطاقة في تغیر أي أن تعني التي و
طاقتھ. النظام فیھا لیغیر النظام یحتاجھا للزمن دنیا قیمة یوجد بل لایتوقف الزمن آخر بمعنى .~/2 المقدار من أكبر
عام بشكل إثباتھا یمكن و المیكروسكوبیة الأنظمة جمیع تشمل بل الحر الجسیم على فقط لاتنطبق (2.29) علاقة

الخاصة. النسبیة بإستخدام
یظھر المبدا ھذا لھایزنبرج. التحدید عدم مبدأ في متحققة أیضاً لاتزال الجسیمیة-الموجیة الإزدواجیة طبیعة إن
single- منفرد شق على من الحیود أخذنا لو المثال سبیل فعلى الحیود. بظاھرة مایُعْرف في الموجیة الطبیعة في جلیاً
ھدبین مركزي بین المسافة أن نجد ،Fraunhofer diffraction فرانھوفر بحیود مایعرف أو slit diffraction
الأھداب عرض زاد الشق عرض صغر كلما أنھ یعني ھذا .w الشق عرض مع عكسیاً یتناسب معتمین) أو (مضیئین
central المركزي الھدب عرض في الزیادة كیفیة یوضح الذي و (2.5) الشكل في موضح ھذا الشاشة. على
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عرض صور میكرومتر. بواسطة متغیر عرضھ منفرد شق على من الھیلیوم-نیون للیزر الحیود أنماط :(2.5) شكل
عرضالشق. مع عكسیاً یتناسب النمط عرض فإن الصغیرة الزاویة تقریب حسب الصورة. یمین على موضحة الشق

."http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/phyopt/fraungeo.html" المصدر

أن نتوقع ،geometrical optics الھندسي الضوء مفھوم حسب منطقیاً، الشق. عرض في النقصان مع fringe
جداً كبیر الشق عرض كان إذا صحیح ھذا الشق! عرض تضیق مع یقل الشق خلال المار الضوء شعاع عرض
من قریب w الشق عرض یصبح عندما لكن الحیود. ملاحظة لایمكن أي ،w ≫ λ الموجي الطول مع مقارنة
حسب الشق، تضیق مع الشاشة على الاھداب إستعراض أثر نلاحظ و الحیود ملاحظة نستطیع الموجي، الطول

.physical optics الفیزیائي الضوء مایتنبأه
الموجة صدر مصطلح بإستخدام للإشعاع الموجیة الظواھر تفسیر من 1678م عام Huygens ھیجنز إستطاع لقد
في موضح ھذا ھكذا. و متقدم موجة صدر یُعطي للإشعاع ثانوي مصدر علیھ نقطة كل یعتبر الذي و wave front
الموجي. الطول من قریب عرضھا slit شق لھ حاجز على تسقط مستویة موجة صدر یوضح الذي و ،(2.6) الشكل
مقارنة الشق حواف عن البعیدة النقاط تقدم بسبب الموجة لصدر یحدث تشوه فإن بالشق الموجة صدر إرتطام لدى
یزداد تحدبھا أن أي عرضالشق، مع یتناسب التحدب قطر الموجة. صدر في تحدب إلى یؤدي مما منھ القریبة بالنقاط
في موضح ھذا الحیود. عرض زاد بالتالي و الموجة صدر تحدب زاد الشق عرض قل كلما الشق. عرض صغر مع
في منھ أقل (أ) في الموجة صدر في التحدب بالتالي و (ب) في منھ أكبر الشق عرض (أ) في حیث (2.6) الشكل

اقل. الحیود بالتالي و (ب)
یعني الشق عرض تصغیر .w الشق عرض x∆تمثل فإن (2.28) المعادلة من التحدید، عدم مبدأ نظر وجھة من
الخطأ لیست ∆p إن متحققة. (2.28) العلاقة تبقى كي تزداد ∆p قیمة ان من لابد بالتالي و ∆x قیمة في صغر
الضوء إن متجھة. كمیة الخطي الزخم لأن الإتجاه، في أیضاً بل فقط، المقدار في الخطي الزخم قیاس في الحیود أو
ثابت خطي زخم مقدار لھا التي و الفوتونات من حزمة على یحوي كاللیزر ،monochromatic اللون الوحید
الإتجاھات. في تختلف لكن الموجي، الطول ثبات عن ناتج للفوتونات المقدار في الخطي الزخم ثبات .p = h/λ
كما لھا، المتاحة الإتجاھات جمیع في للفوتونات الإتجاھات تبعثر في زیادة تعني الإتجاھات في الإختلاف زیادة إن

.(2.6) الشكل من (ج) الجزء یوضح
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p = h=¸p = h=¸ 

p = h=¸p = h=¸ 
¢p¢p 

p = h=¸p = h=¸ 

p = h=¸p = h=¸ 
¢p¢p 

 )ب( )أ(  )ج(

ینتج (ب). و (أ) في كما العرض، مختلفي منفردین بشقین حاجزین على یسقط مستویة موجة صدر :(2.6) شكل
في منھ اقل (أ) في التحدب فإن علیھ و الشق. عرض مع یتناسب التحدب قطر النافذة. الموجة صدر في تحدب عنھ
الشق ضاق كلما بأنھ التحدید عدم مبدأ حسب یفسر الحیود (ب). في منھ أقل (أ) في الموجي الحیود بالتالي و (ب)
ھو كما فقط الإتجاه في ∆p في الزیادة فإن اللون وحیدة الموجة كانت لو .∆p تزداد أن یجب بالتالي و ∆x نقصت

(ج). في موضح

الحر للجسیم شرودنجر معادلة 2.3
Schrödinger equation for free particle

الموقع) (أو الإحداثیات فضاء في الحر الجسیم سعات تمثلان (2.27) و (2.26) الموجیة الحزم معادلات أن ذكرنا
على نحصل للزمن بالنسبة (2.26) المعادلة إشتقاق أخذنا لو الترتیب. على الزخم)، (أو الحركة كمیة و

∂ψ(x, t)

∂t
=

1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)

∂

∂t
ei(px−Et)/~dp.

،−iE/~ بالمعامل إستبدالھا یمكن بالتالي و الطاقة، حد یحوي الذي الأس على فقط ستُأَثر ∂/∂t الزمنیة المشتقة
نكتب إذاً

∂ψ(x, t)

∂t
=

1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)

(−iE
~

)
ei(px−Et)/~dp.

إذاً ،E = p2/2m فإن الحر للجسیم

i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)

p2

2m
ei(px−Et)/~dp.

أن نجد أُخْرى مرةً

p2ei(px−Et)/~ = −~2 ∂
2

∂x2
ei(px−Et)/~,

الشكل على الموجیة للدالة الزمني الإشتقاق على لنحصل

i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)

(
−~2

2m

∂2

∂x2

)
ei(px−Et)/~dp,

إلى ننتھي و

(2.30) i~
∂ψ(x, t)

∂t
= − ~

2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
,
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بمعادلة المعادلة ھذه تسمى .(2.26) بالعلاقة یعطى حلھا حر جسیم حركة تصف تفاضلیة معادلة تمثل التي و
للمعادلة كان إذا أنھ أي خطیة. كونھا ھو (2.30) شرودنجر معادلة خصائص أھم من لعل الحر. للجسیم شرودنجر
ثوابت α2 و α1 ھنا للمعادلة. حل أیضاُ α1ψ1 + α2ψ2 أي لھما الخطي المجموع فإن ،ψ2 و ψ1 مستقلین حلین

الخطي. التراكب مبدأ لتحقیق ھام مطلب المعادلة خطیة إن سابقاً، ذكرنا كما مركبة.
ψ تطور فإن الإبتدائیة ψ قیمة علمنا إذا أنھ أي للزمن. الأولى الرتبة من (2.30) المعادلة ذلك، إلى بالإضافة

أن أساس على تحدیده یمكن الزمن مع لاحقاً

∂ψ(x, t)

∂t
= lim

∆t→0

ψ(x, t+ ∆t)− ψ(x, t)

∆t
,

فإن الكفایةً، فیھ بما جدا صغیرة ∆t أن الإعتبار بعین بالأخذ

(2.31) ψ(x, t+ ∆t) = ψ(x, t) +
∂ψ(x, t)

∂t
∆t.

الحر للجسیم الزمني التطور معادلة على لنحصل الزمن تفاضل عن نعوض (2.30) شرودنجر معادلة من

(2.32) ψ(x, t+ ∆t) = ψ(x, t) + i
~

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
∆t.

تصبح الحر للجسیم شرودنجر معادلة حل فإن t = 0 عند

ψ(x, 0) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)eipx/~dp,

فإن ∆t→ 0 جداً صغیرة زمنیة فترة بعد بالتالي و

ψ(x,∆t) = ψ(x, 0) + i
~

2m

∂2ψ(x, 0)

∂x2
∆t.

.t زمن أي عند معروفة ψ قیمة تصبح (2.26) المعادلة في معروفة ϕ(p) قیمة لوكانت عام بشكل

الموجیة للدالة الإحصائي التفسیر 2.4
Statistical interpretation of the wave function

شدة أن المعلوم من فإنھ الفوتون، تصف التي و (2.6) المركبة الكھرومغناطیسیة الموجات معادلة مع بالمقارنة
فإنھ بالتالي .t زمن عند r محیط في الفوتون نجد أن إحتمال تمثل منطقیاً ھي و |E(r, t)|2 مع تتناسب الإشعة

: التالي بالحسبان الأخذ یجب ψ معنى لمعرفة

.complex function مركبة دالة فھي التخیلي العدد على تحتوي عام بشكل ψ الموجیة الدالة .1

فیھا یتواجد الي المناطق عند كبیرة أنھا أي الجسیم، تواجد مكان عن معلومات تعطي |ψ(x, t)| قیمة إن .2
الأخرى. الأماكن عند صغیرة و الجسیم

كثافة لھ ψ(x, t) الموجیة بالدالة یوصف جسیم أي التالي: الإقتراح یقدم أن Max Born بورن بماكس حدا ھذا
و t زمن عند x + dx و x النقطة بین الجسیم یتواجد أن إحتمالیة ھي P (x, t)dx أن بحیث P (x, t) إحتمالیة

التالیة بالعلاقة تُعْطَى
(2.33) P (x, t)dx ≡ |ψ(x, t)|2dx.
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تقدم خلال أنھ الواضح من كذلك فیزیائیاً. مطلوب ھو كما موجبة، و حقیقة P (x, t) الإحتمالیة كثافة أن واضح
كانت أذا .t = 0 وقت الجسیم عندھا كان التي و x النقطة عند الجسیم نجد أن أقل إحتمالیة لدینا یصبح فإنھ الزمن
أن لابد −∞ < x < ∞ بین واحد بعد في الحر الجسیم یتواجد أن إحتمال فإن الإحتمالیة، كثافة تمثل P (x, t)

أن أي normalization condition المعایرة شرط یسمى ھذا .100% یكون

(2.34)
∫ +∞

−∞
P (x, t)dx =

∫ +∞

−∞
|ψ(x, t)|2dx = 1.

تكون أن یجب ψ أن یعني ھذا للتكامل، قابلة |ψ(x, t)|2 الدالة تكون أن یجب للحل قابلاً أعلاه التكامل یصبح لكي
المالانھایة في الصفر إلى P (x, t) تؤول أن یجب (2.34) المعایرة شرط في التكامل یتحقق كي كذلك .x لـ متصلة

أن أي
(2.35) lim

x→±∞
P (x, t)dx = lim

x→±∞
|ψ(x, t)|2 → 0,

تكون أن یجب ψ الموجیة الدالة فإن علیھ و .(2.4) الشكل في الموضح و الموجیة الحزمة لشدة الحال ھو كما تماماً
أن أي ،finite متناھیة

(2.36) lim
x→±∞

ψ(x, t)→ 0.

بین محدد الموجیة الدالة علیھ المعرفة الفضاء أن حالة في الموجیة. للدالة التناھي شرط تسمى (2.36) المعادلة
الفضاء. تعریف نطاق ضمن متناھیة تكون أن یجب الموجیة الدالة فإن نقطتین،

یصبح ψ(x, t) طور أن أي |ψ(x, t)|2 الإحتمالیة كثافة قیمة في لایغیر ψ → eiθψ الطوري التحویل إن
ψ1 مستقلین حلین للمعادلة كان فلو شرودنجر. معادلة خطیة بسبب عام بشكل صحیح غیر ھذا لكن الأھمیة. عدیم
أخذنا لو مركبة. ثوابت α2 و α1 حیث للمعادلة، حلاً یمثل α1ψ1 + α2ψ2 أي لھما الخطي المجموع فإن ،ψ2 و
.ψ2 و ψ1 الحلین بین التداخل نتیجة إضافیین حدین على تحتوي |Ψ|2 الإحتمالیة كثافة فإن العام الحل لتكون Ψ

كالتالي تُعْطَى Ψ كانت إذا ریاضیاً،
(2.37) Ψ = α1ψ1 + α2ψ2,

تصبح الإحتمالیة كثافة فإن

(2.38) P (x, t) = Ψ∗Ψ = |α1|2|ψ1|2 + |α2|2|ψ2|2 + α∗1α2ψ
∗
1ψ2 + α∗2α1ψ

∗
2ψ1.

في فروقات أي وجود عدم بسبب بناء ھنا التداخل .ψ1 و ψ1 بین التداخل حدود یمثلان الرابع و الثالث الحد أن نجد
الطور فرق فإن الطور عامل على كلاھما أو الجزئیین الحلین من أي إحتواء حالة في .Ψ لـ الجزئیة الحلول بین الطور
ψ1 → eiθ1ψ1 أن بحیث الجزئیة الحلول تعریف أعدنا فلو الجزئیة. الحلول بین التداخل تحدید في ھام دور یلعب

العام الحل لأصبح ،ψ2 → eiθ2ψ2 و

(2.39) Ψ = α1e
iθ1ψ1 + α2e

iθ2ψ2,

كالتالي الإحتمالیة كثافة لأصبحت و

(2.40) P (x, t) = |α1|2|ψ1|2 + |α2|2|ψ2|2 + α∗1α2e
i(θ2−θ1)ψ∗1ψ2 + α∗2α1e

i(θ1−θ2)ψ∗2ψ1.

الرابع و الثالث الحدین إشارة فإن n = 0, 1, 2, . . . حیث 2nπ یساوي |θ1 − θ2| الطور فرق أن حالة في
یساوي |θ1 − θ2| الطور فرق أن حالة في .(2.38) للمعادلة مشابھھ معادلة على نحصل و بناء التداخل و موجبة
إذاً ھدام. الحالة ھذه في التداخل و سالبة الرابع و الثالث الحدین إشارة فإن n = 0, 1, 2, . . . حیث (2n + 1)π
للنظام الإحتمالیة كثافة حساب عند الجزئیة الحلول بین التداخل في ھاماً دوراً یلعب النسبي الطور أن ھنا نلاحظ
و الشقین خلال من المنبعثتین الموجتین سعتي جمع في ھاماً دوراً یانج شقي تجربة في الطور فرق یلعب كما تماماً

التداخل. بعد الشاشة على الضوء شدة توزیع نمط على الحصول بالتالي
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Continuity relation الإستمراریة علاقة 2.5

على نحصل (2.33) الإحتمالیة كثافة لصیغة الزمني الإشتقاق أخذنا لو

∂P (x, t)

∂t
=

∂

∂t
[ψ∗(x, t)ψ(x, t)] = ψ∗

∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ.

كالتالي الترتیب، على ،ψ∗ و ψ لـ الزمن تفاضل عن التعویض یمكن فإنھ (2.30) شرودنجر معادلة بإستخدام

∂ψ(x, t)

∂t
= − ~

2im

∂2ψ(x, t)

∂x2
,

و
∂ψ∗(x, t)

∂t
=
~

2im

∂2ψ∗(x, t)

∂x2
,

على لنحصل

∂P (x, t)

∂t
=
−~
2im

(
ψ∗
∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ∗

∂x2
ψ

)
=
−~
2im

∂

∂x

(
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ

)
,

العلاقة إستخدمنا حیث

ψ∗
∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ∗

∂x2
ψ =

∂

∂x

(
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ

)
.

كالتالي one dimension current density J واحد بعد في التیار كثافة نعرف

(2.41) J(x, t) ≡ ~

2im

[
ψ∗(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x
− ∂ψ∗(x, t)

∂x
ψ(x, t)

]
,

تصبح الزمن مع الإحتمالیة كثافة إشتقاق فإن بالتالي و

(2.42) ∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
.

یقابلھ الزمن مع الإحتمالیة كثافة تغیر أن تنصعلى و حفظ معادلة ھي و الإستمراریة معادلة تسمى (2.42) المعادلة
إنتقال في زیادة یقابلھ الإحتمالیة كثافة إنخفاض أن تعني السالبة الإشارة لاحظ الفضاء. عبر التیار أو بالفیض إنتقال
للإشتقاق، قابلة تكون أن یجب ψ الموجیة الدالة فإن محددة، J(x, t) التیار كثافة تكون حتى الفضاء. عبر التیار
قیم أو التیار لكثافة معرفة غیر قیم على حصلنا إلا و إنكسار نقاط أي فیھا لایوجد و ملساء و مستمرة دالة أنھا اي

.singularities متفردة
یجب ھل أخرى بكلمة الزمن؟ مع التیار كثافة تغیر مع (2.34) المعایرة شرط یتغیر ھل نفسھ: یطرح الذي السؤال
واحدة لمرة الموجیة الدالة نعایر أن یكفي أم الإستمراریة- معادلة بسبب - الزمن تقادم كلما الموجیة الدالة معایرة
قد و الفضاء في ینتقل قد الزمن تطور مع الحر الجسیم لأن لا! ھو فیزیائیة نظر وجھة من السؤال على الإجابة فقط؟
الفضاء في تواجده إحتمال مجموع فإن بالتالي و لاینعدم. و الفضاء في موجوداً یبقى لكن تواجده، عن معلومات نفقد
نفترض التي و الكتاب ھذا في بدراستھا نعنى التي الكم میكانیكا نطاق ضمن فقط صحیح ھذا دائماً. الوحدة یساوي

تفاعلت. لو حتى تستحدث لا و لاتفنى الجسیمات أن فیھا
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أن أي لھ، الزمن تفاضل بإیجاد الزمن مع لایتغیر (2.34) المعایرة شرط أن إثبات یمكن ریاضیاً

∂

∂t

∫ ∞
−∞

P (x, t)dx =
∫ ∞
−∞

∂P (x, t)

∂t
dx = −

∫ ∞
−∞

∂J(x, t)

∂x
dx,

=
∫ ∞
−∞

d [J(x, t)] dx = −J(x, t)|+∞−∞,

فإن وبذلك أعلاه. المعادلة في ∂P/∂t عن للتعویض (2.42) الإستمراریة معادلة إستخدمنا حیث

∂

∂t

∫ ∞
−∞

P (x, t)dx = −
[
lim

x→+∞
J(x, t)− lim

x→−∞
J(x, t)

]
.

أن أي أیضاً، متناھیاً یكون أن یجب (2.41) التعریف في التیار كثافة فإن (2.36) الموجیة الدالة تناھي شرط من

(2.43) lim
x→±∞

J(x, t)→ 0,

أن یعني مما

(2.44) ∂

∂t

∫ +∞

−∞
P (x, t)dx = 0,

فیزیائیاً. متوقع ھو كما تماماً الزمن، مع ولایتغیر ثابت المعایرة شرط أن یعني والذي
أن یمكن النقطتین، ھاتین بین التیار في تغیر یقابلھ b و a الواحد البعد فضاء في نقطتین بین الإحتمالیة تغیر إن

كالتالي یحسب
∂

∂t

∫ b

a
P (x, t)dx = −J(x, t)|ba = J(a, t)− J(b, t),

تحدیداً المنطقة. حدود عند التیارات لكثافات نتیجة یتغیر [a, b] المنطقة في الزمن مع المعایرة في التغیر أن یعني مما
التیار یمثل J(a, t) ھنا المنطقة. تدخل التي التیارات مع یزداد [a, b] المنطقة داخل الجسیم تواجد إحتمال إن نقول
عند b النقطة عند من [a, b] إلى الداخل التیار یمثل −J(b, t) و t زمن عند a النقطة عند من [a, b] إلى الداخل

.t زمن نفس

تمارین و أسئلة 2.6

و (2.26) فورییر علاقات من الموجیة دالتھ تعطى E الكلیة طاقتھ و p حركتھ كمیة جسیم إعتبر :(2.6) سؤال
مایلي: على أجب ،(2.27)

كالتالي یُعْطَى شرودنجر لمعادلة التكاملي الشكل أن أثبت .1

ψ(x, t) =
∫ +∞

−∞
G(x, x′; t)ψ(x′, 0)dx′.

.G(x, x′; 0) = δ(x− x′) أن اثبت و تكامل شكل على G(x, x′; t) الدالة تمثیل أوجد .2

النظام إنتقال عن المعلومات تحوي و Green’s function جرین دالة تمثیلات إحدى G(x, x′; t) الدالة ھذه
x'=x فإن لذا ، x عند النظام یكون أن لابد یعني ھذا t = 0 كانت فإذا .t زمنیة فترة خلال x نقطة إلى x′ نقطة من
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♢ .

تُعْطَى g(k) قیمة أن حیث (2.8) و (2.7) في معرفة t = 0 عند موجیة موجیة حزمة إعتبر :(2.7) سؤال
كالتالي

g(k) =


0, k < −k0.
N, −k0 < k < k0.
0, k > k0.

موجبة. و حقیقیة ثوابت N و k0 حیث

.f(x) الدالة صیغة أوجد أ�)

.
∫+∞
−∞ |f(x)|2dx = 1 تكون بحیث N قیمة أوجد ب�)

.
∫+∞
−∞ |g(k)|2dk إحسب أعلاه N بإختیار ج)

.∆x∆k قیمة أوجد ∆x و ∆x لـ مناسب تعریف بإستخدام د)

♢ .
∫+∞
−∞

(
sinu
u

)2
du = π مفیدا سیكون التالي التكامل

كالتالي k فضاء في الحزمة لدیك :(2.8) سؤال

g(k) =
N

k2 + α2

أنھا أثبت و ∆x∆k إحسب منھا و الدالتین أرسم و f(x) الدالة صیغة أوجد حقیقیة. و موجبة ثوابت α Nو حیث
♢ .α الثابت قیمة عن مستقلة

كالتالي x فضاء في الموجیة الدالة لدیك :(2.9) سؤال

ψ(x) = Ae−α|x|,

مایلي على أجب حقیقیة. و موجبة ثوابت α و A حیث

.α و A الثوابت أبعاد ماھي .1

.A قیمة لحساب المعایرة شرط إستخدم .2

.ϕ(p) الحركة كمیة فضاء في الموجیة الدالة سعة أوجد .3

تكامل. شكل عل ψ(x, t) الدالة أوجد .4

قیمة حساب یمكن ھل ذلك على بناء و الریاضیة، للشروط ψ الموجیة الدالة إستیفاء التفصیل من بنوع ناقش .5
التیار؟ كثافة

جداً. صغیرة تكون عدما و جداً كبیرة α تكون عندما الحالات ناقش .6
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و x < 0 عندما المطلقة القیمة تعریف إستخدم الریاضیة. الشروط من التحقق و الموجیة الدالة رسم الأفضل من
التیار كثافة أن إلا الریاضیة، الشوط مع الدالة لھذه ریاضي تناقض أي من بالرغم و حقیقیة الدالة أن لاحظ .x > 0

♢ لماذا؟ تعلم ھل بسھولة. حسابھا یمكن

.ω = ~k2

2m
تنطبق التالیة العلاقة حیث .m كتلتھ حر لجسیم جاوسیة موجیة حزمة إنتشار إعتبر :(2.10) سؤال

إذا واحدة ثانیة في الموجیة الحزمة حجم في النسبي التغیر لحساب (2.19) العلاقة إستخدم

.10−4 cm حزمتھ حجم إلكترون تمثل الحزمة أ)

.10−8 cm حزمتھ حجم إلكترون تمثل الحزمة ب)

.1 cm حجمھ و 1 gm كتلتھ جسم تمثل الحزمة ج)

♢ .~/mc بوحدة العرض عن التعبیر المناسب من سیكون

الإبتدائیة الحزمة size سعة كان إذا .104 km مسافة إلى سیطلق الإلكترونات من شعاع إعتبر :(2.11) سؤال
.100MeV (ب) 13.6 eV (أ) ھي الحركة طاقة كانت إذا الوصول عند الحزمة سعة ماھي ،1 mm ھو

♢ .(K = p2/2m دائما لیست الحركة كمیة و الحركة طاقة بین العلاقة (ملاحظة:

بإنحلال یعرف ما خلال إلكترونات الأنویة تشع ما عادة و 10−15m حدود في الأنویة حجم إن :(2.12) سؤال
أن لایمكن 1MeV طاقتھ ألكتروناً أن أثبت الیقین عدم مبدأ بإستخدام .1 − 10MeV بین ما تترواح بطاقة β

♢ تقدیر). كأعلى الضوء بسرعة یتحرك الإلكترون أن (إعتبر .β إنحلال قبل النواة داخل یتواجد
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3
الكم لمیكانیكا الأساسي التركیب

Fundamental structure of quantum mechanics

المتوقعة القیم وحساب الدینامیكیة المتغیرات تمثیل 3.1
Dynamical variables and expectation values

الدینامیكیة المعلومات حساب و أستخراج إمكانیة على كبیر بشكل یعتمد الجسیم لتمثیل الموجیة الدالة إختیار نجاح إن
المعادلة في سابقاً ذكرنا كما الموجیة للدالة الإحصائي بورن ماكس تفسیر إعتمدنا لقد الموجیة. الدالة في المتضمنة
(2.33) الإحتمالیة كثافة خلال تتم أن یجب الموجیة الدالة تحویھا فیزیائیة مقادیر أي حساب لدى فإنھ وعلیھ (2.33)

متوقعة. قیم أو حسابیة كمتوسطات المقادیر ھذه إعتبار و
الإحتمالیة لكثافة الإشتقاقات و التعریفات جمیع أن إلا حر، الجسیم حول تدور السابقة مناقشاتنا أن من الرغم على
،(2.41) التیار فیض تعریف ،(2.36) الموجیة الدالة و الإحتمالیة كثافة تناھي ،(2.34) المعایرة شرط ،(2.33)
الجھد یكون أن بشرط جھد، تأثیر تحت الجسیم على كذلك تنطبق الحفظ قوانین جمیع و ،(2.42) الإستمراریة معادلة

خاصة. لیست و عامة نتائج ھي الباب ھذا في نشتقھ سوف ما إذاً لاحقاً. سنرى كما حقیقیاً،
t زمن عند x ھو الجسیم إحداثي كان إذا ما. زمن عند الجسیم إحداثي ھو ذھننا في یتبادر فیزیائي مقدار أول إن

كالتالي الإحصائي التعریف من تُعْطَى t زمن عند للجسیم المتوقعة القیمة فإن P (x, t) إحتمالیة لھ

(3.1) ⟨x⟩ ≡
∫ +∞

−∞
xP (x, t)dx =

∫ +∞

−∞
x|ψ(x, t)|2dx.

أن المعایرة شرط من یعني ھذا ،P (x0, t0) = 1 تُعْطِي x0 نقطة عند t0 زمن في الإحتمالیة كانت لو أنھ لاحظ
على الفرضلاینطبق ھذا فإن الیقین عدم مبدأ بسبب .⟨x⟩ = x0 فإن بالتالي و x , x0 قیمة لأي P (x, t0) = 0
عند عندھا الجسیم لیكون 100% إحتمالیة لھا واحدة نقطة إحداثي أن من التأكد لایمكن أنھ أي المجھریة، الإنظمة

ما. زمن
متوسط لاتمثل ھي لذلك الزمن على تعتمد عام بشكل ⟨x⟩ المتوقعة القیمة أن (3.1) التعریف من نلاحظ كذلك
بل مختلفة، أزمنة عند x قیاس یعني ھذا لأن واحد، setup لترتیب أو لنظام عدیدة مرات القیاس إعادة عند x قیمة
نفس عند لھا x نتائج دونت و الظروف نفس عند حضرت الترتیبات أو الأنظمة من كبیر لعدد x قیمة متوسط تمثل

التجارب. من ensemble لـتجمعات القیمة كمتوسط ⟨x⟩ إعتبار إذاً یمكن الزمن.
خلال نجده أن یجب ⟨x⟩ تغیر بسرعة إھتممنا لو الزمن. على ψ إعتماد بسبب تتغیر ⟨x⟩ فإن الزمن یتغیر حالما

d⟨x⟩
dt

=
∫ +∞

−∞
x
∂P (x, t)

∂t
dx,
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بـ أعلاه المعادلة في ∂P/∂t عن التعویض یمكن ،(2.42) الإستمراریة معادلة من .∂x/∂t = 0 إعتبرنا حیث
على لنحصل −∂J/∂x

d⟨x⟩
dt

= −
∫ +∞

−∞
x
∂J(x, t)

∂x
dx.

أن التفاضل تعریف من نعلم حیث بالتجزيء نكامل

x
∂J(x, t)

∂x
=

∂

∂x
[xJ(x, t)]− J(x, t),

كالتالي التكامل في الأیمن الطرف یصبح علیھ و

d⟨x⟩
dt

= −
∫ +∞

−∞

∂

∂x
[xJ(x, t)] dx+

∫ +∞

−∞
J(x, t)dx,

یصبح الذي و
d⟨x⟩
dt

= −xJ(x, t)|+∞−∞ +
∫ +∞

−∞
J(x, t)dx.

وعلیھ المالانھایة، إلى x فیھا تؤول التي السرعة بنفس الأقل على الصفر إلى تؤول J أن نستنتج (2.43) الشرط من
أن نعتبر

lim
x→±∞

xJ(x, t)→ 0,

نعوض الذي و التیار كثافة لتكامل الثاني الحد لیبقى یختفي الأیمن الطرف في التكامل ناتج من الأول الحد بذلك و
على لنحصل (2.41) التیار فیض بعلاقة

d⟨x⟩
dt

=
∫ +∞

−∞
J(x, t)dx =

~

2im

∫ +∞

−∞

(
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ

)
dx.

التفاضل تعریف من بالتجزيء، التكامل نستخدم أخرى مرة

∂ψ∗

∂x
ψ =

∂

∂x
(ψ∗ψ)− ψ∗∂ψ

∂x
,

على لنحصل نعوض

d⟨x⟩
dt

=
~

2im

∫ +∞

−∞

[
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂

∂x
(ψ∗ψ) + ψ∗

∂ψ

∂x

]
dx.

أو
d⟨x⟩
dt

=
~

2im

∫ +∞

−∞

[
2ψ∗

∂ψ

∂x
− ∂

∂x
(ψ∗ψ)

]
dx.

إلى لننتھي
d⟨x⟩
dt

=
~

im

∫ +∞

−∞
ψ∗
∂ψ

∂x
dx− ~

2im
ψ∗ψ|+∞−∞.

أن إلى ننتھي بذلك و ψ∗ψ|+∞−∞ = 0 فإن (2.35) الشرط من

(3.2) d⟨x⟩
dt

=
~

im

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x
dx.
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نتحدث لا لأننا واضح غیر الكم میكانیكا في السرعة مفھوم إن الكم؟ میكانیكا في d⟨x⟩/dt السرعة تمثل ماذا لكن
أنھا رأینا التي و المجموعة سرعة متوسط تمثل d⟨x⟩/dt أن أخذنا لو .ψ للدالة الموقع في التغیر عن بل جسیم عن

على نحصل فإننا ،(2.25) العلاقة في كما الجسیم سرعة نفسھا ھي

⟨vg⟩ =
⟨p⟩
m

=
d⟨x⟩
dt

=
~

im

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x
dx.

أخرى بعبارة أو

(3.3) ⟨p⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)

(
−i~ ∂

∂x

)
ψ(x, t)dx.

أن نعلم الإحصائي التعریف من

⟨p⟩ =
∫ +∞

−∞
pP (x, t)dx =

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)pψ(x, t)dx,

−i~∂/∂xالتفاضلي المؤثر (3.3) المعادلة في إستخدمنا الإحداثیات فضاء في p الحركة كمیة مقدار عن عوضاً لكن
أن أي

(3.4) p→ p̂ ≡ −i~ ∂
∂x
.

الإحداثیات فضاء في أنھ نجد (3.1) التعریف من كذلك الحركة. كمیة مؤثر تعني p̂و الحركة كمیة مقدار تعني p ھنا
الإحداثیات فضاء في أنھ أي ،x نفسھا ھي (x̂ (أي كمؤثر x فإن

(3.5) x→ x̂ ≡ x.

تختلف التمثیلات ھذه لأن فقط، الإحداثیات فضاء في ھي أعلاه للمؤثرات تمثیلاتنا أن على نؤكد إن بمكان الأھمیة من
لاحقاً. سنرى كما المثال، سبیل على الحركة كمیة كفضاء الأخرى الفضاءات في

الطاقة المثال سبیل على الحركة. كمیة و للموقع كدالة عنھا التعبیر یمكن الدینامیكیة المتغیرات جمیع كلاسیكیاً،
و نعمم أن یمكن لھذا .L = r × p بالطبع) أبعاد ثلاث (في المداري الزاوي العزم و K = p2/2m الحركیة
المتوقعة قیمتھا أن بحیث Q̂(x̂,−i~∂/∂x) بالمؤثر الكم میكانیكا في عنھا یعبر Q(x, p) فیزیائیة كمیة أي نقول

كالتالي تُعْطَى t معین زمن عند expectation value

(3.6) ⟨Q(x, p)⟩ ≡
∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)Q̂(x̂,−i~ ∂

∂x
)ψ(x, t)dx.

eigen- ممیزة بقیمة Q̂(x̂,−i~∂/∂x) للمؤثر eigenfunction ممیزة دالة ھي ψ الدالة أن نقول الحالة ھذه في
نكتب ریاضیاً .q الممیزة القیمة على نحصل ψ على Q̂(x̂,−i~∂/∂x) أثر إذا أنھ أي ،q value

(3.7) Q̂(x̂,−i~ ∂
∂x

)ψ(x, t) = qψ(x, t).

كالتالي كمؤثر عنھا یعبر K الحركیة الطاقة المثال سبیل على

K̂ =
p̂2

2m
=
−~2

2m

∂2

∂x2
,

تصبح الحركیة للطاقة المتوقعة القیمة فإن بھذا و

⟨K⟩ =
−~2

2m

∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)

∂2

∂x2
ψ(x, t)dx.
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مكان في معین زمن عند الموجیة الدالة في المُتًََََضمن و للنظام الفیزیائي المقدار تُعطي ھنا الممیزة القیمة أن لاحظ
فقط. معین زمن عند الفیزیائي المقدار تُعطى المتوقعة القیمة بینما معین.

.Hfree = p2/2m أن أي الحركیة، الطاقة معادلة یكافيء أنھ نجد ھامیلتون معادلة بإستخدام و الحر للجسیم
كالتالي الحر للجسیم الھامیلتون نكتب مؤثرات شكل على

(3.8) Ĥfree =
p̂2

2m
= − ~

2

2m

∂2

∂x2
.

على نحصل ψ(x, t) الموجیة الدالة على أثر لو

Ĥfreeψ(x, t) = − ~
2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
.

یمكن الحر للجسیم الھامیلتوني المؤثر أن نستنتج ،(2.30) الحر للجسیم شرودنجر معادلة مع أعلاه المعادلة بمقارنة
أن أي زمني، بمؤثر أیضاً عنھ یعوض أن

(3.9) Ĥfree = i~
∂

∂t
.

♢ المتوقعة؟ القیمة مع الممیزة القیمة تتساوى حتى تحقیقھ اللازم الشرط ھو ما :(3.1) سؤال

من بالرغم جھد. تأثیر تحت الجسیم حالة إلى ننتقل و عمومیة أكثر حالة إلى دراستنا منظور نوسع أن نرید الآن
الآن. سنرى كما النقلة، بھذه تتأثر لن السابقة نقشاتنا و قوانینا أن سنجد ذلك

واحد بعد في جھد تأثیر تحت لجسیم شرودنجر معادلة 3.2
Schrödinger equation with potential in one dimension

حدین على تحوي الكلیة الطاقة فإن الجسیم على یؤثر V (x) الزمن عن مستقل واحد بعد في جھد وجود حالة في
كالتالي p و x لـ دالة تصبح للنظام ھامیلتون معادلة الجھد. طاقة یمثل الآخر و الحركیة الطاقة یمثل أحدھما

(3.10) H(x, p) =
p2

2m
+ V (x).

على لنحصل كمؤثرات p و x بتمثیل فقط كمؤثر ھامیلتون معادلة عن التعبیر یمكن

(3.11) Ĥ(x̂, p̂) =
p̂2

2m
+ V (x̂) =

−~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x).

جھد وجود حالة في الھامیلتوني المؤثر فإن لذلك الدینامیكیة. الإنظمة لجمیع عامة معادلة ھي ھامیلتون معادلة لكن
كانت فلو لھذا .(3.9) العلاقة في الحر للجسیم الھامیلتوني للمؤثر الحال ھو كما تماماً زمني بمؤثر عنھ التعبیر یمكن

فإن Ĥ الھامیلتوني للمؤثر eigenfunction ممیزة دالة ψ

(3.12) Ĥψ(x, t) = i~
∂

∂t
ψ(x, t).

كالتالي واحد بعد في جھد وجود في الزمن على المعتمدة شرودنجر معادلة تصبح عندئذ

(3.13) −~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) = i~

∂

∂t
ψ(x, t).
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كثافة تناھي ،(2.34) المعایرة شرط ،(2.33) الإحتمالیة لكثافة الإشتقاقات و التعریفات جمیع إن أخرى: مرة نذكر
قوانین جمیع و ،(2.42) الإستمراریة معادلة ،(2.41) التیار فیض تعریف ،(2.36) الموجیة الدالة و الإحتمالیة

حقیقیاً. الجھد یكون أن بشرط جھد، تأثیر تحت الجسیم على كذلك تنطبق الحفظ

(3.13) شرودنجر لمعادلة حلاً ψ أن لو فیما أیضاً تنطبق (2.42) الإستمراریة معادلة أن أثبت :(3.2) سؤال
♢ .(2.36) التناھي شرط و ،(2.34) و (2.33) العلاقة تتبع ψ الموجیة الدالة و حقیقي، الجھد أن بإعتبار

المیكانیكا فى فإنھ ،(t و x على (لایعتمد V0 ثابت حد على یحتوي V (x) الجھد كان إذا :(3.3) سؤال
الزمن على معتمد طور تأخذ الموجیة الدالة أن أثبت الكم؟ میكانیكا عن ماذا لكن النظام. الجھد ھذا لایغیر الكلاسیكیة

♢ الدینامیكیة؟ للمتغیرات المتوقعة القیم و الإحتمالیة كثافة على الطور ھذا أثر وما e−iV0t/~

نظریة تسمى ھذه الكلاسیكیة. القوانین تتبع أن یجب المتوقعة القیم جمیع المطاف نھایة في فإنھ عام، بشكل
إنھا سنجد الحركة لكمیة المتوقعة للقیمة الزمني التغیر حسبنا لو المثال سبیل فعلى .Ehrenfest إیرنفیست

(3.14) d⟨p⟩
dt

=

⟨
−dV (x)

dx

⟩
,

المحافظة. للأنظمة الكلاسیكیة الحركة معادلات إحدى تماثل التي و

الزماني، مع المكاني للتفاضل التبادلیة الخاصیة تطبیق مع (3.13) و (3.3) علاقة بإستخدام :(3.4) سؤال
♢ .(3.14) إیرنفیست علاقة أثبت

الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة 3.3
Time-independent Schrödinger equation

ψ(x, t) للدالة المتغیرات فصل بالإمكان فإنھ الزمن، على الجھد دالة إعتماد عدم و (3.13) المعادلة خطیة بسبب
كالتالي لنكتبھا

(3.15) ψ(x, t) = u(x)T (t).

على نحصل (3.13) شرودنجر معادلة في بالتعویض

−~2

2m
T (t)

d2u(x)

dx2
+ V (x)u(x)T (t) = i~u(x)

dT (t)

dt
.

على نحصل u(x)T (t) على بالقسمة

(3.16) 1

u(x)

−~2

2m

d2u(x)

dx2
+ V (x) = i~

1

T (t)

dT (t)

dt
.

الذي و الأیمن الطرف یساوي x الإحداثیات على فقط یعتمد الذي و الأیسر الطرف أن (3.16) المعادلة في نجد
كان إذا إلا التساوي ھذا یحدث أن لایمكن البعض، بعضھما عن t و x إستقلالیة بسبب .t الزمن على فقط یعتمد
وعلیھ .E الكلیة الطاقة ھو الثابت ھذا الأمر، واقع في .t و x عن مستقلاً ثابتاُ یساویان الأیسر و الأیمن الطرف

لتصبح (3.16) المعادلة تجزأ

(3.17) i~
dT (t)

dt
= ET (t),
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ھو حلھا و الزمن، على المعتمدة المعادلة ھي و

(3.18) T (t) = Ce−iEt/~,

حل أما .ψ(x, t) الموجیة للدالة temporal part الزمني الجزء حل یمثل (3.18) الحل مركب. ثابت C حیث
التالیة التفاضلیة المعادلة حل من فیُعْطَى الموجیة الدالة من space part الإحداثي الجزء

(3.19) −~2

2m

d2u(x)

dx2
+ V (x)u(x) = Eu(x),

أیضاُ تسمى و time-independent Schrödinger equation الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة تسمى و
الدالة على یؤثر (3.11) الھامیلتوني المؤثر أن الواضح من لأنھ eigenvalue equation الممیزة القیمة معادلة

أن أي .E الممیزة القیمة على لنحصل u(x)

(3.20) Ĥu(x) = Eu(x).

طیف أو eigenvalue الممیزة القیمة E تصبح و Ĥ للمؤثر eigenfunction الممیزة الدالة تسمى u(x) الدالة
إذاً .uE(x) الشكل على كتابتھا بإعادة سنقوم الطاقة لمؤثر الممیزة الدالة ھي u(x) أن على وللتأكید .Ĥ المؤثر

یصبح شرودنجر لمعادلة الكلي الحل

(3.21) ψ(x, t) = CuE(x)e−iEt/~,

معتمدة الجھد دالة كانت لو لتنجح ماكانت المتغیرات فصل طریقة إن توسعاً. أكثر بصیغة الموجیة الدالة على لنحصل
أن حیث الزمن على تعتمد لا |ψ(x, t)|2 الإحتمالیة كثافة أن نلاحظ (3.21) المعادلة من الزمن. على

|ψ(x, t)|2 = |C|2|uE(x)|2,

|C|2|uE(x)|2 فإن |ψ(x, t)|2 معایرة شرط من كذلك أیضاً. الزمن على تعتمد لا (3.6) المتوقعة القیم فإن بالتالي و
أن أي ایضاً. ∫معایرة +∞

−∞
ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx = |C|2

∫ +∞

−∞
u∗E(x)uE(x)dx = 1.

uE(x) الزمن عن المستقلة الدالة إستخدام یكفي لھذا .C الثابت نُسْقِطَ أن بالإمكان فإنھ uE(x) الدالة بمعایرة قمنا فلو
عام بشكل المتوقعة القیم بأن السابق نقاشنا لانناقض نحن ھنا .ψ(x, t) الدالة عن عوضاً النظام لوصف ψ(x, 0) أو
یوصف single state واحدة حالة في لنظام المتغیرات بفصل حل طریقة عن نتكلم ھنا لكننا الزمن. على تعتمد

.ψ(x, t) وحیدة موجیة بدالة
على لنحصل (3.6) العلاقة نستخدم الھامیلتوني، للمؤثر المتوقعة القیمة حساب أردنا لو

(3.22) ⟨H⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗(x, t)Ĥψ(x, t)dx.

المعایرة، شرط إستخدام و (3.20) الممیزة المعادلة بتطبیق و ،(3.21) الصیغة بإستخدام ψ(x, t) عن بالتعویض
على نحصل

⟨H⟩ = |C|2
∫ +∞

−∞
u∗E(x)ĤuE(x)dx = |C|2

∫ +∞

−∞
u∗E(x)EuE(x)dx = E.
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على لنحصل ،⟨H2⟩ حساب یمكننا الطریقة بنفس و

⟨H2⟩ = |C|2
∫ +∞

−∞
u∗E(x)Ĥ2uE(x)dx = |C|2

∫ +∞

−∞
u∗E(x)E2uE(x)dx = E2.

كالتالي یحسب الطاقة قیاس في الإنحراف

∆H =
√
⟨H2⟩ − ⟨H⟩2 =

√
E2 − E2.

لایوجد أخرى بعبارة الطاقة، من القیمة نفس لھ العینة من عنصر كل أن یعني فھذا صفر یساوي الإنحراف كان إذا
قیاس أي بأن الخاصیة لھ single state واحدة لحالة المتغیرات بفصل الحل إن نقول لھذا التوزیع. في تفاوت أي

.E بأنھا مؤكدة قیمة سیعطي للطاقة

تطبیق عن عوضاً لكن و ،(3.22) في (3.21) الصیغة بإستخدام ⟨H2⟩ و ⟨H⟩ من كلاً إحسب :(3.5) سؤال
♢ النتائج. نفس تُعْطِي أنھا أثبت و (3.12) فقط التمثیل إستخدم ،(3.20) الممیزة المعادلة

الطیفي التحلیل نظریة 3.4
Spectral decomposition theorem

توصف و eigenstate ممیز طاقة مستوى لھا حالة كل واحدة كمیة حالة من أكثر على تحوي عادة الفیزیائیة النظم
یشمل الكلي الحل فإن خطیة شرودنجر معادلة أن بما شرودنجر. لمعادلة حلاً تكون eigenfunction ممیزة بدالة

أن أي الممكنة الطاقة قیم جمیع

(3.23) Ψ(x, t) =

[∑
E

+
∫
dE

]
aEψE(x, t),

الطاقة قیم على یكون التكامل و discrete energy levels المتقطعة الطاقة قیم على یكون
∑
E الجمع أن حیث

طاقة لھا و ψE بـ الموصوفة الحالة، مقدار تمثل مركبة ثوابت aE و ،continuous energy states المستمرة
لنحصل (3.21) الصیغة بإستخدام (3.23) في ψ(x, t) عن التعویض یمكننا .Ψ الكلیة الدالة في المُتَضمنة ،E

على

Ψ(x, t) =

[∑
E

+
∫
dE

]
aE C(E)uE(x)e−iEt/~,

طاقة. حالة لكل الممیزة للقیم المعایرة ثابت تمثل arbitrary function عشوائیة دالة C(E) ھنا
الدوال مجموعة یعطى (3.13) شرودنجر معادلة حل أن حیث فقط المتقطعة القیم حالة المثال سبیل على لنأخذ
ترتبط التي و (n = 1, 2, . . . أن حیث {ψn} بـ لاحقاً لھا (سنرمز {ψ1, ψ2, . . . , ψn, . . . } التالیة المستقلة

أن بحیث ({En} (أو {E1, E2, . . . , En, . . . } ممیزة بقیم

ψ1(x, t) = uE1(x)e
−iE1t/~; . . . ψn(x, t) = uEn(x)e

−iEnt/~; . . . ,

إختصاراً أكثر بشكل أو

(3.24) ψn(x, t) = uEn(x)e
−iEnt/~; n = 1, 2, 3, . . . ,

المعایرة ثوابت أن لاحظ
{C1, C2, . . . , Cn, . . . } ,
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التحلیل معادلة من سابقاً. نوھنا كما {uE1 , uE2 , . . . , uEn , . . . } الممیزة الدوال مجموعة سنعایر لأننا أُسْقِطَت قد
أن أي المستقلة، للحلول الخطي الجمع إذاً الكلي الحل سیكون (3.23)

(3.25) Ψ(x, t) =
∑
n

anψn(x, t) =
∑
n

anuEn(x)e
−iEnt/~.

یعني الذي و a1 = a2 = a3 = · · · = 0 السعات جمیع أن ھو فقط واحد بشرط Ψ(x, t) = 0 أن لاحظ
أیضاً مجموعة إنھا نقول فإننا خطیاً، مستقلة المجموعة أن بما خطیاً. مستقلة {ψ1, ψ2, . . . } الدوال مجموعة أن

أن أي ،orthonormal set متعامدة عیاریة
∫ +∞

−∞
ψ∗m(x, t)ψn(x, t)dx =

{
1, n = m.
0, n , m.

نكتب بإختصار أو
(3.26)

∫ +∞

−∞
ψ∗m(x, t)ψn(x, t)dx = δmn,

كالتالي تُعَرف ،Kronecker delta دلتا كرونكر تسمى δmn حیث

(3.27) δmn =

{
1, n = m.
0, n , m.

normalization con- المعایرة لشرط تعمیم (3.26) orthonormality relation العیاریة التعامد علاقة إن
الأخرى. الحالة عن مستقلة كمیة حالة كل أنھ تعني و (2.34) dition

أن أي ،
∫+∞
−∞ u∗Em(x)uEn(x)dx = δmn أن أثبت ،(3.26) العیاریة التعامد العلاقة من :(3.6) سؤال

♢ الزمن. على المعتمدة الدوال تعامدت إذا متعامدة أیضاُ الزمن على المعتمدة غیر الدوال

حیث الزمن، على تعتمد الحالة ھذه في Ψ(x, t) الكلیة للدالة الإحتمالیة كثافة إن

|Ψ(x, t)|2 =
∑
m

a∗mψ
∗
m(x, t)

∑
n

anψn(x, t),

على لنحصل (3.24) المنفصلة الحلول بمعلومیة |Ψ(x, t)|2 نكتب أن یمكن صریح، بشكل

(3.28) |Ψ(x, t)|2 =
∑
m,n

a∗manu
∗
Em(x)uEn(x)e

−i(En−Em)t/~.

كثافة تتذبذب بالتالي و e−i(En−Em)t/~ , 1 المعامل فإن n , m فیھا التي و المتقاطعة الحدود أن الواضح من
.(En − Em)/~ مقداره بتردد الزمن مع |Ψ(x, t)|2 الإحتمالیة
أن أي ،Ψ(x, t) الكلیة للدالة أساسي مطلب المعایرة شرط إن

1 =
∫ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2dx =

∑
m,n

a∗man

∫ +∞

−∞
ψ∗m(x, t)ψn(x, t)dx,

المعایرة نكتب ،(3.28) من مباشرة أو (3.24) المنفصلة الحلول بإستخدام أو

1 =
∫ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2dx =

∑
m,n

a∗mane
−i(En−Em)t/~

∫ +∞

−∞
u∗Em(x)uEn(x)dx.
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فإن للإستعلام) (62) صفحة (3.6) السؤال إلى (أُنظر {uEn(x)} الدوال لمجموعة العیاریة التعامد شرط من
تصبح المعایرة

1 =
∫ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2dx =

∑
m,n

a∗mane
−i(En−Em)t/~δmn,

أن إلى ننتھي كرونكر، دالة خصائص بإستخدام

(3.29)
∑
n

|an|2 = 1

الھامیلتوني للمؤثر المتوقعة القیمة نحسب أن بالإھتمام جدیر سیكون

⟨H⟩ =
∫ +∞

−∞
Ψ∗ĤΨdx =

∑
m,n

a∗man

∫ +∞

−∞
ψ∗mĤψndx,

على نحصل (3.24) المنفصلة الحلول بمعلومیة

⟨H⟩ =
∑
m,n

a∗mane
−i(En−Em)t/~

∫ +∞

−∞
u∗Em(x)ĤuEn(x).

على لنحصل العیاریة التعامد خاصیة نطبق و على لنحصل ĤuEn = EnuEn الممیزة العلاقة نستخدم

⟨H⟩ =
∑
m,n

a∗mane
−i(En−Em)t/~En

∫ +∞

−∞
u∗Em(x)uEn(x) =

∑
m,n

a∗mane
−i(En−Em)t/~Enδmn.

أن إلى ننتھي كرونكر دالة خصائص بتطبیق

(3.30) ⟨H⟩ =
∑
n

|an|2En.

من الإحتمالیة. لھذه تصورات عدة ھناك لكن إحتمالیة. ھو |an|2 معنى أن نجد (3.30) و (3.29) المعادلتین من
ھذا الواقع في .En مقدارھا بطاقة n الكمیة الحالة في النظام یتواجد أن إحتمالیة تمثل |an|2 أن ھو التصورات ھذه
كذلك .(3.25) المعادلة لنا توضح كما Ψ(x, t) الكلیة الموجیة الدالة في فعلاُ موجود النظام لأن عملي. غیر تصور
قیاس ھو المختبر في فیھ نقوم ما كل معینة. كمیة حالة في جسیم وجود نلاحظ أن نستطیع أو لانقیس نحن عملیاً
الموجیة الدالة كمیة تمثل an أن إعتبار ھو و الآخر الھام التصور رقمیة. نتائج على الحصول و دینامیكیة كمیات
|an|2 فإن وبالتالي المتجھات. جبر في الحال ھو كما ،Ψ(x, t) الكلیة الموجیة الدالة ضمن المُحتًواة ψn(x, t)
ھي و P (En) بالدالة الإحتمالیة لھذه نرمز النظام. لطاقة قیاس إجراء لدى En القیمة على الحصول إحتمالیة تمثل

.|an|2 إذاً تساوي
،En أو ،... ،E2 ،E1 المسموحة: الطاقة كمیات إحدى مرة كل في تعطي دائماً النظام لطاقة قیاس أي إجراء إن
عدد N أن حیث تجربة N نقول (دعنا الظروف نفس عند أعلاه للنظام التجارب من كبیر عدد ھیئنا لو إلخ. ...
الطاقة قیمة على فیھا حصلنا التي المرات عدد أن سنجد الزمن نفس عند تجربة لكل الطاقة بقیاس قمنا و كبیرمناسب)
لذلك .|an|2N ھي En لـ و |a2|2N ھي E2 الطاقة قیمة على فیھا حصلنا التي المرات عدد و |a1|2N ھي E1

یصبح الطاقات لھذه الحسابي المتوسط فإن

N |a1|2E1 +N |a2|2E2 + · · ·+N |an|2En + . . .

N

القیمة بمعنى یتعلق فیما السابق نقاشنا مع یتفق أیضاً ھذا .(3.30) العلاقة نفس تُعطي المطاف نھایة في التي و
.(3.21) الواحدة الحالة معادلة في الحال ھو كما تأكیدات لیس و إحتمالیة عن الآن نتكلم الأحوال كل في المتوقعة.

على لنحصل Ĥ2uEn = E2
nuEn نستخدم حیث ⟨H2⟩ حساب یمكن سبق ما على عطفاً

(3.31) ⟨H2⟩ =
∑
n

|an|2E2
n.



64 Fundamental structure of quantum mechanics الكم لمیكانیكا الأساسي التركیب .3

النتیجة إثبات بالتالي و بالتفصیل ⟨H2⟩ لحساب (3.25) التحلیل معادلة في Ψ(x, t) إستخدم :(3.7) سؤال
♢ .(3.31)

أنھ لنجد الطاقة في الإنحراف حساب نستطیع (3.31) و (2.30) النتیجتین بإستخدام

(3.32) ∆H =
√
⟨H2⟩ − ⟨H⟩2 =

√√√√∑
n

|an|2E2
n −

(∑
m

|am|2Em
)2

≥ 0.

الأخرى الحالات سعات بالتالي و |aj|2 = 1 إحتمالیة لھا j واحدة حالة ھناك كانت إذا فقط تحدث للصفر المساوة
في التفاوت یوجد بھا. مسموح فقط واحدة كمیة حالة وجد إذا الطاقة في التفاوت یختفي أخرى، بكلمة الصفر. تساوي

بھا. مسموح أكثر أو كمیتین حالتین وجد إذا الطاقة قیاس
لھ مسموح فقط واحدة كمیة حالة لھ كان إذا الزمن مع إتزان حالة في یكون الكمي النظام أن سبق مما نستنتج
قیاس إن أكثر. أو مستقلتین كمیتین حالتین في بالتواجد للنظام سمح أذا یحدث الزمن مع التغیر أن و فیھا. بالتواجد
أُسْقِط النظام أن یعني Ĥ للمؤثر الممیزة القیم قائمة ضمن بھا المسموح النتائج أحد على الحصول و النظام طاقة
إعادة فإن بالتالي و علیھ. المُجْرى القیاس لطبیعة حساس ذاتھ النظام لأن نفسھ، القیاس بفعل الممیزة الحالة ھذه على

الممیزة! القیمة نفس بالتأكید ستُعْطي لاحقة أزمنھ في النظام نفس على أخرى مرة القیاس
مسقط بإیجاد an السعة نحسب ریاضیاً النظام. حالات من كمیة حالة كل سعة لحساب طریقة ایجاد الآن یھمنا

التالي للتكامل بحسابنا یتم ھذا .ψn(x, t) بـ المُمَثلة n الكمیة الحالة على Ψ(x, t) الكلیة الموجیة الدالة

∫ +∞

−∞
ψ∗n(x, t)Ψ(x, t)dx =

∑
m

am

∫ +∞

−∞
ψ∗n(x, t)ψm(x, t)dx,

=
∑
m

amδnm = an.

العلاقة من دائماً تُحْسَب للنظام كمیة حالة كل سعة إذاً

(3.33) an =
∫ +∞

−∞
ψ∗n(x, t)Ψ(x, t)dx,

كالتالي یُعْطَى النظام لطاقة قیاس إجراء عند En الطاقة مقدار على الحصول إحتمال فإن وبالتالي

(3.34) P (En) = |an|2 =
∣∣∣∣∫ +∞

−∞
ψ∗n(x, t)Ψ(x, t)dx

∣∣∣∣2 .
للكمیة قیاسنا لدى ψn الحالة على Ψ(x, t) بـ الموصوف و المُقَاس للنظام الإسقاط عملیة بأن أخرى مرة نؤكد
means of measurement القیاس وسیلة بین التفاعل عن عملیاً ینتج En القیمة على الحصول و H الفیزیائیة
مباشرة النظام قیس لو بحیث قیاسھا تم التي الكمیة على النظام القیاس وسیلة تُسْقِط حیث المُسْتَھدَف. النظام بین و
سبیل على العملیة، القیاس بطرق تتأثر التي و المجھریة الإنظمة في فقط یظھر الأثر ھذا النتیجة. نفس على لحصلنا

بالفوتون. موقعھ تحدید لدى حركتھ كمیة تغیر و الإلكترون تأثر المثال
ماذكر جمیع إن سنجد لاحقاُ المتعامدة. و المستقلة الممیزة دوالھ و الھامیلتوني للمؤثر كانت السابقة مناقشتنا إن
شروط یوجد أنھ نعني معتمدة مؤثرات نقول عندما الكم. میكانیكا في المُعْتَمَدة المؤثرات جمیع على تماماً ینطبق

لاحقاً. نناقشھ سوف ھذا فیزیائي. معنى لھا یصبح حتى تحققھا أن المؤثرات على یجب ریاضیة
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الحركة كمیة فضاء في المتوقعة القیم وحساب الدینامیكیة المتغیرات تمثیل 3.5
Momentum space representation

لكن واحد. بعد في الإحداثیات فضاء في الدینامیكیة المتغیرات تمثیل و ψ الموجیة الدالة معنى عن السابق في بحثنا
أذھاننا في یتبادر قد ما أول إن صریح. بشكل الفیزیائي ومعناھا ϕ(p, t) الحركة كمیة فضاء في الدالة إلى نتطرق لم
فضاء في ϕ الدالة فإن صحیح التصور ھذا ماكان إذا الإحداثیات. فضاء و الحركة كمیة فضاء بین تناظر ھناك أن
و ϕ بین الإنتقال إن .ϕ الدالة معنى بحث على تنطوي الإجابة فإن لھذا .x فضاء في ψ الدالة خصائص نفس لھا p
(2.27) و (2.26) المعادلتین نأخذ للتبسیط، .(2.27) و (2.26) المعادلتین في فورییر تحویلات خلال من یتم ψ

التكاملیتین المعادلتین على لنحصل ،t = 0 عند

(3.35) ψ(x) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)eipx/~dp,

و

(3.36) ϕ(p) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ψ(x)e−ipx/~dx.

الحركة كمیة فضاء في ϕ(p) للدالة المعایرة شرط لنبحث

∫ +∞

−∞
ϕ∗(p)ϕ(p)dp

=
∫ +∞

−∞
dp

[
1√
2π~

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)eipx/~

] [
1√
2π~

∫ +∞

−∞
dx′ ψ(x′)e−ipx

′/~

]
,

=
1

2π~

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

∫ +∞

−∞
dx′ ψ(x′)

∫ +∞

−∞
dp ei(x−x

′)p/~.

أن أي دیراك، دالة إلا لیس الأخیر التكامل لكن

(3.37)
∫ +∞

−∞
dp ei(x−x

′)p/~ = 2π~δ(x− x′),

المعایرة شرط یصبح دیراك دالة بإستخدام و بالتالي و

∫ +∞

−∞
ϕ∗(p)ϕ(p)dp =

1

2π~

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

∫ +∞

−∞
dx′ ψ(x′)(2π~)δ(x− x′),

=
∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)ψ(x) = 1.

أن أي معایرة، ϕ(p) الدالة أن لنؤكد

(3.38)
∫ +∞

−∞
ϕ∗(p)ϕ(p)dp = 1.

فضاء على معرفة دالة ھناك كانت إذا أنھ على تنص التي و Parseval's theorem بارسیفال نظریة تسمى ھذه
الوحدة. إلى معایر أیضاً یكون مقابل آخر فضاء على لھا فورییر تحویل فإن الوحدة إلى معایرة ما
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كالتالي p فضاء في p̂ للمؤثر المتوقعة القیمة حساب یمكن (3.3) علاقة من

⟨p⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗(x)

(
−i~ ∂

∂x

)
ψ(x)dx,

=
∫ +∞

−∞
dx

[
1√
2π~

∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)e−ipx/~

](
−i~ ∂

∂x

)[
1√
2π~

∫ +∞

−∞
dp′ ϕ(p′)eip

′x/~

]
,

=
1

2π~

∫ +∞

−∞
dx

[∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)e−ipx/~

]
(−i~)

[∫ +∞

−∞
dp′

(
ip′

~

)
ϕ(p′)eip

′x/~

]
,

=
1

2π~

∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)

∫ +∞

−∞
dp′ p′ϕ(p′)

∫ +∞

−∞
dx ei(p

′−p)x/~︸                     ︷︷                     ︸
2π~δ(p′−p)

=
∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)pϕ(p).

أن إلى لننتھي

(3.39) ⟨p⟩ =
∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)p ϕ(p).

فضاء في x̂ المؤثر أن كما تماماً p نفسھ ھو الحركة كمیة فضاء في p̂ الحركة كمیة مؤثر أن تعني (3.39) العلاقة
نعود التساؤل ھذا على للإجابة الحركة. كمیة فضاء في x̂ المؤثر تمثیل عن نتسائل یجعلنا ھذا .x ھو الإحداثیات

كالتالي الحركة كمیة فضاء في x̂ المؤثر تمثیل إیجاد نحاول ومنھا x لـ المتوقعة القیمة لحساب (3.1) للعلاقة

⟨x⟩ =
∫ +∞

−∞
xψ∗(x)ψ(x)dx,

=
∫ +∞

−∞
dx

[
1√
2π~

∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p) x e−ipx/~

] [
1√
2π~

∫ +∞

−∞
dp′ ϕ(p′)eip

′x/~

]
,

=
1

2π~

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)

(
i~
∂

∂p

)
e−ipx/~

∫ +∞

−∞
dp′ϕ(p′)eip

′x/~,

=
1

2π~

∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)

(
i~
∂

∂p

)∫ +∞

−∞
dp′ ϕ(p′)

∫ +∞

−∞
dx ei(p

′−p)x/~︸                     ︷︷                     ︸
2π~δ(p′−p)

.

أن إلى لننتھي

(3.40) ⟨x⟩ =
∫ +∞

−∞
dp ϕ∗(p)

(
i~
∂

∂p

)
ϕ(p),

الإحداثیات فضاء في p̂ الحركة كمیة مؤثر مثلنا كما تماماً i~∂/∂p بـ الحركة كمیة فضاء في x̂ المؤثر مثلنا أننا أي
.−i~∂/∂x بـ

الإحتمالیة تعطي |ϕ(p)|2dp فإن لذلك الحركة، كمیة فضاء في موجیة دالة ھي ϕ(p) الدالة أن أعلاه من نستنج
العلاقات العلاقات لایغیر الزمن على ϕ(p, t) الدالة إعتماد إن .p+ dp و p بین حركة كمیة عند الجسیم نجد لكي
نجد لكي الإحتمالیة تعطي |ϕ(p, t)|2dp إذاً السابق. الإحتمالیة شرط لا و المعایرة شرط یغیر لا و أعلاه المشتقة

.t زمن عند p+ dp و p بین حركة كمیة عند الجسیم
|ϕ(p, t)|2dp و إحتمالیة كثافة ھي |ϕ(p, t)|2 الإحتمالیة. كثافة و الإحتمالیة مفھوم في شائع خطأ ملاحظة:

.ψ الدالة على أیضاً ینطبق ھذا إحتمالیة. ھي
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Commutation relations التبدیل علاقات 3.6

على یعتمد المؤثر تمثیل شكل إن بمؤثرات. عنھا یعبر الدینامیكیة المتغیرات و الفیزیائیة الكمیات إن سابقاً رأینا
تفاضلي مؤثر یصبح أو الإحداثیات فضاء في x یكون الذي و x̂ للمؤثر الحال ھو كما فیھ، نعرفھ الذي الفضاء
فضاء i~∂/∂x−في تفاضلیاً یكون الذي و p̂ الحركة كمیة مؤثر مع الحال كذلك الحركة. كمیة فضاء في i~∂/∂p

الحركة. كمیة فضاء في p و الإحداثیات
لحساب تستعمل و أخرى دالة إلى علیھا تؤثر التي الدالة تنسخ ریاضیة أداة ھي المؤثرات أن من الرغم على
المختبر في المؤثر المثال سبیل فعلى جداً. كبیرا فیزیائي مغزى لھا عملیاً إن إلا الكم میكانیكا في الفیزیائیة الكمیات
نؤثر كأن ما. فیزیائیة كمیة لقیاس التجربة على للتأثیر بإستخدامھا الفیزیائي یقوم التي و الخارجیة القیاس أداة ھو
تعتبر الكھرومغناطیسیة المجالات ھذه ستارك. أثر أو زیمان أثر لدراسة كھرومغناطیسیة بمجالات مثلاً الذرة على
على لیتشتت فوتون إرسال كذلك لأثرھا. فعل كرد تغیرات لھ یحدث و معھا یتفاعل المجھري النظام لأن مؤثرات
ھذا بسبب الإلكترون حركة كمیة و موقع یتغیر لذلك نتیجة حیث مؤثرأ یعتبر حركتھ كمیة أو موقعھ لقیاس إلكترون

المؤثر.
ثم أولاً الحركة كمیة قسنا لو فیما تماماُ یختلف حركتھ كمیة قیاس ثم جسیم موقع قیاس إن ھنا ذكره المھم من
عند p الإبتدائیة الحركة كمیة عن الحركة كمیة تغیر یتضمن t زمن عند x الموقع قیاس أن إلى یعود السبب الموقع.
الكمیات علیھ تعتمد الذي و الزمن عامل بفعل ثانیاً: و موقعھ، قیاس لدى الجسیم تشتت بسبب أولاً: بسببین، وذلك t
بسبب الإبتدائي الموقع عن یتغیر الموقع فإن أولاً الحركة كمیة قیاس عند الحال كذلك المحفوظة. غیر الفیزیائیة

الزمن. عامل بسبب و الجسیم تشتت
non- القیاس متزامنین غیر مؤثرین بأنھما x̂ الإحداثیات مؤثر و p̂ الحركة كمیة مؤثر عن نقول أخرى بكلمة
عملیة لذلك الزمن، ذلك عند الآخر تغیر یتضمن معین زمن عند أحدھما قیاس لأن simultaneous operators
أن أیضاُ لاحظ واحد. آن في بدقة یقاسا أن لایمكن لذلك .non-commute measurement إبدالیة غیر القیاس
.x̂p̂ , p̂x̂ كالتالي الحقیقة ھذه عن نعبر ریاضیاً .(2.28) العلاقة في الیقین لعدم ھایزنبرج مبدأ مع تماماً یتفق ھذا
ھناك كان فلو .commute إبدالیة دائماً لیست المؤثرات فإن القیاسیة- الدوال و الأرقام عكس على -و عام بشكل
B̂ المؤثر و Â للمؤثر commutation relation التبدیل علاقة نعرف .ÂB̂ , B̂Â فإن B̂ مؤثر و Â مؤثر

كالتالي

(3.41) [Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â.

،[Â, B̂] , 0 فإن non-simultaneous operators متزامنین غیر B̂ المؤثر و Â المؤثر كان إذا أنھ نقول لذلك
العكس. و الآخر، بحدوث یتأثر أحدھما أي مترابطین، مؤثرین أو متزامن، بشكل بدقة قیاسھم لایمكن أنھ أي

التبدیل علاقات خصائص أھم بعض إستنباط یمكن (3.41) التعریف من

[Â, Ân] = 0, n = 1, 2, 3, . . . ,

[Â, B̂] = −[B̂, Â],

[aÂ, bB̂] = ab[Â, B̂],

[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ], (3.42)
[Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ],

[Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0.

.Jacobi identity جاكوبي متساویة تسمى السادسة العلاقة ثوابت. b و a الثالثة العلاقة في
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بعد في الإحداثیات فضاء في العلاقة ھذه لحساب القاريء. لذھن یتبادر ما اول [x̂, p̂] التبدیل علاقة تكون قد
كالتالي ψ الموجیة الدالة على تؤثر [x̂, p̂] أن نفترض واحد،

[x̂, p̂]ψ = x̂p̂ψ − p̂x̂ψ = x

(
−i~ ∂

∂x

)
ψ + i~

∂

∂x
(xψ) ,

= −i~x∂ψ
∂x

+ i~ψ + i~x
∂ψ

∂x
.

أن لنكتب
(3.43) [x̂, p̂] = i~

بشكل قیاسھم لایمكن مؤثرین أو إبدالین غیر p̂ و x̂ المؤثرین إعتبار في المقطع بدایة في نقاشنا مع یتفق الذي و
لھایزنبرج. الیقین عدم مبدأ مع یتفق مما اللحظة، نفس عند الممیزة أو المتوقعة بقیمھما التنبأ ولایمكن متزامن

♢ .ϕ(p) الحركة كمیة فضاء في الموجیة الدالة بإستخدام (3.43) التبدیل علاقة أثبت :(3.8) سؤال

نكتب بأن ریاضیاً الحالة ھذه عن نُعَبر إبدالیین. یكونان عندما B̂ و Â للمؤثرین الخاصة الحالة الآن لنعتبر
أو ÂB̂ = B̂Â

(3.44) [Â, B̂] = 0.

قیاس على أحدھما قیاس یؤثر (لا independent operators مستقلین مؤثرین B̂ و Â أن نقول الحالة ھذه في
قیاس یمكن بالتالي و واحد) زمنٍ في قیاسھما (یمكن simultaneous operators متزامنین مؤثرین أو الآخر)
مجموعة نفس أو الممیزة الدالة نفس لھا الإبدالیة المؤثرات أن یعني ھذا واحد. آن في و بدقة الفیزیائیة كمیاتھما

الممیزة. الدوال
simultaneous متزامنة ممیزة دالة B̂ و Â للمؤثرین تكون لأن والكافي اللازم الشرط التالیة: النظریة نضع إذاً
ریاضیاً النظریة ھذه إثبات یمكن .(3.44) معادلة یحققا أن ھو واحد أن في مشتركة ممیزة دالة أو eigenfunction
الوقت بنفس و ،a ممیزة بقیمة Â للمؤثر ممیزة دالة ھي ψ أن بفرض ذلك و contradiction التناقض طریق عن
(3.44) للشرط B̂ و Â المؤثرین تناقض أو إستیفاء من نتحقق ثم ،b ممیزة بقیمة B̂ للمؤثر ممیزة دالة ھي ψ نعتبر

كالتالي ریاضیاً الفرضین عن نعبر ذلك لعمل الفرض. لھذا كنتیجة

(3.45) Âψ = aψ,

و
(3.46) B̂ψ = bψ.

علاقة على بالتأثیر نقوم الطریقة بنفس و الیمین) إلى الیسار جھة (من B̂ بـ (3.45) الفرض علاقة على بالتأثیر
على لنحصل ،Â بـ (3.46) الفرض

(3.47) B̂Âψ = B̂aψ = aB̂ψ = abψ,

و
(3.48) ÂB̂ψ = Âbψ = bÂψ = baψ.

على نحصل (3.48) من (3.47) طرح فعند ،ab = ba أن بما

(ÂB̂ − B̂Â)ψ = (ab− ba)ψ = 0,

النظریة. صحة یثبت مما تناقض، لا إذاً .(3.44) الشرط یحقق مما ،ÂB̂− B̂Â = 0 أن یعني فھذا ψ , 0 أن بما

خطیة. المؤثرات كانت إذا صحیح عموماً ھذا الثوابت. على تعمل لا المؤثرات إعتبرنا البرھان أثناء ملاحظة، فقط
الكم. میكانیكا في المُعْتَمَدة للمؤثرات أساسي مطلب linearity الخطیة شرط أن لاحقاً سنرى
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Hermitian operators الھیرمیشیة المؤثرات 3.7

مركب فضاء ھو و .Hilbert space ھلبرت بفضاء المؤثرات فیھ تعرف التي الفضاء نسمي الكم میكانیكا في
أن یمكن أبعاد ثلاث في أو بعدین مستوى في المتجھات جبر لأن الإقلیدي الفضاء من أعم و complex plane
الممیزة. الدوال ابعاد بتمثیل أكبر بمرونة المركبة الفضاءات تتمیز كذلك البعد. المتناھیة غیر الفضاءات إلى یعمم

(3.12) الھامیلتوني المؤثر المثال سبیل -على المؤثرات تمثیل في i التخیلي العدد و المركبة الأعداد وجود إن
بالطبع لا؟ أم حقیقیة ھي ھل المتوقعة بالقیمة یتعلق فیما تساؤل یثیر الموجیة، الدوال و -(3.4) الحركة كمیة ومؤثر
ھنا من مركبة. قیمة أیة قیاس عملیاً المستحیل من عملیاً. مُقَاسة قیمة لأنھا حقیقیة المتوقعة القیمة تكون أن یجب
المؤثرات ھذه تسمى حقیقیة. زمن أي عند و دائماً المتوقعة قیمتھ تكون أن یجب الكم میكانیكا في مؤثر لأي نشترط

الھیرمیشیة. بالمؤثرات
زمن أي عند و التالي الشرط تحقق إذا ھیرمیشي نعتبره أن یكفي Â مؤثر لأي ریاضیاً،

(3.49) ⟨A⟩ = ⟨A⟩∗.

التالي بحساب (3.49) للشرط الحركة كمیة مؤثر إستیفاء من التحقق یمكن

⟨p⟩ − ⟨p⟩∗ =
∫ +∞

−∞
ψ∗
(
−i~∂ψ

∂x

)
dx−

[∫ +∞

−∞
ψ∗
(
−i~∂ψ

∂x

)
dx

]∗
.

فإن بالتالي و (AB)∗ = B∗A∗ ان أي الترتیب، بعكس نقوم conjugate المرافق أخذ لدى عام ]بشكل
ψ∗
(
−i~∂ψ

∂x

)]∗
=

(
−i~∂ψ

∂x

)∗
(ψ∗)∗ = i~

∂ψ∗

∂x
ψ,

فإن بالتالي و

⟨p⟩ − ⟨p⟩∗ = −i~
∫ +∞

−∞
ψ∗
∂ψ

∂x
dx− i~

∫ +∞

−∞

∂ψ∗

∂x
ψdx,

= −i~
∫ +∞

−∞

(
ψ∗
∂ψ

∂x
+
∂ψ∗

∂x
ψ

)
dx,

= −i~
∫ +∞

−∞

∂

∂x
(ψ∗ψ) dx.

على نحصل ،(2.35) الشرط و (2.33) التعریف بإستخدام

⟨p⟩ − ⟨p⟩∗ = −i~
∫ +∞

−∞

∂P (x, t)

∂x
dx = −i~ P (x, t)|+∞−∞ ,

= −i~
[
lim
x→∞

P (x, t)− lim
x→−∞

P (x, t)
]

= 0.

أن بحیث L مقدارھا دورة على دوریة، ψ الموجیة الدالة كانت لو فیما أیضاً تنطبق أعلاه النتیجة

ψ(x) = ψ(x+ L),

على لنحصل فقط، واحدة لدورة الفضاء نختصر فإننا

⟨p⟩ − ⟨p⟩∗ = −i~
∫ L

0

∂

∂x
(ψ∗ψ) dx = −i~ |ψ(x, t)|2

∣∣∣L
0
,

= −i~
[
|ψ(L, t)|2 − |ψ(0, t)|2

]
= 0.
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.(3.49) الشرط تستوفي المتوقعة قیمھ لأن ھیرمیشي مؤثر (3.4) الحركة كمیة مؤثر أن نستنج أعلاه من

تحقق الموجیة الدوال كانت إذا .−π ≤ θ ≤ π الفترة في محددة θ للمتغیر ψ(θ) الدالة إعتبر :(3.9) سؤال
♢ ھیرمیشي. مؤثر L̂ = −i~∂/∂θ المؤثر أن أثبت ،ψ(π) = ψ(−π) الشرط

Linear operators الخطیة المؤثرات 3.8

معادلة على حصولنا لدى و التراكب. مبدأ لتحقیق خطیة تكون أن یجب للجسیمات الموجیة المعادلة أن سابقاً ذكرنا
إذا أنھ أي خطیة شرودنجر معادلة أن ذكرنا (3.13) جھد تأثیر تحت للجسیم أو (2.30) الحر للجسیم شرودنجر
α1 ھنا شرودنجر. لمعادلة حل أیضاُ α1ψ1 + α2ψ2 أي لھما الخطي المجموع فإن ψ2 و ψ1 مستقلین حلین وجد

الخطي. التراكب مبدأ تحقق فھي بالتالي و مركبة. ثوابت α2 و
أنھ بالقول الخطیة صیاغة نعید عندھا و خطي. مؤثر Ĥ الھامیلتوني المؤثر أن القول یمكن مختصر بشكل لكن
ممیزة دالة أیضاُ α1ψ1 + α2ψ2 أي لھما الخطي المجموع فإن ψ2 و ψ1 مستقلتین ممیزتین دالتین Ĥ لـ وجد إذا
الحصول إحتمالیة |α2|2 أو |α1|2 لتمثل مركبة عشوائیة ثوابت مجرد كونھا تتعدى α2 و α1 الحال ھذه في .Ĥ لـ

النظام. لطاقة قیاس إجراء لدى الترتیب، على ،E2 أو E1 الممیزة القیم على
ممیزة معادلة أي حل بل شرودنجر، معادلة حل فقط لاتشمل الكم میكانیكا فإن التعمیم أجل من و الحال بطبیعة
طاقة حركة، كمیة یكون (قد Q الدینامیكي المتغیر یمثل الذي المؤثر تمثل Q̂ حیث Q̂ψq = qψq الشكل على
القیمة تمثل q و ،Q̂ للمؤثر الممیزة الدالة تسمى و الممیزة المعادلة حل تمثل ψq إلخ)، ... مداري زاوي عزم حركة،
یمثل الذي و Q̂ للمؤثر ممیزة دالة إنھا على للدلالة ψ عن عوضاًً ψq الممیزة الدالة إستخدمنا إننا لاحظ الممیزة.

.Q الدینامیكي المتغیر
المستقلة و الممیزة شرودنجر لمعادلة المثال سبیل على نظرنا لو مستقل. حل من أكثر الممیزة للمعادلة یوجد قد
مستقلتین، ممیزتین دالتین اخرى بكلمة أو مستقلین، حلین لھا یوجد أي الثانیة، الرتبة من أنھا نجد (3.19) الزمن عن
بقیمتین ψq2 و ψq1 ممیزتین دالتین Q̂ للمؤثر أن لنفترض الھامیلتوني. للمؤثر ممیزة دالة ایضاً الخطي مجموعھما

أن بحیث الترتیب، على ،q2 و q1 ممیزتین

(3.50) Q̂ψq1 = q1ψq1 ; Q̂ψq2 = q2ψq2 .

أیضاً ھي مركبة، عشوائیة ثوابت a2 و a1 حیث ،a1ψq1 + a2ψq2 الممیزتین للدالتین الخطي المجموع كان فإذا
أن أي خطي، Q̂ المؤثر أن عندئذ نقول Q̂ للمؤثر ممیزة دالة

(3.51) Q̂
(
a1ψq1 + a2ψq2

)
= a1Q̂ψq1 + a2Q̂ψq2 ,

التراكب مبدأ لتحقیق ذلك و خطیة تكون أن یجب الكم میكانیكا في المؤثرات جمیع إن التراكب. مبدأ یتحقق بذلك و
حقیقیة. متوقعة و ممیزة قیم على للحصول ھیرمیشیة المؤثرات تكون أن ھو و السابق الشرط إلى بالإضافة الخطي
فإن ψq1 , ψq2 أن حیث q1 = q2 الممیزة القیم تساوت إذا (3.50) الممیزتین المعادلتین في أنھ بالذكر الجدیر من
الإنحلال نعرف آخر بمعنى .degeneracy الحطوط) مصطلح تستخدم المراجع (بعض تفسخ أو إنحلال یسمى ھذا

لاحقاً. أكثر بتفصیل لاحقاً ھذا نناقش سوف الممیزة. القیمة نفس لھما مستقلتین حالتین بأنھ
التالي Ô مؤثر لأي عام ریاضي بشكل و منفصلین شرطین شكل على یكتب أن یمكن (3.51) الخطیة شرط إن

(3.52) Ô [f1(x) + f2(x)] = Ôf1(x) + Ôf2(x); Ô [cf(x)] = c Ôf(x),

خطي. Ô المؤثر أن نقول عندھا ،(3.52) في الشرطان Ô المؤثر حقق إذا ثابت. c المعامل أن حیث

خطیة: التالیة المؤثرات من أي :(3.10) سؤال
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Ôf(x) = f(x) + x2 .1

Ôf(x) = [f(x)]2 .2

Ôf(x) = f(2x3 + 1) .3

Ôf(x) =
[
df(x)
dx

]2
.4

Ôf(x) = df(x)
dx
− 2f(x) .5

Ôf(x) = λf(x) .6

♢ إستبعاده. لیتم (3.52) الشرطین من واحد شرط المؤثر یخالف أن یكفي

العیاریة التعامدات و التمام علاقات 3.9
Completeness relations and orthonormality

المراد الكامل الفضاء إن الكاملة. للفضاءات الھامة السمات من إنھا على العیاریة التعامدات و التمام علاقات تُصَنَّف
فیھ الذي و النظام فیھ یتواجد الذي الأقلیدي الفضاء على، یعتمد قد ولكن عن، یختلف الذي و المؤثر فضاء ھو ھنا بھ
فضاء سنوظف لذلك الأقلیدي، الفضاء من أوسع الأحیان بعض في یكون المؤثر فضاء إن المؤثر. طیف نستخرج
داخلي ضرب فضاء بأنھ ھلبرت فضاء یتمیز لاحقاُ ذكرنا كما المؤثرات. فضاء لدراسة Hilbert space ھلبرت
یمتد الإقلیدي الفضاء ان غیر لامتناھیة أبعاد إلى یمتد أن یمكن فیھ الخطي الجبر لأن الإقلیدي للفضاء تعمیم یعتبر و

فقط. أبعاد ثلاثة إلى
في قیاسنا سنُحُدْ لكن الخطیة. و الھیرمیشیة المؤثرات جمیع لیشمل (3.4) القسم في السابق نقاشنا بتعمیم سنقوم
یتغیر لا و إتزان حالة في النظام سنعتبر أو ،t = 0 إبتدائي زمن عند و الإحداثیات فضاء من واحد بعد عند القسم ھذا
ھي العكس على بل خاصة، نتائجنا أن لایعني بالطبع ھذا فقط. x على النظام متغیرات سیعتمد بالتالي و الزمن. مع
تُمَد أن یمكن المُستنبطة النتائج و العلاقات الزمن. و البعد عن النظر بغض بذاتھا حقیقة تبقى نفسھا الفكرة و عامة
بالمؤثرات المُمَثلة الدینامیكیة للمتغیرات الزمن على الإعتماد حُدد لو فیما زمن أي عند و الفضاء في بعد لأي بسھولة

الخطیة. الھیرمیشیة
الصحیحة الأعداد لمجموعة Nتنتمي حیث Nبُعْد، على ھلبرت فضاء في Q̂ الھیرمیشي الخطي المؤثر عرفنا لو
على تكتب N عددھا الممیزة الدوال من متعامدة و خطیاً مستقلة مجموعة المؤثر لھذا فإن ،integer number
المعادلة أن بحیث {q

i
}Ni=1 الشكل على Nتكتب الأكثر على عددھا الممیزة القیم من مجموعة و

{
ψqi

}N
i=1

الشكل
تصبح الممیزة

(3.53) Q̂ψqi = q
i
ψqi ; i = 1, 2, . . . , N.

الخطي المجموع كان إذا أنھ ریاضیاً بھ یقصد خطیاً مستقلة الممیزة الدوال مجموعة أن القول إن

a1ψq1 + a2ψq2 + · · ·+ aNψq
N

= 0,

كانت فقط إذا و إذا یحدث
a1 = a2 = · · · = aN = 0.

أن ریاضیاً بھ یقصد متعامدة الممیزة الدوال مجموعة أن القول إن بالمقابل،

(3.54)
∫
ψ∗qiψqj dx = δij,
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.(3.27) العلاقة في المعطاة Kronecker delta دلتا كرونكر تسمى δij أن حیث
بسبب الأخرى. الحالة عن مستقلة كمیة حالة كل أنھ تعني و (2.34) المعایرة لشرط تعمیم أعلاه التعامد علاقة إن
أن یمكن أساسیات إنھا أي كاملة، تكون

{
ψqi

}N
i=1

الممیزة الدوال مجموعة فإن التعامد و الخطیة الإستقلالیة شرط
لمجموعة boundary conditions الحدیة1 الشروط نفس تتبع f(x) الفضاء في دالة أي عن للتعبیر تستخدم

أن اي الفضاء على للتكامل قابل |f(x)|2 و
{
ψqi

}N
i=1

الممیزة الدوال

∫
|f(x)|2dx <∞,

كالتالي f(x) الدالة عن التعبیر یمكن إذاً

(3.55) f(x) =
∑
j

ajψqj (x).

نحصل ψ∗qi (x) بـ أعلاه المعادلة طرفي ضربنا لو التعامد. علاقة بإستخدام {ai}Ni=1 المعاملات قیمة تحدید یمكن
على

ψ∗qi (x)f(x) =
∑
j

ajψ
∗
qi

(x)ψqj (x),

على لنحصل الطرفین ∫نكامل
ψ∗qi (x)f(x)dx =

∑
j

aj

∫
ψ∗qi (x)ψqj (x)dx =

∑
j

ajδij = ai.

كالتالي f(x) دالة أي تكتب إذاً

(3.56) f(x) =
∑
j

ψqj (x)
[∫

ψ∗qj (x)f(x)dx
]
.

متجھ وحدات ثلاث الأبعاد ثلاثي الإقلیدي الفضاء في نعتبر حیث الإقلیدیة المتجھات جبر یماثل أعلاه الجبر إن
الأساسیة. المتجھ وحدات بمعلومیة الإقلیدي بالفضاء متجھ أي كتابة یمكن علیھ و متعامدة و خطیاً مستقلة أساسیة
ψqi مسقط یمثل ai والمعامل ھلبرت. فضاء في الداخلي الضرب تمثیلات إحدى (3.54) التعامد علاقة فإن لھذا

. f(x) الدالة على
لنحصل الممیزة الدوال لجمیع خطي كمجموع الفیزیائي النظام تصف التي الكلیة الموجیة الدالة كتابة یمكننا إذاً

على
(3.57) Ψ(x) =

∑
j

Ajψqj (x),

الإثبات نستطیع حیث ،Ψ الدالة على ψqj مسقط أو Ψ الكلیة الدالة في المتضمنة ψqj الحالة كمیة تمثل Aj ھنا
أن (3.54) التعامد علاقات بإستخدام

(3.58) Aj =
∫
ψ∗qj (x)Ψ(x)dx,

الممیزة. الدوال لمجموعة الإبتدائیة الشروط نفس و الحدیة الشروط نفس تتبع f الدالة أن نقول فإننا الزمن، على تعتمد
{
ψq
i

}
i
الممیزة الدوال مجموعة كانت 1لو

.(3.53) الممیزة المعادلة حل عن الناتجة الثوابت بإیجاد قیامنا لدى تتجلى الإبتدائیة و الحدیة الشروط فائدة
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قیاسنا لدى ψqi الحالة على Ψ بـ الموصوف و المُقَاس للنظام الإسقاط عملیة إن .(3.33) العلاقة تقابل وھي
means of القیاس وسیلة بین التفاعل عن عملیاً ینتج q

i
الممیزة القیمة على الحصول و Q الفیزیائیة للكمیة

لو بحیث قیاسھا تم التي الكمیة على النظام القیاس وسیلة تُسْقِط حیث المُسْتَھدَف. النظام بین و measurement
النتیجة. نفس على لحصلنا مباشرة النظام قیس

أن نجد (3.54) التعامد علاقات من و Ψ للدالة المعایرة شرط من ∫كذلك
Ψ∗(x)Ψ(x)dx = 1 =

∑
i,j

A∗iAj

∫
ψ∗qi (x)ψqj (x)dx,

=
∑
i,j

A∗iAjδij =
∑
i

|Ai|2 ,

أو
(3.59)

∑
i

|Ai|2 = 1.

شرودنجر. معادلة من المستنبطة و (3.29) المعادلة في الحال ھو كما تماماً
أخرى علاقة على الحصول و آخرى ریاضیة بطریقة الوراء إلى الرجوع و (3.59) النتیجة إستخدام الآن یمكن
completeness التمام علاقة أو الكمالیة علاقة تسمى و ،

{
ψqi

}N
i=1

الممیزة الدوال مجموعة تمام أو لكمالیة مكافئة
أن حیث relation

1 =
∑
i

|Ai|2 =
∑
i

A∗iAi,

=
∑
i

[∫
ψ∗qi (x

′)Ψ(x′)dx′
]∗ ∫

ψ∗qi (x)Ψ(x)dx,

أن نعلم ∫]لكن
ψ∗qi (x

′)Ψ(x′)dx′
]∗

=
∫

Ψ∗(x′)ψqi (x
′)dx′,

فإن بالتالي و

1 =
∑
i

A∗iAi =
∑
i

∫
Ψ∗(x′)ψqi (x

′)dx′
∫
ψ∗qi (x)Ψ(x)dx,

=
∫∫

Ψ∗(x′)

[∑
i

ψqi (x
′)ψ∗qi (x)

]
Ψ(x)dx′dx.

أن أي الوحدة، إلى معایرة Ψ أن نعلم لكننا

1 =
∫

Ψ∗(x′)Ψ(x′)dx′ =
∫

Ψ∗(x)Ψ(x)dx,

=
∫∫

Ψ∗(x′)

[∑
i

ψqi (x
′)ψ∗qi (x)

]
Ψ(x)dx′dx.

[ ] القوسین بین المجموع یكون أن ھو الوحدة یساوي أن الثنائي للتكامل فیھا یمكن التي حیدة الو الحالة فإن بالتالي و
نكتب أو ،δ(x′ − x) دیراك دالة یساوي التكامل داخل

(3.60) δ(x′ − x) =
∑
i

ψqi (x
′)ψ∗qi (x).
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التمام علاقة (3.60) العلاقة وتسمى كاملة،
{
ψqi

}N
i=1

الممیزة الدوال مجموعة أن للقول أخرى ریاضیة صیغة ھذه
spectral decomposition الطیفي التحلیل أو الطیفي المفكوك نظریة تكافيء ھي و completeness relation

.(3.57) الصیغة في أو (3.55) الصیغة في المعطاة
الممیزة العلاقة وبإستخدام Q̂ الھیرمیشي الخطي بالمؤثر عنھ یعبر الذي و Q الدینامیكي للمتغیر المتوقعة القیمة

على نحصل (3.57) التمثیل و ،(3.54) التعامد علاقات ،(3.53)

⟨Q⟩ =
∫

Ψ∗(x)Q̂Ψ(x)dx =
∑
i,j

A∗iAj

∫
ψ∗qi (x)qjψqj dx,

=
∑
i,j

A∗iAjqjδij =
∑
j

|Aj|2 qj ,

أن لنقول
(3.61) ⟨Q⟩ =

∑
i

|Ai|2 qi .

تمثل |Ai|2 أن نستنتج (3.61) و (3.59) من .(3.30) العلاقة في الھامیلتوني للمؤثر المتوقعة القیمة تقابل التي و
نكتب إذاً .P (q

i
) الإحتمالیة دالة تمثل أو ،q

i
الممیزة القیمة سیُعْطِي Q الدینامیكي للمتغیر قیاس أي إجراء إحتمالیة

(3.62) P (q
i
) = |Ai|2 =

∣∣∣∣∫ ψ∗qi (x)Ψ(x)dx
∣∣∣∣2 .

المتوقعة القیمة قیاس إجراء أن نؤكد أخرى مرة النظام. لطاقة قیاسنا عند (3.34) العلاقة في الحال ھو كما تماماً
نظام كل الزمن، نفس عند القیاس أجري و الظروف نفس عند جُھْزت الأنظمة من كبیر لعدد عملیاً یتم Q الكمیة
القیم لھذه الحسابي المتوسط تمثل ⟨Q⟩ بالتالي و .q

N
أو ،... ،q2 ،q1 بھا، المسموح الممیزة القیم إحدى سیعطي

القیاس. عن الناتجة
ممیزة معادلة أي حل بل شرودنجر، معادلة لحل فقط لیست عامة بصورة الكم میكانیكا أن توضح أعلاه المناقشة
كمیة أي قیاس إن .⟨Q⟩ الھیرمیشي الخطي بالمؤثر عنھ یعبر الذي و Q دینامیكي متغیر لأي (3.53) بالعلاقة
الممیزة الحالة ھذه على أُسقط النظام أن یعني الممیزة القیم قائمة ضمن بھا مسموح نتیجة على الحصول و فیزیائیة
ستُعْطِِي النظام على أخرى مرة القیاس إعادة إن القیاس. إجراء لطبیعة حساسة الكمیة الأنظمة لأن نفسھ، القیاس بفعل

الممیزة! القیمة نفس بالتأكید

أبعاد ثلاث في شرودنجر معادلة 3.10
Three dimension Schrödinger equation

یُعْطَى الذي و r بالمتجھ عنھ یعبر الجسیم إحداثیات إعتبار من یبدأ و مباشر ابعاد ثلاث إلى واحد بعد من التعمیم إن
من

(3.63) r = x̂i + yĵ + zk̂,

الإصطلاح إستخدمنا إننا لاحظ كذلك الإقلیدي. الفضاء في unit vectors المتجھ وحدات ھي k̂ و ،̂j ،ˆ̂i أن حیث
الإصطلاحات بإحدى عنھ یعبر المقدار و r ≡ r⃗ أن أي المتجھ عن للتعبیر bold phase الغامق بالخط المتجھ بكتابة

یصبح الحركة كمیة متجھ .ψ(r, t) تصبح أبعاد ثلاث في الموجیة الدالة .r ≡ |r| ≡ |r⃗| التالیة

(3.64) p = pxî + py ĵ + pzk̂.

تصبح الحر للجسیم الحزمة معادلة

(3.65) ψ(r, t) =
1

(2π~)3/2

∫
ϕ(p)ei(p·r−Et)/~d3p.
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أن إثبات یمكننا فورییر تحویل بإستخدام

(3.66) ϕ(p, t) =
1

(2π~)3/2

∫
ψ(r)e−i(p·r−Et)/~d3r.

كالتالي الأبعاد ثلاثي الإحداثي فضاء في دلتا دیراك دالة نستخدم و نُمَثل أن یمكننا أعلاه، التكاملیة المعادلات أجل من

(3.67) δ(r− r′) =
1

(2π~)3

∫
eip·(r−r′)/~d3p,

كالتالي دلتا دیراك دالة تصبح الأبعاد ثلاثي الحركة كمیة فضاء وفي

(3.68) δ(p− p′) =
1

(2π~)3

∫
eir·(p−p′)/~d3r.

على نحصل أبعاد ثلاث في الحركة كمیة لمتجھ المؤثرات تمثیل بإستخدام

p = p̂xî + p̂y ĵ + p̂zk,

=

(
−i~ ∂

∂x

)
î +

(
−i~ ∂

∂y

)
ĵ +

(
−i~ ∂

∂z

)
k̂ = −i~∇. (3.69)

یصبح الحركة كمیة مربع مؤثر فإن علیھ و

(3.70) p̂2 = p · p = −~2∇2,

أبعاد ثلاث في الزمن على المعتمدة شرودنجر معادلة لتصبح

(3.71) −~2

2m
∇2ψ(r, t) + V (r)ψ(r, t) = i~

∂

∂t
ψ(r, t).

إذاً تُعرف أبعاد ثلاث في الإحتمالیة كثافة إن

(3.72) P (r, t) ≡ |ψ(r, t)|2 ,

الفضاء على المعایرة شرط لیصبح و

(3.73)
∫
P (r, t)d3r ≡

∫
|ψ(r, t)|2 d3r ≡ 1.

ابعاد. الثلاث حالة في أیضاً تماماً تنطبق واحد بعد في الموجیة للدالة الریاضیة الشروط إن
لتصبح ابعاد ثلاث في التیار كثافة علاقة إثبات كذلك یمكن

(3.74) ĵ(r, t) ≡ ~

2im
[ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)− (∇ψ∗(r, t))ψ(r, t)] ,

الإستمراریة معادلة لتصبح

(3.75) ∂P (r, t)
∂t

= −∇ · ĵ(r, t).
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المتوقعة قیمتھا أن بحیث Q̂(r,−i~∇) بالمؤثر الكم میكانیكا في عنھا یعبر Q(r,p) فیزیائیة2 كمیة أي
كالتالي تعطى t معین زمن عند expectation value

(3.76) ⟨Q(r,p)⟩ ≡
∫
ψ∗(r, t)Q̂(r,−i~∇)ψ(r, t)d3r

،q(r,p) eigenvalue ممیزة بقیمة Q̂(r,−i~∇) للمؤثر eigenfunction ممیزة دالة ھي ψ الدالة أن حیث
نكتب ریاضیاً .q(r,p) الممیزة القیمة على نحصل ψ على Q̂(r,−i~∇) أثر إذا أن أي

(3.77) Q̂(r,−i~∇)ψ(r, t) = q(r,p)ψ(r, t)

بالمؤثر الأبعاد ثلاثي الحركة كمیة فضاء في عنھ یعبر r الفضاء متجھ أن إثبات یمكن كذلك أنھ لاحظ

r = x̂i + yĵ + zk̂

= i~
∂

∂px
î + i~

∂

∂py
ĵ + i~

∂

∂pz
k̂ = i~∇p

كالتالي الحركة كمیة فضاء في Q(r,p) الفیزیائیة للكمیة المتوقعة القیمة حساب یمكن بالتالي و

⟨Q(r,p)⟩ ≡
∫
ϕ∗(p, t)Q̂(i~∇p,p)ϕ(p, t)d3p

و (3.74) العلاقات اثبت حقیقي، الجھد أن بإعتبار و (3.73) إلى (3.71) العلاقات بإستخدام :(3.11) سؤال
♢ .(3.75)

علاقة بنتیجة الإستعانة یمكن .[r,p] = 3i~ أبعاد ثلاث في التبدیل علاقة مقدار أن أثبت :(3.12) سؤال
♢ .(3.43) التبدیل

الكم میكانیكا في الأساسیة الفرضیات ملخص 3.11
Postulates of Quantum mechanics

الدینامیكیة المتغیرات تمثیل الموجیة، الدالة أسس: ثلاث في تكمن الكم نظریة علیھا تقوم التي الأساسیة القوائم إن
correspondence التقابل مبدأ على أخرى مرة نؤكد أن یجب نكمل أن قبل المتوقعة. القیم أخیراً و كمؤثرات،
ذلك و الكمیة النتائج من خاصة كحالة متضمنة تكون أن یجب الكلاسیكیة النتائج أن على ینص الذي و principle

.~→ 0 بلانك ثابت قیمة أن إعتبرنا إذا و/أو الكبیرة الكمیة للأعداد

الموجیة الدالة أولاً:

الخارجیة الحریة درجات عند واحد جسیم من المكون للنظام الإحداثي و الزمني التطور ψ الموجیة الدالة تصف .1
معالجتنا) في متضمنة غیر المغزلیة كالحركة الداخلیة الحریة (الدرجات الممكنة.

.Q(r,p; t) بالشكل الفیزیائیة الكمیة نكتب و t للزمن دالة تصبح و الزمن على تعتمد فھي محفوظة غیر Q الفیزیائیة الكمیة كانت 2إذا
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تكون التي الأماكن في وصغیرة عالیة بإحتمالیة الجسیم فیھا یتواجد التي الأماكن في كبیرة ψ الموجیة الدالة .2
منخفضة. الجسیم تواجد إحتمالیة

.ψ بھ المعرف الفضاء ضمن الإحتمالیة كثافة یمثل ψ∗ψ الضرب حاصل إن .3

أن یجب ψ علیھ المعرفة الفضاء على ψ∗ψ تكامل أن أي normalized معایرة الإحتمالیة كثافة تكون أن لابد .4
الوحدة. یعطي

أن یجب كذلك و متصلة تكون أن یجب اي للتكامل، قابلة الموجیة الدالة تكون أن لابد المعایرة شرط یتحقق حتى .5
معایرة.) تكون أن لایمكن المتناھیة غیر (الدوال اللانھایة. في متناھیة تكون

ملساء تكون أن یجب أي للإشتقاق قابلة تكون أن یجب الموجیة الدالة الإستمراریة، معادلة و الحفظ قانون لتحقیق .6
أیضاً. متصلة تكون أن یجب الفضاء على مشتقتھا و

الدینامیكیة المتغیرات ثانیاً:

التالیة: الشروط تتبع operators بمؤثرات dynamical variables الدینامیكیة المتغیرات عن یعبر

الخطي. التراكب مبدأ لتحقیق ذلك و خطیة تكون أن یجب .1

قیاسھا من نتمكن كي دائماً حقیقیة المتوقعة القیم و الممیزة القیم تكون حتى hermitian ھیرمیشیة تكون أن یجب .2
عملیاً.

بعد یساوي عددھا الممیزة الدوال من متعامدة و خطیاً مستقلة و كاملة مجموعة علیھ المعرف فضائھ في مؤثر لكل .3
.(3.53) الممیزة المعادلة المجموعات ھذه تتبع بحیث المؤثر، اطیاف أو الممیزة القیم مجموعة یقابلھا المؤثر فضاء
لفضائي أبعاد ثلاث في و واحد بعد في الریاضیة تمثیلاتھا و الدینامیكیة المتغیرات أشھر یوضح (3.1) جدول

الحركة. كمیة و الإحداثیات

أبعاد. ثلاث في و واحد بعد في تمثیلاتھا و الدینامیكیة المتغیرات أشھر :(3.1) جدول
مؤثر في كمؤثر تمثیلھ في كمؤثر تمثیلھ المتغیر رمز الدینامیكي المتغیر
زمني الحركة كمیة فضاء الإحداثیات فضاء
لایوجد i~∂/∂p x x واحد بعد في الإحداثي

لایوجد p −i~∂/∂x p واحد بعد في الحركة كمیة

لایوجد i~∇p r r أبعاد 3 في الإحداثي

لایوجد p −i~∇ p أبعاد 3 في الحركة كمیة

لایوجد Q̂(i~∂/∂p, p) Q̂(x,−i~∂/∂x) Q(x, p) بعد في دینامیكي متغیر أي

لایوجد Q̂(i~∇p,p) Q̂(r,−i~∇) Q(r,p) أبعاد 3 في دینامیكي متغیر أي

i~ ∂
∂t

p2

2m
+ V (i~∂/∂p) −~2

2m
∂2

∂x2 + V (x) H(x, p) واحد بعد في ھامیلتون معادلة

i~ ∂
∂t

p2

2m
+ V (i~∇p)

−~2
2m
∇2 + V (r) H(r,p) ابعاد 3 في ھامیلتون معادلة
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المتوقعة القیم ثالثاُ:

تمثل ⟨Q⟩ المتوقعة القیمة فإن Q̂ ھیرمیشي و خطي بمؤثر عنھ یعبر Q دینامیكي متغیر أو فیزیائیة كمیة لأي
بنفس و الظروف نفس عند سویاً جمیعھا أُعدت الأنظمة، أو التجارب من كبیر لعدد Q لقیاسات الحسابي المتوسط

الزمن. نفس عند القیاسات أخذت و الإبتدائیة الشروط
فضاء بُعْد كان إذا .(3.76) العلاقة بإستخدام ⟨Q⟩ المتوقعة القیمة تحسب أبعاد ثلاث في معمم بشكل و ریاضیاً
الممیزة الدوال من كاملة و متعامدة و مستقلة مجموعة الھیرمیشي الخطي لمُؤَثِرَه فإن ،N Qھو الدینامیكي المتغیر
بھا. لھ المسموح للحالات الدینامیكي المتغیر قیم تقابل التي و {q

i
}Ni=1 الممیزة القیم من مجموعة و

{
ψqi

}N
i=1

تُعْطى Ai سعة لھ حد كل ،(3.57) العلاقة في كما الممیزة للدوال الخطي المجموع ستكون Ψ للنظام الكلیة الدالة
أن: بحیث ،(3.58) من

،... ،q2 ،q1 بھا، المسموح الممیزة القیم إحدى Qستُعْطي observable المُلاحظة الفیزیائیة الكمیة قیاس نتیجة .1
.q
N
أو

.(3.62) العلاقة في تُعْطى التي و |Ai|2 ھي qi الممیزة القیمة على نحصل أن إحتمالیة .2

المثال سبیل على أعطى، الذي و لدینا الذي التجمیع من بالقیاس المشمولة الأنظمة لإحدى مباشرة القیاس بعد .3
مؤكداً سیُعْطي النظام لھذا للقیاس إعادة أي .ψqi الحالة على بالتحدید النظام ھذا أسقط القیاس فإن ،qi الممیزة القیمة

النتیجة. نفس

في یكون و الزمن على لایعتمد الدینامیكي المتغیر بالتالي و النظام فإن بھا، مسموح واحدة حالة للنظام إذاكان .4
إتزان. حالة

تمارین و أسئلة 3.12

التالیة: المؤثرات لدیك :(3.13) سؤال
(د) O3ψ(x) = λψ∗(x) (ج) O2ψ(x) = x(d/dx)ψ(x) (ب) O1ψ(x) = x3ψ(x) (أ)

O6ψ(x) =
∫ x
−∞ x

′ψ(x′)dx′ (و) O5ψ(x) = [dψ(x)/dx] + a (ھـ) O4ψ(x) = eψ(x)

♢ خطیة؟ أعلاه المذكورة المؤثرات من أي

التالیة الممیزة المعادلة مسألة لدیك :(3.14) سؤال

O6ψ(x) = λψ(x)

♢ للتكامل. قابل مربعھا ممیزة دالة على للحصول λ لـ الممكنة القیم أوجد و أعلاه الممیزة المعادلة حل أوجد

.(3.41) في المعطى التعریف بإستخدام [O2, O6] و [O1, O2] التالیة التبدیل علاقات إحسب :(3.15) سؤال
♢

إثارة حالة (لاتوجد الأرضیة حالتھ في الھیدروجین) نظیر (نواة الدیوترون أن عملیاً وجد :(3.16) سؤال
المداري الزاوي العزم ان أي ) S حالة في 96% الدیوترون یقضي حیث كمیتین. حالتین بین خلیط للدیوترون)
Ψللدیوترون الكلیة الموجیة الدالة نكتب وعلیھ .(l = 2 المداري الزاوي D(العزم حالة في 4% یقضي و (l = 0

كالتالي
Ψ = ASψS + ADψD
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على D و S حالة سعات تمثلان مركبة ثوابت AD و AS متعامدة. و مستقلة ψD و ψS الجزئیة الدوال أن حیث
الترتیب.

AD|2|؟ و |AS|2 لـ العددیة القیم ماھي �أ-

معایرة. Ψ الكلیة الموجیة الدالة أن أثبت �ب-

.AD و AS السعة قیمتي لحساب ریاضي تعبیر أوجد �ج-

♢ لماذا؟ و AD و AS من كل قیمة ھي فما ،Ψ = 0 أن جدلاً فرضنا لو �د-

و ψS الجزئیة الدوال على یؤثر Ĥ للدیوترون الھامیلتوني المؤثر كان إذا السابق السؤال في :(3.17) سؤال
التالیة الممیزة المعادلات حسب ψD

ĤψS = ESψS; ĤψD = EDψD,

للدیوترون. ⟨H⟩ المتوقعة القیمة إحسب الترتیب. على D و S لحالات للطاقة الممیزة القیم ھما ED و ES حیث
♢ الزمن. على المعتمد بشكلھا للدیوترون الكلیة الموجیة الدالة أكتب و

:x للمؤثر التالیة التحویل علاقة أثبت :(3.18) سؤال

eip̂a/~xe−ip̂a/~ = x+ a.

كالتالي: تفك أن یمكن الأسیة المؤثرات أن لاحظ

eÂ =
∞∑
n=0

Ân

n!
,

♢ مؤثر. ھو Â حیث

كالتالي: تعطى الزمن على المعتمدة غیر الجاوسیة الموجیة الحزمة لدیك :(3.19) سؤال

ψ(x) = Ne−αx
2

,

مایلي: إحسب حقیقیة. ثوابت α و N حیث

.N المعایرة ثابت قیمة �أ-

.⟨x2⟩ و ⟨x⟩ المتوقعة القیم �ب-

.∆x الإحداثیات حساب في التفاوت �ج-

.(2.27) فورییر تحویل بإستخدام ϕ(p) الدالة �د-

.⟨p2⟩ و ⟨p⟩ المتوقعة القیم �ه-

.∆p الحركة كمیة حساب في التفاوت �و-

ھایزنبرج. مبدأ مع الناتج یتفق حتى α قیمة أمكن إن أستنتج و ∆x∆p قیمة إحسب �ز-

♢ مباشرة) الحلول على للحصول (C.15) التكامل (إستخدم
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4
Applications in one واحد بعد في الكم میكانیكا تطبیقات

dimension

Particle in infinite well لانھائي بئر في جسیم 4.1

كالتالي واحد بعد على مُعَرَّف جھد في محصور جسیم نعتبر

V (x) =

{
0 −a < x < a
∞ elswhere

منطقة ھذه تعتبر وبذلك لانھائي الجھد أن حیث (−a, a) نطاق خارج تتواجد أن لایمكن ψ الموجیة الدالة إن
غیر شرودنجر معادلة تُعْطى حیث (−a, a) بین تقع التي المنطقة في إلا لانھتم لذلك الجسیم. على محظورة

كالتالي الزمن على المعتمدة
−~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x),

التالي الشكل على تكتب أن یمكن أو

(4.1) d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0,

xa-a

V(x)

مالانھایة. إلى یؤول –a و a عند الجھد واحد. بعد في اللانھائي البئر جھد :(4.1) شكل
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أن حیث
(4.2) k2 =

2mE

~2
.

أن أي المستویة، الموجة في یتمثل أعلاه المعادلة حل ریاضیاً

(4.3) ψ(x) = C1e
ikx + C2e

−ikx.

أن من بالرغم x ∈ (−∞,∞) الفضاء على معرف حر جسیم حالة في مفیداً سیكون المستویة المعادلة حل إن
ψ = A exp(ikx) الدالة معایرة أردنا فلو معرفة. قیم تعطي لا (−∞,∞) الفضاء على المستویة الدالة معایرة

أن ∫سنجد ∞
−∞

ψ∗(x)ψ(x)dx = A2
∫ ∞
−∞

e−ik
′xeikxdx = A2

∫ ∞
−∞

ei(k−k
′)xdx = 2πA2δ(k − k′).

تطبیقھا یجب حدیة شروط یوجد فإنھ اللانھائي، البئر جھد في الحال ھو كما نقطتین، بین محصور جسیم حالة في لكن
یكتب أن یمكن (4.3) المستویة الموجة حل أن بما المستویة. الموجة حل على تطبیقھا لایمكن و الموجیة الدالة على
الموجة حل عن نستعیض فإننا ،e±ikx = cos(kx) ± i sin(x) أویلر معادلة في كما جیبیة دوال كمجموع

على لنحصل الجیبیة، الدوال بحل المستویة

(4.4) ψ(x) = A cos kx+B sin kx.

.B = i(C1 − C2) و A = C1 + C2 أن إعتبرنا إذا (4.3) معادلة تكافيء (4.4) معادلة أن لاحظ
بالتالي و الموجیة الدالة أن تعني التي و ψ(a) = ψ(−a) = 0 أن أي الموجیة، للدالة الحدیة الشروط بتطبیق

على نحصل ، −a < x < a الجھد منطقة داخل في إلا لایتواجد الجسیم

(4.5) A cos ka+B sin ka = 0,

و
(4.6) A cos ka−B sin ka = 0.

لایمثل الأخیر .A = B = 0 من كلاً أو B = 0 أو A = 0 الحالات في صحیحتان (4.6) و (4.5) المعادلتان
یخالف وھذا الجھد. داخل محصور جسیم لایوجد أنھ A = B = 0 السعات إختفاء معنى لأن البتة، فیزیائیاُ حلاُ

.B = 0 أو A = 0 إما الحالتین نأخذ لذلك اساساً. الإبتدائي الفرض
أن أي .(-) بالرمز لھ سنرمز الذي و الفردي الحل مع نبقى فإننا ،A = 0 أن حالة في

(4.7) ψ(−)(x) = B sin kx.

على نحصل الجھد حدود عند الموجیة الدالة إختفاء من الحدیة الشروط بتطبیق و

ψ(−)(x = ±a) = 0 ⇒ sin ka = 0 ⇒ ka = nπ,

مع تتفق ریاضیاً أنھا من بالرغم n = 0 للحالة فیزیائي معنى لایوجد أنھ لاحظ .n = 1, 2, 3, . . . أن حیث
كالتالي تُعطى التي و الفردیة الحلول طاقة على نحصل ،(4.2) العلاقة من الحدیة. الشروط

(4.8) E(−)
n =

n2π2~2

2ma2
; n = 1, 2, · · · .

أي ،(4.7) الفردي للحل المعایرة شرط من B الثابت قیمة إیجاد ∫یمكننا a

−a
ψ(−)∗(x)ψ(−)(x)dx = 1 = B2

∫ a

−a
sin2 nπx

a
dx,
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على نحصل sin2 θ = 1
2
(1− cos 2θ) المثلثیة العلاقة بإستخدام

∫ a

−a
ψ(−)∗(x)ψ(−)(x)dx =

B2

2

[∫ a

−a
dx−

∫ a

−a
cos 2nπx

a
dx
]

= B2a = 1,

یصبح B المعایرة ثابت فإن بالتالي و صفر. یساوي دائماً الأیمن الطرف في الثاني الحد تكامل

B =
1√
a
.

كالتالي المعایرة صورتھ في (4.7) الفردي الحل لیصبح

(4.9) ψ(−)
n (x) =

1√
a
sin nπ

a
x.

التالي التكامل حساب بالإھتمام الجدیر ∫من a

−a
ψ(−)∗
m (x)ψ(−)

n (x)dx =
1

a

∫ a

−a
sin mπx

a
sin nπx

a
dx,

عام بشكل الأیمن الطرف تكامل حل إن لھما. كامة دورة على جیبیتین لدالتین الأیمن الطرف في أعلاه التكامل لاحظ
∫یعطى a

−a
sin mπx

a
sin nπx

a
dx =

a

π

(
sin(m− n)π

m− n
− sin(m+ n)π

m+ n

)
,

التكامل یصبح لھذا .m,n > 0 أن حیث صحیحة أعداد n mو مادامت صفر دائماً الأیمن الطرف من الثاني الحد
∫ a

−a
sin mπx

a
sin nπx

a
dx = a

sin(m− n)π

(m− n)π
,

n , m كانت لو بینما .limx→0 sinx/x = 1 أن نعلم لأننا a یساوي الأیمن الطرف فإن n = m عندما لاحظ
نكتب أن یمكن أخرى بعبارة صفر. یساوي الأیمن الطرف فإن

sin(m− n)π

(m− n)π
= δmn,

التكامل یصبح بالتالي ∫و a

−a
sin mπx

a
sin nπx

a
dx = aδmn,

على نحصل منھ و
(4.10)

∫ a

−a
ψ(−)∗
m (x)ψ(−)

n (x)dx = δmn,

المستقلة {ψ(−)
n }n=∞

n=1 الفردیة الحلول من لانھائیة مجموعة لدینا فإنھ لھذا الفردیة. للحلول التعامد علاقة یؤكد والذي
الحلول مجموعة بدلالة عنھا یعبر أن یمكن فردیة دالة أیة أن أي الفردیة. الدوال مجموعة في الكاملة و المتعامدة و
،(4.1) بالعلاقة یعطى الذي و Ĥ الھامیلتوني للمؤثر الممیزة المعادلة تتبع المجموعة ھذه إن .{ψ(−)

n }n=∞
n=1 الفردیة

أن بحیث
(4.11) Ĥψ(−)

n = E(−)
n ψ(−)

n ,

.(4.8) العلاقة من تعطى E(−)
n الفردي الحل طاقة أن حیث
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أن أي .(+) بالرمز لھ سنرمز الذي و الزوجي الحل مع نبقى فإننا ،B = 0 أن حالة في

(4.12) ψ(+)(x) = A cos kx,

على نحصل الجھد حدود عند الموجیة الدالة إختفاء من الحدیة الشروط بتطبیق و

ψ(+)(x = ±a) = 0 ⇒ cos ka = 0 ⇒ ka = (n− 1

2
)π,

كالتالي تعطى التي و الزوجیة الحلول طاقة على نحصل ،(4.2) العلاقة من .n = 1, 2, 3, . . . أن حیث

(4.13) E(+)
n =

(n− 1
2
)2π2~2

2ma2
; n = 1, 2, · · · .

أي ،(4.12) الزوجي للحل المعایرة شرط من A الثابت قیمة إیجاد یمكننا
∫ a

−a
ψ(+)∗(x)ψ(+)(x)dx = 1 = A2

∫ a

−a
cos2

(n− 1
2
)π

a
xdx.

على نحصل cos2 θ = 1
2
(1 + cos 2θ) المثلثیة العلاقة بإستخدام

∫ a

−a
ψ(+)∗(x)ψ(+)(x)dx =

A2

2

[∫ a

−a
dx+

∫ a

−a
cos (n− 1)πx

a
dx

]
= A2a = 1.

یصبح A المعایرة ثابت فإن بالتالي و صفر. یساوي دائماً الأیمن الطرف في الثاني الحد تكامل

A =
1√
a
,

كالتالي المعایرة صورتھ في (4.12) الزوجي الحل لیصبح

(4.14) ψ(+)
n (x) =

1√
a
cos

(n− 1
2
)π

a
x.

التالي التكامل حساب بالإھتمام الجدیر من
∫ a

−a
ψ(+)∗
m (x)ψ(+)

n (x)dx =
1

a

∫ a

−a
cos

(m− 1
2
)πx

a
cos

(n− 1
2
)πx

a
dx.

الطرف تكامل حل إن لھما. كامة دورة على جیبیتین لدالتین الأیمن الطرف في أعلاه التكامل أن أخرى مرة لاحظ
یعطى عام بشكل الأیمن

∫ a

−a
cos

(m− 1
2
)πx

a
cos

(n− 1
2
)πx

a
dx =

a

π

(
sin(m− n)π

m− n
+
sin(m+ n− 1)π

m+ n− 1

)
,

أعلاه التكامل یصبح لھذا، .m+ n > 1 و صحیحة أعداد n mو مادام صفر دائماً الأیمن الطرف في الثاني الحد
∫ a

−a
cos

(m− 1
2
)πx

a
cos

(n− 1
2
)πx

a
dx = a

sin(m− n)π

(m− n)π
= aδmn,
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التعامد علاقة على نحصل وبالتالي السابق. نقاشنا في الحال ھو كما

(4.15)
∫ a

−a
ψ(+)∗
m (x)ψ(+)

n (x)dx = δmn,

{ψ(+)
n }n=∞

n=1 الزوجیة الحلول من لانھائیة مجموعة لدینا فإنھ لھذا أیضاً. الزوجیة للحلول التعامد علاقة یؤكد والذي
مجموعة بدلالة عنھا یعبر أن یمكن زوجیة دالة أیة أن أي الزوجیة. الدوال مجموعة في الكاملة و المتعامدة و المستقلة
بالعلاقة یعطى الذي و Ĥ الھامیلتوني للمؤثر الممیزة المعادلة تتبع المجموعة ھذه إن .{ψ(+)

n }n=∞
n=1 الزوجیة الحلول

أن بحیث ،(4.1)
(4.16) Ĥψ(+)

n = E(+)
n ψ(+)

n ,

.(4.13) العلاقة من تعطى E(+)
n الزوجي الحل طاقة أن حیث

لأي كاملة بأنھا حدة على {ψ(+)
n }n=∞

n=1 الزوجیة أو {ψ(−)
n }n=∞

n=1 الفردیة الحلول مجموعة نصف لم بأننا لاحظ
الحلول مجموعتي إتحاد لكن الترتیب. على الزوجیة، أو الفردیة للدوال كاملة و متعامدة و مستقلة أنھا قلنا بل دالة.
دالة أي لذلك دالة. لأي كاملة و متعامدة و مستقلة (متحدتین) {ψ(+)

n }n=∞
n=1 ∪ {ψ(−)

n }n=∞
n=1 الزوجیة و الفردیة

من معروف ھو كما (cos و sin) الزوجیة و الفردیة للحلول خطي كمجموع كتابتھا یمكن الواحد البعد فضاء في
فورییر. متسلسلة

و إذا {ψ(−)
n }n=∞

n=1 الفردیة الحلول مجموعة بمعلومیة تكتب أن یمكن f(x) دالة أي أن أثبت :(4.1) سؤال
♢ زوجیة. f(x) كانت إذا الثانیة، الحالة مع أیضاً ینطبق ھذا فردیة. كانت فقط إذا

الكمیة الحالة نفس عند (4.13) الزوجي الحل طاقة مع n ما كمیة حالة عند (4.8) الفردي الحل طاقة مقارنة لدى
في موضحة الزوجیة الحلول و الفردیة للـحلول الطاقة لمستویات النسبیة الإزاحات إن .E(+)

n < E(−)
n أن نجد

الفردیة. الطاقة مستویات من یقابلھا ما مع مقارنة أسفل إلى مزاحة الزوجیة الطاقة مستویات أن لاحظ .(4.2) الشكل

الكمي. العدد زاد كلما تزداد متتابعین مستویین بین energy gap الطاقة فجوة أن الشكل في للنظر اللافت من كذلك
كالتالي ∆En energy gap الطاقة فجوة عرفنا لو

∆En = En − En−1 =
π2~2

ma2
(n− β),

الجھد لأن فیزیائیاً مقبول ھذا .n مع خطیاً En∆تزداد الزوجیة. للحلول β = 1 و الفردیة للحلول β = حیث1/2
بإضطراد تؤول جداً كبیرة طاقات على حصولھ لدى الإثارة حالات من علیا رتب إلى یصل الجسیم فإن لذلك لانھائي،
للـحلول الطاقة لمستویات النسبیة الإزاحات في الإختلاف سبب نفھم حتى الكمي. العدد رتبة زادت كلما ملانھایة إلى
شكل الترتیب. على (4.14) و (4.9) الزوجي و الفردي للحلین الموجیة الدوال إختبار یجب الزوجیة و الفردیة
أعداد یحصر الزوجیة للحلول الجھد أن لاحظ الجھد. أبعاد نفس عند الفردیة و الزوجیة الدوال شكل بین یقارن (4.2)
ھي بالتالي و الفردیة الدوال من ذبذبة أقل الزوجیة الدوال أن إلى یؤدي ھذا الفردیة. الحلول مع مقارنة أقل موجیة

طاقة. أقل

المتقطع) (الخط |ψn|2 الإحتمالیة لكثافة العظمى القیم أن (4.2) الشكل في یظھر لماذا سؤال: :(4.2) سؤال
♢ ψn؟ الممیزة للدوال منھا أقل

من حال بأي بینھما الجمع لایمكن إنھ و الزوجي، الحل أو الفردي الحل إما یختار النظام أن نتذكر أن یجب
بـ تعطى n الكمي للعدد الزوجي الحل سعة و A(−)

n بـ تعطى n الكمي للعدد الفردي الحل سعة أن لنعتبر الأحوال.
العكس و .m لـ الممكنة القیم (+)Aلجمیع

m = السعات0 جمیع فإن n لـ ممكنة قیمة (−)Aلأي
n , 0 أخذنا لو .A(+)

n

النظام لھذا فالجھد أصلاً. الجھد إلى یعود للنظام مختلفین حلین وجود في السبب أیضاً. الزوجي الحل حالة في صحیح
عكس أو المتناظر الحل یأخذ أن فإما أكثر. خیارات لھ المتناظر الجھد ذو النظام فإن لذلك .symmetric متناظر
0 < x < 2a بین محصور الجسیم أن إعتبرنا إذا (مثلاً not symmetric متناظر غیر الجھد كان لو المتناظر.

المتناظر. عكس الفردي الحل فقط یأخذ النظام أن سنجد (−a < x < a عن بدلاً
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0 a-a-a a0

(a) (b)

E (+)
1

E (-)
1

E (-)
2

E (-)
3

E (+)
2

E (+)
3

الفردیة الحلول (b) و الزوجیة الحلول (a) للـ الممیزة القیم و الطاقة لمستویات النسبیة الإزاحات :(4.2) شكل
أقل الزوجیة الطاقة مستویات أن لاحظ الأبعاد. نفس لھما لانھائي جھد في لجسیم n = 1, 2, 3 الكمیة: للحالات
الفردیة الموجیة الدوال الكمي. العدد زاد كلما تزداد متتابعین مستویین بین الطاقة فجوة أن لاحظ كذلك للفردیة. منھا
الزوجیة. للدالة منھ أكبر الفردیة الموجیة الدالة تغیر بالتالي و الزوجیة الدوال مع مقارنة أكثر موجیة أعداد تحوي

الإحتمالیة. كثافة یمثل المتقطع المنحنى

مفتاح الفردي؟ الحل أم الزوجي الحل ھو ھل لدینا؟ المتناظر الجھد ذو النظام سیأخذه الحلین أي الآن السؤال
عند و زمن أي عند دائماً فردیاً سیبقى فإنھ الفردي الحل في النظام أبتدأ لو للنظام. الإبتدائیة الشروط في ھو الجواب
عند دائماً زوجیاً سیبقى فإنھ الزوجي الحل في النظام أبتدأ لو بالمقابل الكمي. للعدد ممكنة رتبة لأي و طاقة قیمة أي
الذي الحل ماھیة تحدد التي ھي الإبتدائیة الشروط إذاً الكمي. للعدد ممكنة رتبة لأي و طاقة قیمة أي عند و زمن أي

محفوظة. تبقى الحل نوعیة لكن النظام، یأخذه
التالي التكامل صحة أثبتنا لو تعمم أن یمكن (4.15) الزوجي و (4.10) الفردي للحلین التعامد علاقات ∫إن a

−a
ψ(±)∗
m (x)ψ(∓)

n (x)dx = 0.

.(−a, a) symmetry interval التناظر فترة على محسوب التكامل أن ملاحظة یجب أعلاه النتیجة لإثباتصحة
لأي تناظر فترة أي على التكامل إن دائماً. فردیة دالة ھي ψ(±)∗

m ψ(∓)
n علیھا المكامل الدالة حاصل إن أیضاً لاحظ

بین المحصورة المساحة ھي دالة لأي نقطیتین بین المحدود التكامل أن دائماً نتذكر صفر. دائماً یعطي فردیة دالة
الموجبة و السالبة القیم بین تتراوح المساحة ھذه الفردیة، للدوال السینات). (محور المستقلة المتغیرات محور و الدالة

أن نقول و نعمم أن یمكننا إذاً صفر. مجموعھا لیكون

(4.17)
∫ a

−a
ψ(π)∗
m (x)ψ(π′)

n (x)dx = δmnδππ′ ,

للتماثل الكمي العدد علیھ یطلق π ھو كمي عدد فردیتھ أو الحل لزوجیة أن ھنا إعتبرنا ،π = +,− أن حیث
عددین على الفردیة و الزوجیة الحلول لتشمل تعمیم إذاً (4.17) parity.العلاقة quantum number الباریتي أو

.parity التماثل و الطاقة لرتبة كمیین
الأساسیة الدینامیكیة المتغیرات لبعض المتوقعة القیم حساب لنا یبقى النظام. فیزیاء عن وافیة معلومات الآن نملك
من معطى ھو كما ⟨x⟩ حساب ھو طبعاُ بالذھن یتبادر ما أول الفیزیائیة. المعاني من المزید لإستنباط إختبارھا و

على لنحصل ،(3.1)

⟨x⟩ =
∫ a

−a
x
∣∣∣ψ(±)
n (x)

∣∣∣2 dx.
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علیھا المكامل الدالة فإن بالتالي و دائماً، زوجیة دالة |ψ(±)
n |2 أن لاحظ التكامل. ھذا لحل التناظر نتسخدم أخرى مرة

إذاً صفر. التكامل نتیجة فإن لھذا فردیة. دالة ھي التناظر فترة في x|ψ(±)
n |2

⟨x⟩ = 0,

أفضلیة لھ لیس الجھد داخل الجسیم أن أیضاً یعني بل الأصل. نقطة عند قتھ و معظم یمضي الجسیم أن فقط لایعني ھذا
بنفس (+x (نقطة الأصل نقطة یمین إلى یتواجد أن یمكن الجسیم واحد. بعد في الأصل نقطة حول الموقع إختیار في
تناظر في السبب صفر. ھي المحصلة فإن لذلك .(−x (نقطة الأصل نقطة یسار إلى فیھا یتواجد التي الإحتمالیة
.|ψ(±)

n (−x)|2 = |ψ(±)
n (x)|2 أن حیث الإحتمالیة. كثافة زوجیة إلى سابقاً، ذكرنا كما یعود، للموقع الإحتمالیة

من یُعَّطى والذي ،⟨x2⟩ حساب فیجب للجسیم، المفضل الموقع عن معلومات أردنا لو ⟩أما
x2
⟩

=
∫ a

−a
x2
∣∣∣ψ(±)
n (x)

∣∣∣2 dx.
symmetry التناظر بإستخدام لایحل التكامل لذلك زوجیة، دالة ھي التناظر فترة في علیھا المكامل الدالة أن نلاحظ
الآن، الفردي للحل التكامل بحل سنقوم حدة. على كلاً الزوجي أو الفردي الحل نعتبر أن یجب كذلك .argument

على نحصل (4.9) العلاقة من للقارئ. كتمرین الزوجي للحل التكامل ⟩ویترك
x2
⟩(−)

=
∫ a

−a
x2
∣∣∣ψ(−)
n (x)

∣∣∣2 dx =
1

a

∫ a

−a
x2 sin2 nπx

a
dx.

على نحصل المثلثیة العلاقات ⟩بإستخدام
x2
⟩(−)

=
1

2a

∫ a

−a
x2(1− cos 2nπx

a
)dx =

1

2a

(∫ a

−a
x2dx−

∫ a

−a
x2 cos 2nπx

a
dx
)
,

أن لنفترض الأصعب. ھو الثاني التكامل لكن .2
3
a3 یساوي و سھل الأیمن الطرف في الأول التكامل

α =
2nπ

a
,

یصبح الثاني التكامل ∫وبالتالي a

−a
x2 cos 2nπx

a
dx =

∫ a

−a
x2 cosαxdx = − ∂2

∂α2

∫ a

−a
cosαxdx,

= − ∂2

∂α2

(
1

α
sinαx

)∣∣∣∣x=+a

x=−a
= −2

∂2

∂α2

(
1

α
sinαa

)
.

α قیمة عن التعویض ثم الإشتقاق أخذ اولاً یجب أعلاه. النتیجة في α قیمة عن التعویض لأوانھ السابق من سیكون
على نحصل α على التفاضلات بإجراء المطاف. نھایة ∫في a

−a
x2 cos 2nπx

a
dx = −2

∂

∂α

(−1

α2
sinαa+

a

α
cosαa

)
,

= −2

(
2

α3
sinαa− a

α2
cosαa− a

α2
cosαa− a2

α
sinαa

)
,

= 2

(
(
a2

α
− 2

α3
) sinαa+

2a

α2
cosαa

)
,

= 2

(
(
a2

α
− 2

α3
) sin 2nπ +

2a

α2
cos 2nπ

)
,
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.cos 2nπ = 1 و sin 2nπ = 0 فإن nصحیحة أن بما الأخیرة. الخطوة αفي = 2nπ/a التعویضعن تم حیث
على نحصل ∫لھذا a

−a
x2 cos 2nπx

a
dx =

4a

α2
=

a3

n2π2
.

على نحصل إذا ⟩بالتعویض
x2
⟩(−)

=
1

2a

(∫ a

−a
x2dx−

∫ a

−a
x2 cos 2nπx

a
dx
)

=
1

2a

(
2

3
a3 − a3

n2π2

)
.

المطاف نھایة في ⟩لنكتب
x2
⟩(−)

= a2
(

1

3
− 1

2n2π2

)
.

تساوي التي و ،⟨x2⟩(+) حساب یمكن تقریباً السابقة الطریقة بنفس

⟨
x2
⟩(+)

= a2

(
1

3
− 1

2(n− 1
2
)2π2

)
.

±0.57735a = النقطتین حول الوقت معظم الجسیم یقضي (n الكمي للعدد العلیا (الرتب المرتفعة الطاقات عند
. ±a/

√
3

على لنحصل (3.3) علاقة بإستخدام الحركة لكمیة المتوقعة القیمة حساب یمكننا

⟨p⟩ = −i~
∫ a

−a
ψ(±)∗
n (x)

d

dx
ψ(±)
n (x)dx.

أن أي النظام، ھذا في الموجیة للدالة parity التماثل یعكس التفاضل أن نعلم لكننا

d

dx
ψ(±)
n (x) ∝ ψ(∓)

n (x),

فإن بالتالي و
⟨p⟩ ∝

∫ a

−a
ψ(±)∗
n (x)ψ(∓)

n (x)dx = 0.

في نفسھ الحركة كمیة موثر أن لاحظ تناظر. فترة على فردیة أصبحت علیھا المكامل الدالة لأن سابقاً ذكرنا كما
أن نقول لھذا المقام. في x وجود بسبب فردي، (3.4) العلاقة

⟨p⟩ = 0,

و جھد تأثیر تحت لأنھ سكون حالة في الجسیم ھذا یكون أن أصلاً ولایمكن سكون، حالة في الجسیم أن لایعني ھذا
أفضلیة لھ لیس الجھد داخل الجسیم أن تعني ⟨p⟩ = 0 أن حقیقة الجسیم. ھذا على تؤثر قوى محصلة ھناك بالتالي
(إتجاه الیسار إلى فیھا ینتقل التي الإحتمالیة بنفس (+x (إتجاه الیمین إلى ینتقل الجسیم واحد. بعد في الإتجاه في
الجھد داخل الجسیم حركة كمیة مقدار لمعرفة صفر. ھي الإتجاه محصلة فإن لذلك متجھة، كمیة p أن بما .(−x

تساوي والتي ، ⟨p2⟩ أولاً نحسب أن تحتاج

⟨p2⟩ = −~2
∫ a

−a
ψ(±)∗
n (x)

d2

dx2
ψ(±)
n (x)dx,

أن أي للنظام، الھامیلتوني بالمؤثر یرتبط التكامل داخل التفاضلي المؤثر لكن

−~2 d
2

dx2
= 2mĤ.
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على نحصل ،(4.16) و (4.11) علاقات بتوظیف و المساواة ھذه بإستخدام إذاً

⟨p2⟩ = 2m
∫ a

−a
ψ(±)∗
n (x)Ĥψ(±)

n (x)dx = 2m
∫ a

−a
ψ(±)∗
n (x)E(±)

n ψ(±)
n (x)dx,

أن إلى لننتھي
⟨p2⟩ = 2mE(±)

n .

العلاقات بإستخدام الحركة كمیة و الموقع قیاس في الإنحراف نحسب ھایزنبرج مبدأ مع نتائجنا مطابقة من للتأكد

∆x =
√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2,

و
∆p =

√
⟨p2⟩ − ⟨p⟩2.

أن سنجد

∆x∆p = ~


√

n2π2

3
− 1

2
, odd solution.

√
(n− 1

2
)2π2

3
− 1

2
, even solution.

الفردي للحل 0.57~ و 1.67~ ھي القیمة أن نجد حیث ،n = 1 عندما تحدث ∆x∆p للـ قیمة أقل أن الواضح من
الحل في التأكد عدم أن لاحظ ھایزنبرج. مبدأ مع إتفاق في ~/2 من أكبر القیمتین كلا الترتیب. على الزوجي و

لماذا؟ للزوجي، منھ أكبر الفردي

الطیفي المفكوك نظریة على تطبیقات 4.2
Applications of spectral expansion theory

بإستخدام عنھا یعبر أن Ψ(−a)یمكن = Ψ(a) الحدي الشرط Ψ(x)تتبع (t = 0 (عند إبتدائیة موجیة حزمة أي
الحلول، من للفئتین الممكنة الحلول لجمیع الخطي الجمع بإستخدام لانھائي بئر في للجسیم الزوجي و الفردي الحل

أن أي

Ψ(x) =
∞∑
n=1

[
A(+)
n ψ(+)

n (x) + A(−)
n ψ(−)

n (x)
]
,

x في زوجیة كدالة Ψ(x) الحزمة بدأت إذا الفردي. أو الزوجي الحل مساقط تمثل {A(±)
n }∞n=1 السعات ھنا حیث

.x في فردیة Ψ(x)كدالة الحزمة بدأت إذا صحیح أیضاً العكس و تختفي. أن یجب {A(−)
n }∞n=1 السعات جمیع فإن

التطور حساب یمكن فردیة. أو زوجیة إما Ψ(x) الحزمة آخر بكلام لایجتمعان. الفردي و الزوجي الحلان أن حیث
على لنحصل ،(3.25) العلاقة بإستخدام Ψ(x) للحزمة الزمني

(4.18) Ψ(x, t) =
∞∑
n=1

[
A(+)
n ψ(+)

n (x)e−iE
(+)
n t/~ + A(−)

n ψ(−)
n (x)e−iE

(−)
n t/~

]
.

كالتالي صریح و موسع بشكل (4.18) الحزمة كتابة یمكننا

Ψ(x, t) =
1√
a

∞∑
n=1

[
A(+)
n e−i

(n− 1
2 )2π2~

2ma2
t cos

(n− 1
2
)π

a
x+ A(−)

n e−i
n2π2~
2ma2

t sin nπ
a
x

]
,
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نكتب parity التماثل على التعمیم بإستخدام و شدید، بإختصار أو

(4.19) Ψ(x, t) =
∞∑
n=1

+∑
π=−

A(π)
n ψ(π)

n (x)e−iE
(π)
n t/~.

أعلاه للدالة المعایرة شرط ∫لنفحص a

−a
Ψ(x, t)∗Ψ(x, t)dx =

∑
n,π

∑
m,π′

A(π′)∗
m A(π)

n e−i(E
(π)
n −E

(π′)
m )t/~

∫ a

−a
ψ(π′)∗
m (x)ψ(π)

n (x)dx,

على نحصل (4.17) التعامد علاقة ∫بإستخدام a

−a
Ψ(x, t)∗Ψ(x, t)dx =

∑
n,π

∑
m,π′

A(π′)∗
m A(π)

n e−i(E
(π)
n −E

(π′)
m )t/~δmnδππ′ =

∞∑
n=1

+∑
π=−

∣∣∣A(π)
n

∣∣∣2 .
على نحصل معایرة Ψ(x, t) الدالة أن بإعتبار

(4.20)
∫ a

−a
Ψ(x, t)∗Ψ(x, t)dx =

∞∑
n=1

(∣∣∣A(−)
n

∣∣∣2 +
∣∣∣A(+)

n

∣∣∣2) = 1.

أن نجد للطاقة المتوقعة القیمة حسبنا لو

⟨H⟩ =
∫ a

−a
Ψ(x, t)∗ĤΨ(x, t)dx,

=
∑
n,π

∑
m,π′

A(π′)∗
m A(π)

n e−i(E
(π)
n −E

(π′)
m )t/~

∫ a

−a
ψ(π′)∗
m (x)Ĥψ(π)

n (x)dx.

نحصل (4.17) التعامد علاقة تطبیق مع الزوجي للحل (4.16) العلاقة و الفردي للحل (4.11) العلاقة بإستخدام
على

⟨H⟩ =
∑
n,π

∑
m,π′

A(π′)∗
m A(π)

n e−i(E
(π)
n −E

(π′)
m )t/~E(π)

n δmnδππ′ =
∞∑
n=1

+∑
π=−

E(π)
n

∣∣∣A(π)
n

∣∣∣2 .
أن إلى لنصل

(4.21) ⟨H⟩ =
∞∑
n=1

(
E(−)
n

∣∣∣A(−)
n

∣∣∣2 + E(+)
n

∣∣∣A(+)
n

∣∣∣2) .
إنھ على |A(±)

n |2 المقدار نفسر یجعلنا الذي و (3.30) و (3.29) بالعلاقات تذكرنا (4.21) و (4.20) العلاقة إن
A(±)
n أن نبین أن یمكننا .E(±)

n القیمة یعطي Ψ بالدالة الموصوف النظام لحالة الطاقة قیاس إجراء إحتمالیة یمثل
یمكننا التعامد علاقات بإستخدام و أخرى بعبارة ،Ψ الحالة على ψ(±)

n eigenfunction الممیزة الدالة مسقط ھي
أن إثبات

(4.22) A(±)
n =

∫ a

−a
ψ(±)∗
n (x)Ψ(x, t)dx,

یصبح E(±)
n الطاقة قیاس إحتمالیة فإن بالتالي و

(4.23) P (E(±)
n ) =

∣∣∣A(±)
n

∣∣∣2 =
∣∣∣∣∫ a

−a
ψ(±)∗
n (x)Ψ(x, t)dx

∣∣∣∣2 .
ماھي صحیح؟ ما عدد k أن حیث ،E(+)

k القیمة دائماً تعطي الطاقة A(π)قیاسات
n لـ قیمة أي عند :(4.3) سؤال

قیم تمثل أن یمكن مركبة عددیة أمثلة 6 أعطي الحالة؟ ھذه في |A(+)
k |2 قیمة ھي ما و النظام؟ تصف التي الحالة

♢ .A(+)
k
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The parity التماثل 4.3

بدأنا فإذا .x لـ (+) زوجي حل أو (-) فردي حل المتناظر للھامیلتونیان بالتالي و المتناظر للجھد إن سابقاً ناقشنا
طوال فردیة Ψ(x, t) الحزمة تبقى بالتالي و تختفي A(+)

n السعات جمیع فإن x في فردیة Ψ(x, t) موجیة بحزمة
الدالة تماثل علیھ یطلق الدالة فردیة أو زوجیة إن زوجیة. Ψ(x, t) بحزمة بدأنا إذا فیما صحیح العكس و الوقت.
الحركة ثوابت من یعتبر بالتالي و الزمن على یعتمد لا الحل تماثل فإن متناظر جھد لأي أنھ نجد .the parity

عنھ. اللازمة المعلومات إستنباط و النظام تناظر في یبحث فیزیائي أي تھم التي و constant of motion
لأي .−x إلى xعكس ھو دالة أي على تأثیره قاعدة تكون التي و Π̂ parity operator التماثل مؤثر لنعرف

على نحصل Π̂ تأثیر تحت ψ(x) حزمة

(4.24) Π̂ψ(x) = ψ(−x).

فإن الزوجیة للحزم
(4.25) Π̂ψ(+)(x) = ψ(+)(x),

فإن الفردیة للحزم بینما
(4.26) Π̂ψ(−)(x) = −ψ(−)(x).

parity التماثل لموثر ممیزة دوال ھي الفردیة و الزوجیة الحزم و ممیزة معادلات تعتبر (4.26) و (4.25) المعادلات
eigenfunction الممیزة الدوال مجموعة إن الفردیة. و1−للدوال الزوجیة 1+للدوال ممیزة لقیم Π̂ operator
بل (4.16) و (4.11) في كما Ĥ الھامیلتوني للمؤثر ممیزة دوال فقط لیست لانھائي بئر في لجسیم ψ(±)

n group
أیضاً. Π̂ التماثل لمؤثر ممیزة دوال ھي الوقت نفس في

projection op- الإسقاطیة المؤثرات بزمرة مایسمى إلى ینتمي Π̂ the parity operator التماثل مؤثر إن
فإن Π̂ التماثل مؤثر حالة في الأول. التأثیر یلغي المؤثرات لھذه الثاني التأثیر بأن تتمیز التي و erators

(4.27) Π̂2ψ(x) = ψ(x),

تغیر. أي لایُحْدِث و x إلى x قیمة یُرجع إنعكاسین حدوث لأن
دالة أي فإن لھذا كاملة. الممیزة دوالھ فإن ھیرمیشي مؤثر لأي و ھیرمیشي و خطي مؤثر ھو Π̂ التماثل مؤثر إن
الشكل على ψ(x) نكتب أن یمكن بالتالي و Π̂ التماثل لمؤثر الممیزة الدوال بإستخدام عنھا التعبیر یمكن ψ(x)

(4.28) ψ(x) =
1

2
[ψ(x) + ψ(−x)]︸                     ︷︷                     ︸

ψ(+)

+
1

2
[ψ(x)− ψ(−x)]︸                     ︷︷                     ︸

ψ(−)

.

المؤثر أن أثبت كذلك ψ(x) حالة لأي حقیقیة ⟨Π⟩ أن بإثبات ھیرمیشي Π̂ التماثل مؤثر أن أثبت :(4.4) سؤال
♢ خطي. Π̂

لإحداثیات إختیارنا بسبب كان لانھائي جھد في لجسیم زوجي حل أو فردي حل على حصولنا إن سابقاً ذكرنا
شیئاً نغیر لم فإننا 0 < x < 2a بین الجھد أخذنا لو بالمقابل .x = 0 النقطة حول متناظر یكون بحیث الجھد
أقل التناظر ھذا .x = a النقطة حول بالإنعكاسیة متناظر الآن الجھد لكن تتغیر. لم الھندسیة أبعاده لأن الجھد في
أین السؤال الفردي. الحل ھو و ألا واحداً حلاً فقط تفرضعلینا الحالة ھذه في الحدیة الشروط أن نجد كذلك وضوحاً.
فإن التناظر ھذا من جزء أختفاء بسبب و كفایة صریح غیر التناظر إن نقول الحالة؟ ھذه في الزوجي الحل أختفى
الإحداثیات نختار أن علینا یجب الكم میكانیكا مسائل دراسة عند وعلیھ الحدیة. الشروط من لایظھر الحل من جزء

النظام. یصف الذي الھامیلتون في صریح بشكل التناظرات تظھر بطریقة
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فإن ھنا من الزمن. على لایعتمد نفسھ التماثل مؤثر فإن الزمن على الحزمة زوجیة أو فردیة إعتماد عدم بسبب
كالتالي زمن أي عند یكتب أن یمكن (4.28) معادلة من الأیمن الطرف في الزوجیة الدالة

ψ(+)(x, t) =
1

2
[ψ(x, t) + ψ(−x, t)] =

1

2

[
ψ(x, t) + Π̂ψ(x, t)

]
,

نكتب أو
(4.29) ψ(+)(x, t) =

1

2

(
1 + Π̂

)
ψ(x, t),

نكتب أن یمكن زمن أي عند الفردي للحل الحال كذلك

(4.30) ψ(−)(x, t) =
1

2

(
1− Π̂

)
ψ(x, t).

الطرف فإن ،Ĥ الھامیلتوني للمؤثر ممیزتین دالتین ھما (4.30) و (4.29) المعادلتین في الأیسر الطرف أن بما
عن عبارة الأیمن الطرف لكن .Ĥ الھامیلتوني للمؤثر ممیزة دوال أیضاً (4.30) و (4.29) المعادلتین في الأیمن
حتى Ĥ لـ ممیزة دالة تكون أن یجب التي و Π̂ψ(x, t) ثانیھما و Ĥ لـ ممیزة دالة ھي و ψ(x, t) أولھما حدین

فإن بالتالي و .Ĥ لـ ممیزة دوال الأیمن الطرف یصبح

Ĥ
[
Π̂ψ(x, t)

]
= i~

∂

∂t

[
Π̂ψ(x, t)

]
= Π̂

[
i~
∂

∂t
ψ(x, t)

]
,

= Π̂
[
Ĥψ(x, t)

]
.

إذاً نكتب لاحقاً. ذكرنا كما الزمن، على لاتعتمد Π̂ لأن إبدالیان ∂/∂t الزمن تفاضل مؤثر و Π̂ ھنا لاحظ

(4.31)
(
ĤΠ̂− Π̂Ĥ

)
ψ(x, t) = 0,

أن أي إبدالیین، Ĥ و Π̂ المؤثرین أن یعني ھذا .ψ(x, t) ممكنة حالة لأي ذلك و

[Ĥ, Π̂] = 0.

Ĥ تناظر متناظر. لأنھ Ĥ لـ ψ(±)
n ممیزتین دالتین لدینا یوجد یلي: كما أعلاه التبادل علاقة لفھم أخرى زوایة ھناك

فإن لھذا الإنعكاسیة. تأثیر تحت متناظر دائماً - ∂2/∂x2 وھو - Ĥ من الأول الحد أن لأحظ الجھد، تناظر بسبب
حصلنا لما الزمن على تعتمد Π̂ أن لو أنھ قائل یقول قد إبدالیین. إنھما نقول بالتالي و تناظره بسبب Ĥ في لاتغیر Π̂
مع إبدالي فإنھ Π̂ التماثل موثر إنحفاظ بسبب أنھ نقول لذلك صحیحة. نظر وجھة وھذه أعلاه! التبدیل علاقة على

.Ĥ الھامیلتوني المؤثر
has no explicit time صراحة الزمن على لایعتمد مؤثر أي أن نقول و أعلاه الإنحفاظ شرط نعمم أن یمكن

الحركة. ثوابت من ثابت یعتبر و محفوظ یكون Ĥ الھامیلتوني المؤثر مع إبدالي یكون و dependence
من أو محفوظة لاتكون و الزمن مع تتغیر نفسھا الطاقة فإن ،V (x, t) لدینا أي الزمن، على یعتمد الجھد كان إذا
الحصول و المتغیرات فصل عملیة فإن الحالة ھذه في لكن الكلاسیكیة. المیكانیكا في الحال ھو كما الحركة، ثوابت
time- beginL الزمن عن المستقل الجزء و temporal part الزمني الجزء الممیزتین، شرودنجر معادلتي على

الحالة. ھذه في ممكن غیر یصبح ، part independent

♢ الحركة. ثوابت من ثابت یعتبر و محفوظ p̂ الحركة كمیة مؤثر أن أثبت ،m كتلتھ حر لجسیم :(4.5) سؤال
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الحفظ وقوانین الحركة ثوابت 4.4
Constant of motion and conservation laws

وعممنا للنظام. الھامیلتوني المؤثر مع إبدالیاً یكون بالتالي و الزمن على لایعتمد أنھ التماثل مؤثر في وضحنا كما
یوصف لنظام Ĥ خطي و ھیرمیشي ھامیلتوني مؤثر لنأخذ الفیزیائیة. المتغیرات تمثل التي و المؤثرات لجمیع ذلك

أن بحیث ψ الموجیة بالحزمة

Ĥψ(x, t) = i~
∂ψ(x, t)

∂t
.

المتوقعة القیمة فإن الزمن على صریح بشكل لاتعتمد التي و للنظام Q الفیزیائیة الكمیة یمثل Q̂ مؤثر إعتبرنا لو
تصبح ⟨Q⟩

⟨Q⟩ =
∫
ψ∗(x, t)Q̂ψ(x, t)dx.

حتى محفوظة؟ غیر Q الفیزیائیة الكمیة أن یعني ھذا ھل الزمن. على صراحة تعتمد قد أعلاه المتوقعة القیمة لكن
أن بإعتبار أعلاه تعمیمنا مع تناقض ھناك أن یبدو الأولى للوھلة الھامیلتوني؟ المؤثر مع إبدالي مؤثرھا كان ولو
یمكن لكن الھامیلتوني. المؤثر مع إبدالیة تكون أن یجب و صراحة الزمن على لاتعتمد أن یجب المحفوظة الكمیات

على نحصل فعلنا لو الزمن. مع ⟨Q⟩ المتوقعة القیمة تغیر حسبنا لو العكس نثبت أن

d⟨Q⟩
dt

=
∫
dx

(
∂ψ∗

∂t
Q̂ψ + ψ∗Q̂

∂ψ

∂t

)
,

أن نعلم لكن الزمن. على صریح بشكل لاتعتمد Q الفیزیائیة الكمیة لأن dQ/dt = 0 إعتبرنا إننا لاحظ

∂ψ

∂t
= − i
~
Ĥψ ⇒ ∂ψ∗

∂t
=
i

~

(
Ĥψ

)∗
=
i

~
ψ∗Ĥ

⟨Q⟩ تغیر معدل .1Ĥ نفسھ ھو (adjoint بالمجاور یعرف ما (أو Ĥ للمؤثر المركب المرافق فإن الھیرمیشیة بسبب
إذاً یصبح الزمن مع

d⟨Q⟩
dt

=
i

~

∫
dx
(
ψ∗ĤQ̂ψ − ψ∗Q̂Ĥψ

)
=
i

~

∫
ψ∗
(
ĤQ̂− Q̂Ĥ

)
ψdx,

=
i

~

∫
ψ∗[Ĥ, Q̂]ψdx,

أن إلى لننتھي أو

(4.32) d⟨Q⟩
dt

=
i

~
⟨[Ĥ, Q̂]⟩.

محفوظة ⟨Q⟩ أن تردد أي دون الحالة ھذه في نقول d⟨Q⟩/dt = 0 فإن Ĥ مع إبدالي Q̂ كان إذا أنھ الآن نلاحظ
الفیزیائیة الكمیة كانت لو لاحظ .constant of motion الحركة ثوابت Qمن الفیزیائیة الكمیة أن و conserved

التالي بالتعدیل تُعَمَّمْ أن یمكن (4.32) علاقة فإن صراحة، الزمن على تعتمد Q

(4.33) d⟨Q⟩
dt

=
i

~
⟨[Ĥ, Q̂(t)]⟩+

⟨
∂Q(t)

∂t

⟩
.

كالقیم الأرقام و الثوابت و الموجیة كالدوال المؤثرات لغیر یستخدم ∗ بالرمز لھ نرمز الذي و complex conjugate المركب المرافق مصطلح الكم میكانیكا 1في
Ĥ المؤثر حقق إذا و .(Ĥψ)∗ = ψ∗Ĥ† نكتب لذلك .† بالرمز لھ یرمز و adjoint المجاور بتسمیتھ یصطلح المركب المرافق یقابل ما فإن للمؤثرات مثلاً. المتوقعة

ھیرمیشي. أو self adjoint التجاور ذاتي المؤثر بأن نقول فإننا Ĥ† = Ĥ الشرط
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الباب. آخر في للتمارین إجابتھ عند إثباتھا للقاريء سیترك
یصبح الذي و d⟨p⟩/dt بحساب ذلك و Ehrenfest إیرنفست نظریة لإثبات (4.32) العلاقة إستخدام یمكن

d⟨p⟩
dt

=
i

~
⟨[Ĥ, p̂]⟩,

لكن
[Ĥ, p̂] = [

p̂2

2m
+ V (x), p̂] =

1

2m
[p̂2, p̂] + [V (x), p̂],

إبدالي سیكون مؤثر أي أن نقول أو [p̂2, p̂] = 0 فإن (3.42) التبدیل علاقات لخصائص الأولى العلاقة من كذلك
كالتالي [V (x), p̂] حساب إذاً نستطیع المؤثر. لذلك خاصة دالة أي مع

[V (x), p̂]ψ(x, t) = V (x)p̂ψ(x, t)− p̂V (x)ψ(x, t),

= −i~V (x)
dψ(x, t)

dx
+ i~

d

dx
(V (x)ψ(x, t)) ,

= −i~V (x)
dψ(x, t)

dx
+ i~

dV (x)

dx
ψ(x, t) + i~V (x)

dψ(x, t)

dx
,

= i~
dV (x)

dx
ψ(x, t).

أن نقول أو
[V (x), p̂] = i~

dV (x)

dx
,

أن إلى لننتھي

[Ĥ, p̂] = i~
dV (x)

dx
,

كالتالي تُعْطَى d⟨p⟩/dt لتصبح و

d⟨p⟩
dt

=
i

~
⟨[Ĥ, p̂]⟩ = −

⟨
dV (x)

dx

⟩
.

الكمي. شكلھ في نیوتن قانون أو المحافظة للأنظمة الكلاسیكیة المیكانیكا في الحركة معادلة في الحال ھو كما تماماً
لھذا d⟨p⟩/dt = 0 و [Ĥ, p̂] = 0 بالتالي و dV (x)/dx = 0 فإن صفر) تساوي القوى (محصلة الحر للجسیم

الحركة. ثوابت من تعتبر الحركة كمیة فإن

الحر الجسیم و الحركة لكمیة الممیزة الدوال 4.5
Momentum eigenfunctions and free particle

.(3.53) الممیزة المعادلة حل ھو عام بشكل لكن و شرودنجر معادلة حل فقط لیست الكم میكانیكا أن ذكرنا أن سبق
المؤثرات تسمى آخر نوع من ھیرمیشیة و خطیة مؤثرات یوجد أنھ parity للتماثل دراستنا لدى أیضاً وجدنا
كمیة لمؤثر الممیزة المعادلة حل یمكن الفكرة بنفس ممیزة. وقیم ممیزة دوال ممیزة، معادلة أیضاً لھا و الإسقاطیة
كمیة لمؤثر الممیزة الدوال مجموعة أن فرضنا لو خطي. و ھیرمیشي السابق في أثبتنا كما بالطبع ھو و p̂ الحركة
مستمر طیف عن نتحدث إننا (أي مستمرة p قیم أن حیث {ψp(x)}+∞p=−∞ ھي واحد بعد في یتحرك لجسیم الحركة

إذاً تصبح الحركة لكمیة الممیزة المعادلة الحركة). لكمیة

(4.34) p̂ψp(x) = pψp(x),
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التفاضلي بشكلھا الممیزة المعادلة تصبح (3.4) علاقة بإستخدام

(4.35) dψp(x)

dx
=
ip

~
ψp(x),

المستویة الموجة ھو حلھا
(4.36) ψp(x) = Ceipx/~,

الدالة تكون حتى حقیقیة تكون أن یجب p eigenvlaue الممیزة القیمة المعایرة. شرط من یحسب ثابت C حیث
ھیرمیشي. p̂ الحركة كمیة مؤثر لأن مضمون الشرط ھذا الأحوال كل في .−∞ ∞+و عند ψp(x)متناھیة الممیزة
شرط فإن ،+∞ إلى −∞ بین تقع قیمة أي تأخذ p الممیزة القیمة أن أي مستمر، الحركة كمیة طیف أن بما

یصبح ψp(x) الممیزة للدوال التعامد

(4.37)
∫ +∞

−∞
ψ∗p′(x)ψp(x)dx = δ(p− p′),

لدیراك دلتا دالة نستخدم حیث المتقطعة. للأطیاف أصلاً المستنتج و (3.54) العلاقة في الشرط ذلك عن یختلف الذي و
C الثابت قیمة حساب یمكن (4.37) التعامد علاقة من المتقطعة. للأطیاف كرونكر دلتا دالة و المستمرة للأطیاف

كالتالي (4.36) علاقة ∫في +∞

−∞
ψ∗p′(x)ψp(x)dx = δ(p− p′) = |C|2

∫ +∞

−∞
ei(p−p

′)x/~dx︸                    ︷︷                    ︸
2π~δ(p−p′)

.

یصبح C لـ المناسب الإختیار
C =

1√
2π~

,

الكامل بشكلھا (4.36) الممیزة الدالة لتصبح

(4.38) ψp(x) =
1√
2π~

eipx/~.

یمكن كاملة. تكون {ψp(x)}+∞p=−∞ الممیزة دوالھ مجموعة فإن خطي و ھیرمیشي p̂ الحركة كمیة مؤثر أن بما
لأن التكامل سنستخدم p على المجموع عن عوضاً لكن المجموعة، ھذه كمال من للتحقق (3.60) العلاقة إستخدام

إذأ مستمرة. p ∫قیم
ψ∗p(x

′)ψp(x)dp =
∫ (

1√
2π~

e−ipx
′/~

)
1√
2π~

eipx/~dp,

=
1

2π~

∫
eip(x−x

′)/~dp = δ(x− x′),

نحصل أن نستطیع أنھ یعني التمام أو الكمالیة شرط تحقیق إذاً .(3.37) في لدیراك دلتا دالة تمثیل إستخدمنا حیث
نكتب أننا أي ،{ψp(x)}+∞p=−∞ الحركة كمیة لمؤثر الممیزة الدوال مجموعة بمعلومیة Ψ(x) دالة أي مفكوك على

Ψ(x) =
+∞∑
p=−∞

apψp(x).

ψp(x) مسقط تمثل ap فإن (3.62) إلى (3.57) المعادلات أو (3.30) و (3.25) المعادلات في سابقاً نقاشنا في كما
دقیقة. غیر لكنھا صحیحة النتیجة ھذه .p الحركة كمیة سیعطي قیاس أي أجراء إحتمالیة تعني |ap|2 و Ψ(x) على
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ھذه في مناسب غیر سیكون
∑+∞
p=−∞ المجموع إستخدام بالتالي و مستمر، الحركة كمیة طیف إن نلاحظ أن یجب

على لنحصل a(p) الحركة لكمیة دوال ap السعات ستكون و
∫+∞
−∞ dp بالتكامل المجموع نستبدل لذلك الحالة.

Ψ(x) =
∫ +∞

−∞
a(p)ψp(x)dp,

على نحصل (4.38) العلاقة بإستخدام

Ψ(x) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
a(p)eipx/~dp,

a(p) أن نجد حینھا ،t = 0 عند (2.26) الموجیة الحزمة علاقة تذكرنا إذا لدینا جداً مألوفة تبدو أن یجب التي و
تُعْطي التي و |a(p)|2 = |ϕ(p)|2 أن نتأكد عندھا ϕ(p) الحركة كمیة فضاء في الموجیة الحزمة سعة تكافيء

نكتب إذاً .p حركة كمیة Ψ(x) بالدالة یوصف الذي للجسیم یكون أن الإحتمالیة كثافة

Ψ(x) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)eipx/~dp,

أن حیث
ϕ(p) =

∫ +∞

−∞
ψ∗p(x)Ψ(x)dp =

1√
2π~

∫ +∞

−∞
Ψ(x)e−ipx/~dx,

.(2.27) العلاقة في المعطى فورییر تحویل تقابل وھي
الزمن عن المستقلة لھ شرودنجر معادلة تُعطى حیث الحر للجسیم الآن لنعود

−~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x),

التالي الشكل على تكتب أن یمكن أو

(4.39) d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0,

أن حیث
(4.40) k2 =

2mE

~2
,

اللانھائي الجھد في الجسیم أن ھو الفرق لكن اللانھائي الجھد بئر في لجسیم (4.2) إلى (4.1) المعادلات نفس وھي
لایوجد إذاً الحر للجسیم .(−∞,∞) ھو الفضاء الحر للجسیم لكن x ∈ (−a, a) محدد فضاء ضمن محصور
الجمع أو e−ikx أو eikx المستویة الموجة حل أخد المناسب من سیكون بالتالي و النظام على تُفرض حدیة شروط

أي لھما الخطي
(4.41) ψ(x) = Aeikx +Be−ikx.

أن أي للتكامل قابل غیر المطلقة قیمتھا مربع أن ھي و أعلاه الدالة في ریاضیة مشكلة ھناك

(4.42)
∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2 dx =

∫ +∞

−∞

∣∣∣Aeikx +Be−ikx
∣∣∣2 dx→∞,

الأول فالحد إھمالھ. لایمكن فیزیائي مغزى للدالة ذلك من بالرغم .B و A قیم لجمیع diverges متباعدة أنھا أي
بإتجاه تنطلق مستویة موجة یمثل الثاني الحد و |A|2 إحتمالیة بكثافة +x بإتجاه تنطلق مستویة موجة یمثل Aeikx
الحر للجسیم الموجیة الحزمة أعتبرنا (2.1) القسم في الموجیة الحزم نظریة من .|B|2 مقدارھا إحتمالیة x−بكثافة
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لأصبح للصفر یؤول و جداًُ صغیراً العرض كان لو ثابتة. نقطة حول متمركزة و جاوسیة الحركة كمیة فضاء في
كمیة لھ الحر الجسیم أن أعتبرنا لو علیھ و الحركة. كمیة قیاس في مطلقة دقة یعني الذي و دیراك دالة جاوس توزیع

أخذ المناسب من فإنھ |A|2 بإحتمالیة +x بإتجاه یتحرك و محددة حركة

ϕ(p) = A
√

2π~δ(p− ~k),

كالتالي الحر الجسیم تصف التي الموجیة الحزمة تصبح علیھ و

ψ(x) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)eipx/~dp =

1√
2π~

∫ +∞

−∞
A
√

2π~δ(p− ~k)eipx/~dp = Aeikx.

أخذ المناسب من فإنھ |B|2 x−بإحتمالیة بإتجاه یتحرك و محددة حركة كمیة لھ الحر الجسیم أن أعتبرنا لو بالمقابل

ϕ(p) = B
√

2π~δ(p+ ~k),

على لنحصل
ψ(x) = Be−ikx.

مستویة. موجة إلى تدریجیاً تتحول فإنھا الزمن تقدم كلما و الموجیة الحزمة إنتشار لدى أنھ نلاحظ (4.2) الشكل من
أو eikx المستویة الموجة ھو متعامدین و مستقلین حلین لھا (4.39) الحر للجسیم للطاقة الممیزة المعادلة إن

كالتالي التعامد إثبات یمكن .e−ikx∫ +∞

−∞
(Be−ikx)∗(Aeikx)dx = AB∗

∫ +∞

−∞
e2ikxdx = 0,

ھما و اللانھائي الجھد بئر في المحصور للجسیم علیھما حصلنا الذي الحلین تعامد و لإستقلالیة ما حد إلى مشابھ ھذا و
القیمة نفس لھما e−ikx أو eikx الحر الجسیم حلي إن ھنا الھام الفرق .cos kx الزوجي و sin kx الفردي الحلین
طاقاتھما قیم حیث الجھد بئر في المحصور للجسیم والزوجي الفردي للحلین مالاحظنا خلاف على للطاقة الممیزة

فإن أخرى بعبارة الترتیب. على (4.13) و (4.8) العلاقة في معطى ھو كما مختلفتان

Ĥe−ikx =
~2k2

2m
e−ikx; Ĥeikx =

~2k2

2m
eikx,

ممیزتین دالتین فیھا یجود التي الحالة فإن سابقاً، ذكرنا كما الطاقة. نفس لھما مستقلتین ممیزتین دالتین لدینا أنھ أي
.degenerate states منحلة حالات أو degeneracy الإنحلال تسمى الممیزة القیمة نفس لھما مستقلتین

e−ikx؟ و eikx degenerate eigenfunctions المتحاطتین الممیزتین الدالتین بین نفرق كیف الآن السؤال
الممیزتین الدالتین الحركة. كمیة إتجاه بالأصح أو الممیزتین. الدالتین ھاتین تحملھا التي الحركة كمیة من یأتي الجواب
أي ، p̂ الحركة كمیة لمؤثر مختلفتین) ممیزتین بقیمتین (لكن ممیزتین دالتین أیضاً Ĥ الطاقة لمؤثر e−ikx و eikx

أن
p̂e±ikx = −i~ d

dx
e±ikx = ±~ke±ikx.

بإتجاه الحركة كمیة أن تعني p = −~k الممیزة القیمة و +x بإتجاه الحركة كمیة أن تني p = ~k الممیزة القیمة
.−x

و eikx الحر للجسیم المستویة الدالة حل إن البئر. في الجسیم حل و الحر الجسیم حل بین آخر إختلاف ھناك
الفردي الحلین عكس على Π̂ التماثل لمؤثر ممیزة دوال لیست e−ikx و eikx إن أي parity تماثل لھ لیس e−ikx
أیضاً. Ĥ الطاقة لمؤثر و Π̂ التماثل لمؤثر ممیزة دوال أنھماا حیث بئر في للجسیم cos kx الزوجي و sin kx

لأن إبدالیین غیر Π̂ التماثل مؤثر و p̂ الحركة كمیة مؤثر أن لاحظ

Π̂p̂ = −i~Π̂ d

dx
= −i~ d

−dx
= −p̂.

التالیة النقاط في الھامة الملاحظات ھذه إذاً نلخض
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الممیزة الدوال نفس لھما و [Ĥ, p̂] = 0 إبدالیین p̂ الحركة كمیة مؤثر و Ĥ الحر للجسیم الھامیلتوني المؤثر .1
للمؤثرین simultaneous eigenfunctions متزامنة e±ikx الممیزة الدوال أن نقول أو e−ikx و eikx

.p̂ و Ĥ

الممیزة الدوال نفس لھما و [Ĥ, Π̂] = 0 إبدالیین Π̂ التماثل مؤثر و Ĥ بئر في للجسیم الھامیلتوني المؤثر .2
.Π̂ و Ĥ للمؤثرین متزامنة cos kx و sin kx الممیزة الدوال أن نقول أو cos kx و sin kx

ممیزة دوال أي المؤثرین لھذین ولایوجد [p̂, Π̂] , 0 إبدالیین غیر Π̂ التماثل مؤثر و p̂ الحركة كمیة مؤثر .3
متزامنة.

یكونا أن لھما) مشتركة ممیزة دوال (أو الممیزة بالدوال یتزامنان مؤثریین لأي الضروري من أنھ ھنا نستنتج
،(3.44) العلاقة في كما إبدالیین، مؤثرین أي أن جدنا و حیث ،(3.6) القسم في السابق نقاشنا مع یتفق ھذا إبدالیین.

الممیزة. الدوال نفس لھا الإبدالیین المؤثرین أن یعني ھذا واحد. آن في و بدقة الفیزیائیة كمیاتھما قیاس یمكن

Summary ملخص 4.6

الفضاء یُحَدِّد الجھد لكن الحر، كالجسیم البئر داخل یتصرف الجسیم فإن لانھائي، بئر في جسیم confine حصر عند
إلى تمتد طاقة یمتلك قد الجسیم فإن حدوده، عند الجھد لانھائیة بسبب الجھد. حدود ضمن الجسیم علیھ یُعَرَّف الذي
الجھد كان لو أیضاً الجھد. مع للتفاعل كنتیجة الإرتباط بسبب متقطع) (طیفھا مكماه بل مستمرة غیر لكنھا مالانھایة،
متناظرة حلول إحداھا الحلول، من نوعین لدینا یظھر بالتالي و متناظر یكون نفسھ الھامیلتوني المؤثر فإن متناظر
الممیزة. أطیافھ و الممیزة دوالھ لھ نوع كل ان بحیث antisymmetric متناظرة عكس الأخرى و symmetric
بالتالي و الإبتدائیة الشروط على یعتمد لأحدھما النظام إختیار فإن بالتالي و للنظام، معاً لایجتمعان الحلان ھذین إن
الخاصة التماثل قیم إحدى یحدد النظام فإن الحلول إحدى تحدید تم إذا الشروط. ھذه عبر النظام parity تماثل یُحَدَّدْ

الزمن. مع التماثل ھذا یتغیر لن و بھ
أُعتُبِر بالتالي و للتماثل الممیزة القیم تمثل كمي عدد لھ أعطي و النظام طاقة لتحدید خاصیة التماثل إعتبار أمكن لھذا
لھ projection operator إسقاطي مؤثر كونھ المؤثرات باقي عن یتمیز للتماثل ھیرمیشیاً و خطیاً مؤثراً ھناك أن
تشاركھ یعني مما الھامیلتوني المؤثر مع إبدالي التماثل مؤثر أن وجد .idempotent property الرسوخ خاصیة
الزمن مع الباریتي مؤثر إنحفاظ فإن ذلك إلى بالإضافة الھامیلتوني. المؤثر تناظر على یؤكد و الممیزة، بالدوال معھ
بإثباتھ تعمیمھ تم الذي الأمر الحركة، ثوابت من تكون الھامیلتوني المؤثر مع إبدالیة تكون التي المؤثرات أن إقترح

ریاضیاً.
plane المستویة الموجات مجموعة ھي الخطي و الھرمیشي الحركة كمیة لمؤثر الممیزة الدوال مجموعة إن
الحركة كمیة طیف كون السابقة العیاریة التعامد العلاقات عن تختلف لھا العیاریة التعامد علاقات لكن .wave
الھامیلتوني، المؤثر مع إبدالي یصبح الحركة كمیة مؤثر فإن وبالتالي ثابتة، تكون الحركة كمیة الحر، للجسیم مستمراً.
متفسخة أو متحاطة لحالات لكن الھامیلتوني، للمؤثر ممیزة دوال أیضاً ھي المستویة الموجات مجموعة أن یعني مما

السالب. أو الموجب بالإتجاه للحركة الطاقة تساوي بسبب degenerate
فإنھ بالتالي و بالإنعكاسیة الممیزة قیمتھ إشارة یعكس الإتجاه، على إعتماده بسبب و الحركة، كمیة مؤثر لكن
لھم لیس و متزامنان غیر المؤثران السبب لھذا التماثل. مؤثر مع إبدالي غیر فھو علیھ و متناظر. عكس مؤثر یعتبر

مشتركة. ممیزة دوال
المعتمدة، الخطیة الھیرمیشیة المؤثرات من لمؤثرین التبدیل علاقات في التبادل من المستنبطة النتائج أھم نلخصإذاً

كان إذا أنھ بحیث ،B̂ و Â
[Â, B̂] = 0,

التالیة الخصائص B̂ و Â للمؤثرین أن نقول فإننا

مشتركة. لھما الممیزة الدوال تكون بالتالي و واحد. آن في یقاسا أن یمكن أي متزامنین، .1
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المتوقعة القیمة و constant of motion الحركة ثوابت من B̂ المؤثر أن تقول فإننا Â = Ĥ كان إذا .2
.conserved محفوظة ⟨B⟩

أو الواحد، البعد ذو الأقلیدي الفضاء في x لـ بالنسبة متناظر B̂ المؤثر أن تقول فإننا Â = Π̂ كان إذا .3
الأبعاد. ثلاثي الإقلیدي الفضاء في r لـ بالنسبة متناظر

تمارین و أسئلة 4.7

التالي الجھد تأثي تحت mو كتلتھ جسیم :(4.6) سؤال

V (x) =

{
0 0 < x < 2a,
∞ elswhere.

،⟨p⟩ ،⟨x2⟩ ،⟨x⟩ المتوقعة القیم و الزمن، على المعتمدة الكلیة الموجیة الدالة الممیزة، الدوال الممیزة، القیم أوجد
و (4.1) القسم في المتناظر الجھد حالة في المقابل الحل مع حل لكل نتائجك قارن ھایزنبرج. مبدأ أختبر و ،⟨p2⟩ و

♢ الھندسیة. الأبعاد و الشكل نفس لھما الجھدین أن من بالرغم وجدت إن الإختلافات أسباب بین

الباریتي لمؤثر مناسبة قاعدة أوجد منھ و أعلاه للنظام للتناظر محور أوجد (4.1) السؤال في :(4.7) سؤال
♢ الجدید. التناظر محور حول للإنعكاسیة

الشحنة مرافق مؤثر عرفنا لو .ψ(q)(x, t) كالتالي تعرف q شحنتھ لجسیم موجیة حزمة إعتبر :(4.8) سؤال
ھي تأثیره قاعدة Ĉ charge conjugate operator

Ĉψ(q)(x, t) = ψ(−q)(x, t).

♢ .projection operator إسقاطي مؤثر ھو Ĉ الشحنة مرافق مؤثر أن أثبت

♢ صریح. بشكل الزمن على تعتمد Q فیزیائیة كمیة لأي (4.33) علاقة أثبت :(4.9) سؤال

♢ .(4.41) الموجیة للدالة التیار كثافة لحساب (2.41) علاقة إستخدم :(4.10) سؤال

إلى الجھد حدود تحركت فجأة الأرضیة. الحالة عند و x = ±a عند حدوده بئر في جسیم :(4.11) سؤال
أن الإحتمالیة ماھي الجدید؟ للجھد الأرضیة الحالة في الجسیم یتواجد أن الإحتمالیة ماھي .b > a حیث x = ±b

♢ للإجابة؟ منطقي تفسیر إعطاء مع الأولى الإثارة حالة في الجسیم یتواجد

حدود تحركت فجأة الأرضیة. الحالة عند و x = 2a و x = 0 عند حدوده بئر في جسیم :(4.12) سؤال
p بین النطاق في حركة كمیة للجسیم یكون أن الإحتمالیة ماھي حر. الجسیم أصبح بحیث x = ±∞ إلى الجھد
الأرضیة الحالة طاقة الطاقة ھذه تساوي ھل p2/2m طاقة الحر للجسیم أصبح الجھد حدود إزالة بعد +p؟ dp و
یجب الطاقة أن (لاحظ لماذا و بكثیر؟ أصغر أو بكثیر، أكبر أصغر، أكبر، ھي ھل بلا الإجابة كانت وإذا للجسیم؟

♢ الطاقة). إختفت أو أتت أین تبین أن یجب التساوي عدم حالة في محفوظة تكون أن
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كالتالي تعطى الإبتدائیة الموجیة حزمتھ الحر الفضاء في جسیم :(4.13) سؤال

ψ(x) =
(
α

π

)1/4

e−αx
2/2.

,p)؟ p+ dp) النطاق في حركة كمیة للجسیم یكون أن الإحتمالیة ماھي •

للطاقة؟ المتوقعة القیمة ھي ما •

♢ الیقین؟ عدم مبدأ و الحزمة حجم على بناء إجاباتك تفسر أن تستطیع ھل

للكمیة المتوقعة القیمة أن أثبت تكامل، أي حساب بدون و x = ±a عند حدوده بئر في جسیم :(4.14) سؤال
♢ الممیزة. الدوال لجمیع صفر تساوي x2p3 + 3xp3x+ p3x2

a = 10−9m بُعده لانھائي جھد في mمحصور = 0.9×10−30 kg كتلتھ إفترضإلكترون :(4.15) سؤال
الأولى. الإثارة حالة و الأرضیة الحالة بین الطاقة في الفرق مقدار إحسب �أ-

ھو كما فوتون، إنبعاث الإنتقال صاحب و n = 1 الحالة إلى n = 2 الحالة من إنتقل الإلكترون أن فرضنا لو �ب-
♢ المنبعث. للفوتون الموجي الطول إحسب بور. فرضیات في الحال

n قیم بین الإنتقالات أثناء الأبعاد. معروف غیر لانھائي جھد في محصور جسیم إفترض :(4.16) سؤال
450 × 10−9m ھو الفوتونات لھذه موجي طول أكبر أن وجد مختلفة. طاقات عند فوتونات إنبعثت المتجاورة،

♢ الجھد. عرض و a الجھد بعد إوجد

الموجیة دالتھ و ،x = ±a/2 عند حدوده لانھائي لجھد الأیسر النصف في یتواجد جسیم :(4.17) سؤال
كالتالي تُعطى

ψ(x) =

{ √
a
2
−a
2
< x < 0

0 0 < x < +a
2

مایلي: على أجب

الوقت؟ مرور مع المكان نفس في متواجداً الجسیم سیبقى ھل �أ-

للطاقة. قیاس إجراء لدى الأولى الإثارة طاقة و الأرضیة الحالة طاقة على الحصول إحتمال إحسب �ب-

للطاقة. قیاس إجراء لدى n الحالة طاقة على الحصول إحتمال ماھو �ج-

♢ الوحدة. سیعطي الحالات كل على الإحتمالیة مجموع أن أثبت
∑∞
n=1

1
n2 = π2

8
العلاقة بإستخدام ھـ-
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5
واحد بعد في الجھود

One-dimensional potentials

بعض مؤثر بشكل تحاكي التي و واحد بعد في جھود تأثیر تحت وحید جسیم حركة بدراسة الباب ھذا في سنھتم
خلال تظھر التي و الكلاسیكیة غیر الظواھر على الباب ھذا في التركیز أبعاد. ثلاث في الھامة الفیزیائیة الأوضاع

الدراسة. ھذه

The potential step العتبة جھد 5.1

التالي الجھد لنعتبر

(5.1) V (x) =

{
0 x < 0,
V0 x > 0,

موصول منھما كلاً إسطوانیین إلكترودین بوضع عملیاً الجھد ھذا تصمیم یمكن .(5.1) الشكل في یُعطى الذي و
إلى الإنتقال لدى أخرى ثابتة قیمة إلى فجأة یتغیر ولكنھ ثابت الإلكترودین من أي خلال الجھد مختلفین. جھدین عند
واضح ھو كما الأیمن، إلى الأیسر الإلكترود من إنتقالھ خلال الشحنة موجب جسیم فیھ سیشعر كما الثاني، الإلكترود

.(5.2) الشكل في

x

V(x)

x = 0

V0
E

.E تساوي جسیم طاقة عند واحد بعد في العتبة جھد :(5.1) شكل
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x

V
0

∆

إلكترود كل خلال ثابت جھد على موصول منھما كلاً إسطوانیین إلكترودین بوضع یصمم العتبة جھد :(5.2) شكل
إسطوانة. كل على مختلف و

V0

∆1
∆2

عندما یحدث المثالیة للحالة الوصول الإلكترودین. بین الفجوة مسافة تغیر مع الجھد شكل دالة تغیر :(5.3) شكل
.∆→ 0

ینتج و منقطع، جھد لأنھ مثالي (5.1) الشكل في الموضح و (5.1) الجھد علاقة في المعطي العتبة جھد عملیاً،
الشكل في الإلكترودین بین ∆ الفجوة مسافة تكون أن یجب المثالي الجھد ھذا من نقترب حتى لانھائیة. قوة عنھ
(5.1) الجھد دالة أن یعني ھذا .λ = h/p الساقط للجسیم دیرولي موجة طول ھي λ أن حیث ،∆ ≪ λ (5.2)
.(5.3) بالشكل موضحة الفجوة مسافة بتصغیر المنقطعة المثالیة الحالة إلى الجھد دالة إقتراب إن بإمتیاز. مجھریة
عن المستقلة شرودنجر معادلة إن .+∞ ∞−إلى من الإتجاه أو الیسار جھة من أُرسل جسیم ھناك أن لنفترض

كالتالي المتجانس بشكلھا تكتب أن یمكن (3.19) الزمن

(5.2) d2ψ(x)

dx2
+

2m

~2
[E − V (x)]ψ(x) = 0.

عرفنا لو .V (x) = 0 الجھد و x < 0 حیث الأولى المنطقة لنأخذ

k2 =
2mE

~2
,
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تصبح (5.2) شرودنجر معادلة فإن
d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0.

(و e−ikx و (+x بإتجاه تنتشر موجة تمثل التي (و eikx لـ الخطي الجمع ھو المعادلة لھذه الریاضي الحل إن
نعتبر لذلك أرسلناه، الذي و الجھد على الساقط الجسیم یمثل eikx الأول الحل .(−x بإتجاه تنتشر موجة تمثل التي
عند الفجائي الجھد تغیر إن .x = 0 عند الجھد حد على من المنعكسة الحزمة یمثل الثاني الحل بینما .100% سعتھ

للتغیر. المعاكس بإلإتجاه دفع قوة یولد x = 0

أعلاه الجھد أن لاحظ x؟ = 0 عند (5.1) الجھد تغیر عن الناتجة الدفع قوة مقدار و إتجاه حدد :(5.1) سؤال
حیث ،δ(x) = dθ(x)/dx أن لاحظ كذلك الدرجیة الدالة تمثل θ(x) حیث V (x) = V0θ(x) یكتب أن یمكن

♢ دیراك. دالة ھي δ(x)

موجي تمثیل عن نتكلم ھنا لكننا الجھد. أختراق من E > V0 طاقة لھ الذي و الجسیم لاتمنع القوة ھذه كلاسیكیاً
–على الضوء موجات في الحال ھو كما تماماً تنفذ، قد أو تنعكس قد الجھد- تغیرات –عند الموجة ھذه و للجسیم،
من جزء ینعكس حیث بھ، خاص إنكسار معامل منھما لكل وسطین بین فاصل حد على تسقط عندما المثال- سبیل

الآخر. الجزء یخترق و الموجة
أن إعتبرنا لو .x = 0 عند الجھد حد على من ینعكس الذي و الموجة من الجزء یمثل e−ikx الحل أن نقول إذاً
للمنطقة العام الحل فإن الإنعكاس، سعة تمثل R و incident wave amplitude الساقطة الموجة سعة تمثل I

یصبح x < 0
(5.3) ψ(x) = Ieikx +Re−ikx.

ناتجة ھي و plane wave مستویة موجة ھي ھنا الجسیم تصف التي الموجة أن القاريء عنایة نوجھ أن نرید
عند تحدث الفیزیائیة الأنظمة في الزمن عن الحل إستقلالیة إن الزمن. عن المستقلة شرودنجر لمعادلة حل عن
زمن مع مقارنة (t → ∞) جداً كبیراً الزمن یكون عندما تحدث ھذه الإتزان حالة إلى الوصول إن الإتزان. حالة
إلى الحر للجسیم الموجیة الحزمة تتحول كیف (4.2) الشكل في رأینا لقد .relaxation time للنظام الإسترخاء

الزمن. تقادم و إنتشارھا خلال مستویة موجة
عرفنا لو .V (x) = V0 الجھد و x > 0 حیث الثانیة المنطقة لنأخذ

q2 =
2m(E − V0)

~2
,

تصبح (5.2) شرودنجر معادلة فإن
d2ψ(x)

dx2
+ q2ψ(x) = 0.

بإتجاه transmitted wave مخترقة موجة تمثل التي (و eiqx لـ الخطي الجمع ھو المعادلة لھذه الریاضي الحل إن
ثابت x > 0 المنطقة في الجھد لكن .(−x بإتجاه refelected wave منعكسة موجة تمثل التي (و e−iqx و (+x
المخترقة. للموجة إنعكاسیة أي عندھا یحدث فاصلة حدود ثم من و قوى لاتوجد بالتالي و تغیر، أي من یعاني لا و

یصبح x > 0 للمنطقة العام الحل فإن لھذا

(5.4) ψ(x) = Teiqx,

كالتالي یكتب أن یمكن ψ(x) العام الحل إن الإختراقیة. سعة تمثل T حیث

(5.5) ψ(x) =

{
Ieikx +Re−ikx x < 0,
T eiqx x > 0.

.L−1/2 تساوي أبعاد لھم T و ،R ،I السعات أن لاحظ
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في التیار كثافة إن .(2.41) العلاقة بإستخدام تحسب أن یمكن (5.5) الموجیة الدالة تقابل التي التیار كثافة إن
تساوي x < 0 المنطقة

J(x) =
~

2im

[
(I∗e−ikx +R∗eikx)(ikIeikx − ikRe−ikx)−
(−ikI∗e−ikx + ikR∗eikx)(Ieikx +Re−ikx)

]
,

=
~k

m
(|I|2 − |R|2).

التیار كثافة یمثل الذي و |I|2~k/m الأول الحد حدین، من تتكون x < 0 المنطقة في التیار كثافة فإن نلاحظ كما
reflected المنعكس التیار كثافة یمثل الذي و |R|2~k/m الثاني الحد و incedent current density الساقط
السرعة تمثل ~k/m الكمیة أن نلاحظ كذلك .−x بإتجاه تنعكس لأنھا سالبة إشارتھا و current density
= الكمیة العلاقات من علیھ نحصل التي التیار كثافة إذاً .(2.9) العلاقة في موضح ھو كما للجسیم الكلاسیكیة
على JI الساقط التیار إذاً نكتب الوحدة. السقوط سعة إعتبار یمكن الساقط للتیار الجسیم. تواجد كثافة × السرعة

الصیغة
(5.6) JI =

~k

m
|I|2.

−v = بسرعة و واحد) بعد في النظام (لأن طول وحدة لكل |R|2 ھي الإنعكاس كثافة فإن المنعكس للتیار بینما
ھي JR المنعكس التیار كثافة فإن علیھ و .(−x بالإتجاه الإنعكاس أن تعني السالبة (الإشارة −~k/m

(5.7) JR =
−~k
m
|R|2.

لكل الناقل كثافة تمثل n حیث nv بالعلاقة تعطى التي و الكھرومغناطیسیة النظریة في التیار كثافة تماماً یقابل ھذا
.drift velocity الناقلة للشحن الإنجراف سرعة ھي v و بالطبع) أبعاد ثلاث (في حجم وحدة

تساوي التیار كثافة فإن x > 0 المنطقة في

J(x) =
~

2im

[
T ∗e−iqxiqTeiqx − (−iq)T ∗e−iqxTeiqx

]
,

=
~q

m
|T |2.

واحد) بعد في (لأننا طول حدة و لكل |T |2 الإختراق كثافة یساوي الذي و JT التیارالمخترق كثافة یمثل ھذا أیضاً
صیغة نكتب إذاً الموجب. الإتجاه في یحدث الإختراق أن تعني الموجبة الإشارة طبعاً . ~q/m الإختراق سرعة ×

المخترق التیار
(5.8) JT =

~q

m
|T |2.

كالتالي للنظام التیار كثافات عن نعبر عام بشكل

(5.9) J(x) =


~k
m

(|I|2 − |R|2) x < 0,

~q
m
|T |2 x > 0.

الدالة من أُشتقت التیار علاقات أن ھو السبب .x على لاتعتمد التیار كثافات علاقات أن نلاحظ أن الھام من
التي و ،P لھا الإحتمالیة كثافة فإن الزمن عن مستقلة الموجیة الدالة أن بما .(5.5) الزمن عن المستقلة الموجیة
إذا لابد (2.42) الإستمراریة علاقة من .∂P/∂t = 0 فإن لھذا أیضاً. الزمن عن مستقلة ،(2.33) بالعلاقة تُعْطى
في التیار فإن لذلك منحفظ، یكون أن لابد التیار .x على لاتعتمد J التیار كثافة بالتالي و ∂J/∂x = 0 أنً من

أو .x > 0 المنطقة في التیار یساوي x < 0 المنطقة

JI + JR = JT ,
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~k

m
(|I|2 − |R|2) =

~q

m
|T |2,

نكتب أو
(5.10) |R|2 +

q

k
|T |2 = |I|2.

(5.9) التیار كثافة و (5.5) الموجیة الدالة علاقة إن واحد. بعد في واحد لجسیم ھو نظامنا إن ینتبھ أن القاريء على
مطلقاً. ھذا لاتفرض الكم میكانیكا للجھد. مخترق آخر و منعكس جزء إلى ینفلق نفسھ الساقط الجسیم أن لاتعني
إحتمالیة عن نتحدث أخرى بعبارة نفسھ. الجسیم لیس و للجسیم الموجیة الدالة إختراق و إنعكاس عن تتحدث المعالجة
منطقة كل في الجسیم تواجد إحتمالیة سعة تمثل الموجیة الدالة لأن الجھد حد على من ینعكس أو الجسیم یخترق أن

علیھا. المعرفة المناطق من
لتحقیق جداً ھام الإتصال شرط سابقاً ذكرنا كما متصلة. تكون أن یجب (5.5) الموجیة الدالة فإن الأحوال كل في
متصل. غیر عندھا الجھد یكون التي و x = 0 النقطة عند ψ(x) إتصال ھو علیھ التأكید یجب ما إن المعایرة. شرط

أن لابد إذاً
lim
x→0−

ψ(x) = lim
x→0+

ψ(x).

فإن لھذا
(Ieikx +Re−ikx)|x=0 = Teiqx|x=0,

أو
(5.11) 1 +R = T.

میل أن نقول الموجیة. الدالة مشتقة إستمراریة ھو و آخر شرط إلى كذلك یؤدي الموجیة الدالة إستمراریة شرط إن
لإثبات .(5.1) الجھد في الحال ھو كما متصل غیر الجھد كان لو حتى متناھي جھد لأي أیضاً متصل الموجیة الدالة
لنقوم الكفایة. فیھ بما صغیر و موجب عدد أي ϵ ϵ+حیث ϵ−إلى الفترة في (5.2) الموجیة الدالة معادلة نكامل ذلك

التكامل ∫بإجراء +ϵ

−ϵ

d2ψ(x)

dx2
dx =

2m

~2

∫ +ϵ

−ϵ
[V (x)− E]ψ(x)dx,

∫ +ϵ

−ϵ

d

dx

(
dψ(x)

dx

)
dx =

2m

~2

(∫ +ϵ

−ϵ
V (x)ψ(x)dx− E

∫ +ϵ

−ϵ
ψ(x)dx

)
.

إلى لننتھي الأیمن الطرف في التكامل حدود نعدل ،x < 0 عندما صفر یساوي الجھد أن بما

∫ +ϵ

−ϵ
d

(
dψ(x)

dx

)
=

2m

~2

(
V0

∫ +ϵ

0
ψ(x)dx− E

∫ +ϵ

−ϵ
ψ(x)dx

)
.

التكامل أن المنطقي من فإنھ بالتالي و
∫+ϵ
−ϵ ψ(x)dx = 0 التكامل فإن ψ(x) الموجیة الدالة إستمراریة بسبب

الأیسر الطرف یصبح لذلك صفر. یساوي أعلاه التكامل في الأیمن الطرف فإن السبب لھذا .
∫+ϵ
0 ψ(x)dx = 0

∫ +ϵ

−ϵ
d

(
dψ(x)

dx

)
=

(
dψ(x)

dx

)
+ϵ

−
(
dψ(x)

dx

)
−ϵ

= 0.

الجھد حد عند الموجیة الدالة لمشتقة الإستمراریة شرط على نحصل ϵ→ 0 النھایة )بأخذ
dψ(x)

dx

)
x=0+

=

(
dψ(x)

dx

)
x=0−

,
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أن إلى یؤدي ھذا
ik(Ieikx +Re−ikx)|x=0 = iqTeiqx|x=0.

على نحصل بالتالي و
(5.12) ik(I −R) = iqT.

الإنعكاسیة سعة على نحصل (5.12) و (5.11) المعادلتین من I بمعلومیة T و R قیمة إیجاد من الآن یمكننا
reflection amplitude

(5.13) R =

(
k − q
k + q

)
I,

كالتالي تعطى transmission amplitude الإختراق سعة و

(5.14) T =

(
2k

k + q

)
I.

كثافة دالة و (5.5) الموقوفة الموجیة الدالة یصف (5.4) الشكل .E > V0 أن طالما حقیقیة q و k قیم أن لاحظ
الجھد. عتبة إرتفاع ضعف طاقتھ لجسیم |ψ(x)|2 الإحتمالیة

-10 -5 5 10

-2

-1

1

2

3

4

الجھدھي إرتفاع إلى الجسیم طاقة نسبة الجھد عتبة على یسقط لجسیم الزمن عن المستقلة الموجیة الدالة :(5.4) شكل
المنقط المتقطع المنحنى بینما ψ(x) من الحقیقي الجزء یمثل (الأخضر) المتقطع المنحنى .E : V0 = 1.2 : 1
.|ψ(x)|2 الإحتمالیة كثافة التوزیع دالة یمثل (البرتقالي) المستمر المنحنى .ψ(x) من التخیلي الجزء یمثل (الأزرق)

لیصبح (5.7) العلاقة من المنعكس التیار كثافة حساب یمكننا

JR =
−~k
m

(
k − q
k + q

)2

|I|2.

لیصبح (5.8) العلاقة من المخترق التیار نحسب كذلك

JT =
~q

m

(
2k

k + q

)2

|I|2 =
~k

m

4kq

(k + q)2
|I|2.

سیُعْطي JT − JR أن لاحظ

JT − JR =
~k

m

4kq

(k + q)2
|I|2 +

~k

m

(
k − q
k + q

)2

|I|2 =
~k

m
|I|2 = JI ,

.(5.10) العلاقة بدورھا تحقق التي و التیار كثافة إنحفاظ قانون یحقق مما
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إحتمالیة و الإنعكاسیة إحتمالیة ھنا لاتمثلان |T |2 الإختراق كثافة و |R|2 الإنعكاس كثافة ذلك، إلى بالإضافة
لھما كذلك .(5.10) المعادلة من یتضح كما الوحدة إلى معایرات غیر |T |2 و |R|2 لأن الترتیب، على الإختراقیة،
القیمة نسبة بأنھا PR الإنعكاسیة إحتمالیة نعرف التیارات. من تحسب عام بشكل الإحتمالیة إن .L−1 تساوي أبعاد

أن أي الساقط. للتیار المطلقة القیمة إلى المنعكس للتیار المطلقة

(5.15) PR ≡
|JR|
|JI |

.

أن أي الساقط. للتیار المطلقة القیمة إلى النافذ للتیار المطلقة القیمة نسبة بأنھا PT النفاذیة إحتمالیة نعرف كذلك

(5.16) PT ≡
|JT |
|JI |

.

الترتیب، على ،(5.8) و ،(5.7) ،(5.6) العلاقات بإستخدام المخترقة، و المنعكسة، الساقطة، التیارات بالتعویضعن
(5.13) العلاقات من T و R قیم عن التعویض و العتبة جھد على الحاصلة النفاذیة و الإنعكاسیة إحتمالیة لحساب

على نحصل (5.14) و

(5.17) PR =
|R|2

|I|2
=

(
k − q
k + q

)2

,

و

(5.18) PT =
q

k

|T |2

|I|2
=

4kq

(k + q)2
.

أن نجد كذلك

PT + PR =
|R|2

|I|2
+
q

k

|T |2

|I|2
= 1,

q و k الموجیة الأعداد قیم عن عوضنا لو .(5.10) العلاقة مع تام إنسجام في و معایرة الإحتمالیة أن یعني مما
على نحصل ، (5.18) و (5.17) العلاقات في الجھد و الطاقة بمعلومیة

(5.19) PR =

1−
√

1− V0

E

1 +
√

1− Vo
E

2

; E ≥ V0,

على و

(5.20) PT =
4
√

1− V0

E(
1 +

√
1− V0

E

)2 ; E ≥ V0.

T و R السعات بالتالي و النفاذیة و الإنعكاسیة إحتمالیة أن (5.20) و (5.19) العلاقات من نجد أن الغریب من
مما .~ → 0 تؤول عندما الكلاسیكیة النتائج تُعْطي الكمیة النتائج أن التقابل مبدأ من نعلم نحن .~ على یعتمدا لا
الحلات في جزئیة إنعكاسیة یوجد بالتالي و الكلاسیكیة الحدود في صالحة (5.20) و (5.19) العلاقات أن یعني
إذا كلاسیكیة الحالة نعتبر حیث ھنا تناقض أي لایوجد الواقع في تناقض! ھناك أن یبدو الأولى للوھلة الكلاسیكیة!؟
أبعاد فإن العتبة جھد حالة في معھ. یتفاعل الذي النظام أبعاد من أقل (λ = h/p) للجسیم دبرولي موجة طول كانت
الشكلین في كما ∆ الفجوة في تُمثل التي و V0 إلى صفر من الجھد فیھا یتغیر التي المنطقة طول سوى لیست النظام
المثالي الكمي الجھد لھذا كلاسیكي حد لایوجد نھ یعني مما دائماً، λ≫ ∆ أن مسبقاً إشترطنا لقد .(5.1) و (5.1)

المنقطع.
التالیة: النقاط إستنباط الھام من أنھ نجد نقاشنا نھایة في
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الطاقة (لحفظ یتباطأ العتبة بجھد مروره إثناء الجسیم تفرضأن التي و الكلاسیكیة، المیكانیكا النقیضمن على •
ینعكس. أن الجسیم لھذا إحتمالیة یوجد ھنا الجھد، قیمة من أعلى طاقتھ طالما أبداً لاینعكس لكن المیكانیكیة)
خلال مرورھا لدى جزئي إنعكاس الساقطة للموجة یحدث حیث للجسیم الموجیة للخصائص نتیجة بالطبع ھذا

مختلفین. إنكسار بمعاملي وسطین بین الفاصل الحد

الجھود. ھذه طبیعة عن النظر بغض المتناھیة، للجھود صحیح الموجیة الدالة مشتقة إستمراریة شرط إن •
لاینطبق الشرط ھذا التیار. كثافة إنحفاظ قانون یحققان الموجیة، الدالة إستمراریة شرط مع أنھ، الواضح ومن

اللانھائي. البئر جھد في الحال ھو كما النھائیة، غیر للجھود

أن یعني ھذا .|R|2 → 0 الإنعكاسیة إحتمال كثافة فإن بالتالي و q → k أن یعني مما ،E ≫ V0 عند •
إنتشار لایعاكس بالتالي و الجسیم طاقة على صریح بشكل لأیؤثر إضطرابي صغیر جھد یصبح العتبة جھد

تمثلھ. التي الموجة

ھذا (لماذا كلاسیكیاً المحظورة المنطقة في لذلك تخیلیة. تصبح q فإن E < V0 الكلاسیكیة غیر الحالة في •
ھو الموجیة الدالة حل یصبح و i|q| بـ q نستبدل x > 0 الإسم؟)

(5.21) ψ(x) = Te−|q|x,

حل بأي القبول لایمكن لذلك .x → +∞ عندما متناھیة تبقى ψ(x) الدالة لأن فیزیائیاً مقبول حل وھو
لدى كذلك .x → +∞ عندما الدالة تناھي شرط یخالف لأنھ ریاضیاً، مقبول كان إن و ،e|q|x الشكل من
أن نجد ،(2.41) التیار كثافة صیغة في (5.21) الموجیة الدالة بإستخدام JT المخترق التیار لكثافة حسابنا
|R|2 الإنعكاسیة إحتمال كثافة حسبنا لو .x > 0 المنطقة عمق إلى ینفذ لن الجسیم أن یعني مما ،JT = 0

أنھا سنجد

|R|2 = RR∗ =

(
k − i|q|
k + i|q|

)(
k − i|q|
k + i|q|

)∗
|I|2 = |I|2.

ھذه في الإنعكاس إحتمالیة كلي. إنعكاس الحالة ھذه في یحدث الكلاسیكیة، المیكانیكا في الحال ھو كما إذاً
تصبح PR الحالة

(5.22) PR =
|R|2

|I|2
= 1; E < V0,

تصبح الإختراق) كثافة (أو الإختراق سعة أن نلاحظ المقابل في

T =

(
2k

k + i|q|

)
I , 0,

(5.5) بالشكل موصوفة الحالة ھذه .x > 0 كلاسیكیاً المحظورة المنطقة في یدخل الموجة من جزء أن أي
الجسیم. طاقة ضعف إرتفاعھ جھد عتبة على تسقط التي و الزمن عن المستقلة الموجیة الدالة توضح التي و
التخیلي الجزء أن لاحظ كذلك الجھد. منطقة داخل الإحتمالیة كثافة و الموجیة للدالة الأسي الإضمحلال لاحظ
من كلاً أن إلى یعود السبب ریاضیاً الطور. من تماماً خارجین أصبحا الحقیقي الجزء و الموجیة الدالة من
.(6) السؤال إلى أنظر الموجیة الدالة من التخیلي للجزء الطور قلب إلى أدى مركبة قیم T و R السعات
لحدوث یؤدي ھذا إن لاحقاً نرى سوف و الموجات خصائص من أخرى مرة ھو الجزئي الدخول ظاھرة إن
الجسیم لكن كلاسیكیاً. محظورة ظاھرة ھي و tunneling phenomena التنفق ظاھرة تسمى ھامة ظاھرة
صفر، تساوي الإختراق إحتمالیة أن نجد حیث كلي، بشكل الحاجز یخترق لن بالذات العتبة جھد حالة في ھنا

نكتب أن یمكن (5.16) العلاقة بإستخدام و علیھ، و .JT = 0 الإختراق تیار لأن

(5.23) PT = 0; E < V0.

و الإنعكاسیة إحتمالیات منحنى یوضح (5.6) الشكل .PR + PT = 1 أن على یحافظ بالتالي ھذا و
و (5.22) العلاقات بإستخدام E < V0 عند مرسوم المنحنى .E/V0 لـ كدالة العتبة جھد على الإختراقیة

.(5.20) و (5.19) العلاقات بإستخدام E ≥ V0 عند و ،(5.23)
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الجھدھي إرتفاع إلى الجسیم طاقة نسبة الجھد عتبة على یسقط لجسیم الزمن عن المستقلة الموجیة الدالة :(5.5) شكل
المنقط المتقطع المنحنى بینما ψ(x) من الحقیقي الجزء یمثل (الأخضر) المتقطع المنحنى .E : V0 = 0.5 : 1
.|ψ(x)|2 الإحتمالیة كثافة التوزیع دالة یمثل (البرتقالي) المستمر المنحنى .ψ(x) من التخیلي الجزء یمثل (الأزرق)
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.E/V0 لـ كدالة العتبة جھد على یسقط لجسیم PT الإختراقیة إحتمالیة و PR الإنعكاسیة إحتمالیة :(5.6) شكل

.E < V0 أي الجھد، من أقل الكلیة الطاقة تكون عندما ھي و عندھا، التوقف یجب ھنا جداً ھامة ملاحظة ھناك
المنطقة ھذه في أنھ إلى یعود السبب .x > 0 المنطقة یدخل أن لایمكن الجسیم أن تقول الكلاسیكیة المیكانیكا

E =
p2

2m
+ V (x) < V (x),

الخطیة الحركة كمیة أن یعني الذي و x > 0 المنطقة في سالبة الحركیة الطاقة أن بمعنى ،p2/2m < 0 ان أي
الفیزیاء في فیزیائي، معنى لھما لایوجد حتى أو بھما، مسموح غیر الأمرین كلا .x > 0 المنطقة في تخیلیة p
فقط بالإتجاه الجسیم حركة كمیة ستغیر impulse force الدفع قوة فإن الكلاسیكیة، المیكانیكا حسب الكلاسیكیة.
على من الإنعكاس بعد ثابتاً یبقى الحركة كمیة مقدار لكن −x إتجاه إلى تماماً الجسیم حركة إتجاه تعكس بحیث
شرودنجر لمعادلة حل إیجاد یمكننا الكم میكانیكا في لكن ثابتة. تبقى للجسیم الحركیة الطاقة قإن بالتالي و الجھد حد
على نحصل و ،E < V0 كلیة طاقة عند و x > 0 المنطقة في الزمن) عن مستقل الجھد (لأن الزمن عن المستقلة
التي و ،x > 0 المنطقة في الجسیم یتواجد كي الصفر لاتساوي إحتمالیة كثافة ھناك أن ونلاحظ ،(5.21) المعادلة
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الحزمة. طاقة من أعلى الجھد إرتفاع العتبة. جھد على من جاوسیة حزمة إنعكاس :(5.7) شكل

بالعلاقة تُعْطَى

|ψ(x)|2 = |T |2e−2|q|x =
4k2|I|2

k2 + |q|2
e−2|q|x.

عالي وسط في الضوء إختراق یشبھ الذي الأمر الإختراق، عمق زاد كلما أُسیاً تضمحل الإحتمالیة كثافة أن لاحظ
من أكبر إرتفاعھا جھد عتبة على تسقط لجسیم موجیة لحزمة الإحتمالیة كثافة یوضح (5.7) الشكل الإمتصاصیة.
الجزء مع المنعكس الجزء تداخل و الإنعكاس نتیجة الحزمة تتشوه كیف لاحظ مختلفة. أزمنة خلال الجسیم طاقة

الجھد. منطقة داخل منھا جزء یدخل كیف و الساقط

التشتت حالة المتناھي: البئر جھد 5.2
The finite potential well: scattering state

التالي الجھد لنعتبر

(5.24) V (x) =


0 x < −a,
−V0 a > x > −a,
0 x > a,

الحالة ھذه في ، E > 0 الشرط تستوفي للنظام الكلیة الطاقة أن التشتت بحالة یُقْصد .(5.8) الشكل في الموضح و
حول متناظر الجھد ھذا إن لاحظ .attractive potential التجاذبیة الجھد طاقة من أكبر للجسیم الحركیة الطاقة
طاقة أن أعتبرنا حیث .+∞ إلى −∞ من الإتجاه أو الیسار جھة من أُرسل جسیم ھناك أن لنفترض .x = 0

عرفنا لو التشتت. حالة بإفتراض E > 0 الجسیم

k2 ≡ 2mE

~2
,
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V(x)

x

x = 0

V0

x = ax = -a

.E تساوي جسیم طاقة عند واحد بعد في المتناھي البئر جھد :(5.8) شكل

و
q2 ≡ 2m(E + V0)

~2
,

التالي الحل على نحصل (5.2) الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة بحل وقمنا

(5.25) ψ(x) =


Ieikx +Re−ikx x < −a,
Aeiqx +Be−iqx −a < x < a,
Teikx x > a.

.E > 0 عند المناطق جمیع في لھ التیارات كثافات و النظام حلول یلخص (5.1) الجدول

التشتت. حالة عند المتناھي البئر جھد مناطق لجمیع التیارات كثافات و حلولھا و شرودنجر معادلات :(5.1) جدول
x < −a −a < x < a x > a المنطقة

الموجي العدد
k =

√
2mE/~ q =

√
2m(E + V0)/~ k =

√
2mE/~ Wave number

شرودنجر معادلة
d2ψ/dx2 + k2ψ = 0 d2ψ/dx2 + q2ψ = 0 d2ψ/dx2 + k2ψ = 0 Schrödinger

equation

الموجیة الدالة
Ieikx +Re−ikx Aeiqx +Be−iqx Teikx Wave function

التیار كثافة
~k
m

(|I|2 − |R|2) ~q
m

(|A|2 − |B|2) ~k
m
|T |2 Current density

لتیارین، جبري مجموع عن عبارة x < −a المنطقة في التیار كثافة أن أخرى مرة نلاحظ (5.1) الجدول في
في التیار أما .|R|2~k/m قیمتھ و x = −a الجھد حد على من منعكس الآخر و |I|2~k/m ساقط أحدھما
عن عبارة التیار أن نجد |x| < a المنطقة في أما .|T |2~k/m مقداره و فقط مخترق تیار فھو x > a المنطقة
الداخل من الإنعكاس أو الإختراق عن ناتج ھو و |A|2~q/m مقداره و +x بإتجاه أحدھما لتیارین جبري مجموع
الجھد داخل الإنعكاس عن ناتج ھو و |B|2~q/m مقداره و −x بإتجاه الآخر و ،x = −a الجھد حد على من
الدالة فإن لذلك الإختراقیة، أو الإنعكاسیة عندھا تحدث التي ھي الجھد تغیر نقاط إن أخرى، مرة .x = a الحد من
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نلاحظ .x = ±a الإنقطاع نقاط عند البئر داخل الإنعكاسات من سلسلة من تعاني |x| < a المنطقة في الموجیة
على نحصل التیار إنحفاظ من لماذا؟ ،x على لاتعتمد التیار كثافات جمیع أن أیضاً

(5.26) ~k

m
(|I|2 − |R|2) =

~q

m
(|A|2 − |B|2) =

~k

m
|T |2.

أن (5.26) التیار إنحفاظ علاقة من نستنبط كذلك

(5.27) |R|2 + |T |2 = |I|2.

PT = |T |2/|I|2 و الإنعكاسیة إحتمالیة تمثل PR = |R|2/|I|2 أن نجد (5.16) و (5.15) التعاریف بإستخدام
نقاط عند مشتقتھا و الموجیة الدالة إستمراریة شرط بتحقیق .(5.27) المعادلة مع ینسجم مما النفاذیة إحتمالیة تمثل

:x = −a عند على لنحصل ،T و R السعات من كل حساب یمكننا الجھد إنقطاع

Ie−ika +Reika = Ae−iqa +Beiqa,

ik(Ie−ika −Reika) = iq(Ae−iqa −Beiqa).

:x = a عند
Aeiqa +Be−iqa = Teika,

iq(Aeiqa −Be−iqa) = ikTeika.

كالتالي I بمعلومیة T و R قیم على نحصل حلھا بعد مجاھیل، أربع و معادلات أربع لدینا

(5.28) R = iIe−2ika (q2 − k2) sin 2qa

2kq cos 2qa− i(q2 + k2) sin 2qa
,

و
(5.29) T = Ie−2ika 2kq

2kq cos 2qa− i(q2 + k2) sin 2qa
.

.R→ 0 فإن بالتالي و (q2 − k2)→ 0 الحالة ھذه في لأنھ إنعكاس أي یحدث لا عملیاً ،E ≫ V0 أن حالة في
،|T |2 الإنعكاسیة لإحتمالیة حسابنا عند الصفر. إلى الإختراقیة تؤول بالتالي و k → 0 فإن E → 0 أن حالة في

العلاقة على نحصل

(5.30) |T |2 =
4k2q2

4k2q2 + (q2 − k2)2 sin2 2qa
|I|2.

یسقط E = 1.5 eV طاقتھ لإلكترون الزمن عن المستقلة الإحتمالیة كثافة و الموجیة الدالة قیم یوضح (5.9) الشكل
و النفاذیة إحتمالیة قیم الأعلى في .V0 = 1 eV عمقھ و 2a = 5 nm عرضھ التجاذبي المتناھي البئر جھد على

الإنعكاسیة.
أن أي ،sin 2qa = 0 عند (1 النفاذیة (أو صفر الإنعكاسیة قیمة أن ھي و بالإھتمام، جدیرة حالة ھنا أن نلاحظ

كالتالي تعطى للجسیم طاقة قیم یقابل ھذا .n = 1, 2, ... أن حیث 2qa = nπ

(5.31) E = −V0 +
n2π2~2

8ma2
, n = 1, 2, 3, ...

.E/V0 الجھد عمق إلى الكلیة الطاقة لنسبة كدالة PT = |T |2/|I|2 النفاذیة إحتمالیة تغیر یوضح (5.10) الشكل
المعطاة الطاقة قیم تقابل القیم ھذه عظمى. قیم أي الوحدة، إلى الإنعكاسیة عندھا Eتصل لـ قیم ھناك أن الشكل من نجد
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عمقھ و 2a = 5 nm عرضھ التجاذبي المتناھي البئر جھد Eعلى = 1.5 eV طاقتھ إلكترون تشتت :(5.9) شكل
المنقط المتقطع المنحنى بینما الموجیة الدالة من الحقیقي الجزء یمثل (الأخضر) المتقطع المنحنى .V0 = 1 eV
إحتمالیاتي منحنیي الإعلى في .|ψ(x)|2 الإحتمالیة كثافة یمثل المتصل المنحنى التخیلي. الجزء یمثل (الإزرق)

النفاذیة. و الإنعكاسیة
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.30 MeV عمقھ و 10 fm عرضھ جھد على یتشتت لنیوكلون E/V0 لـ كدالة النفاذیة إحتمالیة :(5.10) شكل
PT → 1 فإن العالیة الطاقات عند للرنین. نتیجة المنخفضة الطاقات عند للوحدة تصل للنفاذیة عظمى قیم وجود لاحظ

.q2 → k2 لأن
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الحزمة V0 = 2E الجسیم طاقة ضعف یساوي عمقھ متناھي بئر جھد على موجیة حزمة تشتت :(5.11) شكل
الیمین. إلى الیسار من تسقط

الممیزة الطاقة قیم الجسیم یملك عندما الموجیة باللغة الرنیني. الإختراق من نوع ھو یحدث ما إن .(5.31) العلاقة في
و x = −a عند المنعكسة الموجة بین ھدام تداخل لھا یحدث الجسیم تصف التي الحزمة فإن (5.31) العلاقة في
شرط إن .x = a الحد عند ، ... ،(n = 3) مرات ثلاث أو ،(n = 2) مرتین ،(n = 1) مرة المنعكسة الموجة

یكتب أن یمكن الذي و 2qa = nπ عندما یحدث الرنین ھذا

λ =
2π

q
=

4a

n
⇒ 2a =

n

2
λ,

أن لاحظ الموجي. الطول لأنصاف مضاعفات یساوي 2a المسار فرق یكون بأن الھدام التداخل شرط یحدد الذي و
لدى عملیاً الملاحظة ھذه أُثْبتت لقد .Fabry-Perot interferometer فابري-بیرو تداخل أیضاً یصف الشرط ھذا
الآرجون و Ne النیون كغاز الخاملة، الغازات ذرات على من (0.1 eV) الطاقة منخفضة الإلكترونات تشتت دراسة
أولاً الأثر ھذا ملاحظة تم لقد الطاقة. ھذه عند الساقط ت الإلكترونا لشعاع متوقعة غیر إختراقیة مشاھدة تم حیث .Ar
لمعالجة رنینیة. إختراقیة ھناك بأن وصفت و .Ramsauer-Townsend تونسند و رامسویر العالمین طریق عن

أبعاد. ثلاث في شرودنجر معادلة حل و الجھد إعتبار إلى نحتاج أدق بشكل الظاھرة
طاقة ضعف یساوي عمقھ متناھي بئر جھد على من موجیة حزمة لتشتت الزمني التسلسل یُوضح (5.11) الشكل
كثافة تمثل الجاوسیة الموجة بینما التخیلي). و الحقیقي (الجزء الموجیة للدالة ھي التموجات .V0 = 2E الجسیم
التداخلات عن ناتجة (ز) إلى (د) الشكل في تظھر التي الحادة القیم الیمین. إلى الیسار من تسقط الحزمة الإحتمالیة.

المنعكسة. و المتقدمة الموجة بین الھدامة و البناءة

الإرتباط حالة المتناھي: البئر جھد 5.3
The finite potential well: bound state

أو مقدار من أقل الحركة طاقة أن یعني ھذا ، E < 0 تحقق للنظام الكلیة الطاقة أن حیث الإرتباط حالة الآن لنعتبر
سالبة. الحركة طاقة أن یعني ھذا لأن E < −V0 تكون أن لایمكن أنھ لاحظ .K < V0 أن أي الجھد، طاقة عمق

التالیة المعاملات عرفنا لو .E = −|E| العلاقة من المطلقة قیمتھا بدلالة الكلیة الطاقة عن نُعَبِّر أن یمكن

(5.32) κ2 ≡ 2m|E|
~2

,
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و
(5.33) q2 ≡ 2m(V0 − |E|)

~2
.

كثافات و النظام حلول یلخص (5.2) جدول . حقیقیة q و κ قیم بالتالي و κ2, q2 > 0 من كلاً أن الواضح من
.E < 0 عند المناطق جمیع في لھ التیارات

الإرتباط. حالة عند المتناھي البئر جھد مناطق لجمیع التیارات كثافات و حلولھا و شرودنجر معادلات :(5.2) جدول
x < −a −a < x < a x > a المنطقة

الموجي العدد

κ =

√
2m|E|
~

q =

√
2m(V0−|E|)
~

κ =

√
2m|E|
~

Wave number

شرودنجر معادلة
d2ψ/dx2 − κ2ψ = 0 d2ψ/dx2 + q2ψ = 0 d2ψ/dx2 − κ2ψ = 0 Schrödinger

equation

ھو العام الحل الجیبي الحل نختار إرتباط حالة ھو العام الحل
Ceκx + C ′e−κx A cos qx+B sin qx De−κx +D′eκx

عندما التناھي شرط من المستویة الموجة عن عوضاً عندما التناھي شرط من الموجیة الدالة
x→ −∞⇒ C ′ = 0 فردي حل و زوجي حل لدینا x→∞⇒ D′ = 0 Wave function
الخاص الحل یصبح إما فقط، الحلین أحد نختار الخاص الحل یصبح

Ceκx A = 0 or B = 0 De−κx

التیار كثافة
0 التیار لإنحفاظ 0 تكون أن لابد 0 Current density

كالتالي الموجیة الدالة الحل نكتب

(5.34) ψ(x) =


Ceκx x < −a,
A cos qx orB sin qx −a < x < a,
De−κx x > a.

a−لم < x < a المنطقة في التیار كثافة أن لاحظ صفر. المناطق جمیع في التیار كثافات فإن الإرتباط حالة بسبب
إعتبرنا إذا −a < x < a المنطقة في تیار جود و عدم إثبات السھل من التیار، حفظ قانون من بھا تُنبأ بل تحسب

.B = 0 أو A = 0

المناطق في التیارات كثافة بحساب ذلك و المتناھي للجھد الإرتباط حالة في تیار لایوجد أنھ أثبت :(5.2) سؤال
♢ .B = 0 فقط الزوجي الحل إعتبر و x > a و ،−a < x < a ،x < −a

التالي على نحصل الجھد إنقطاع نقاط عند الترتیب، على مشتقتھا، و الموجیة الدالة إستمراریة شرط بتحقیق

:x = −a عند .1
Ce−κa = A cos qa−B sin qa,

و
κCe−κa = q(A sin qa+B cos qa),
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على منھما نحصل حیث
(5.35) κ = q

A sin qa+B cos qa
A cos qa−B sin qa.

:x = a عند .2
De−κa = A cos qa+B sin qa,

و
−κDe−κa = −q(A sin qa−B cos qa),

على منھما نحصل حیث
(5.36) κ = q

A sin qa−B cos qa
A cos qa+B sin qa.

على نحصل الطرفین في الوسطین ضرب و (5.36) و (5.35) المعادلتین بمساواة

(A2 +B2) sin qa cos qa+ AB(sin2 qa+ cos2 qa)
= (A2 +B2) sin qa cos qa− AB(sin2 qa+ cos2 qa),

ھو كما ،(A = 0) x لـ فردیاً أو (B = 0) x لـ زوجیاُ یكون أن إما الحل أن یعني مما .AB = 0 أن أي
الشكل في یعطى الفردي و الزوجي للحل الموجیة للدالة التقریبي الشكل إن اللانھائي. البئر جھد في تماماً الحال
طاقة أقل حالة تمثل و الزوجي للحل ھي عقد بدون الكمیة الحالة إن لاحظ الترتیب. على ،(5.13) الشكل و (5.12)
(5.35) المعادلتین من أي في (A = 0) الفردي أو (B = 0) الزوجي الحلین من أي أخذنا لو للنظام. ممكنة
طاقات شروط تحدد التي و التالیة transcendental equations المتسامیة المعادلات على نحصل (5.36) و

على نحصل الزوجي للحل الممكنة، الحالات

(5.37) κ = q tan qa,

الفردي للحل و
(5.38) κ = −q cot qa.
eigenstates الممیزة الترابط حالات على الحصول كیفیة على التعرف و منفصل بشكل حل كل بدراسة الآن سنقوم

منفصلتین. كحالتین الفردي الحل ثم الزوجي بالحل أولاُ سنبدأ الممكنة. طاقاتھا و

The even solution الزوجي الحل 5.3.1

على نحصل (5.33) q2 الموجي العدد مربع علاقة من

q2 =
2mV0

~2
− 2m|E|
~2

=
2mV0

~2
− κ2,

على نحصل a2 بـ بالضرب

q2a2 =
2mV0a

2

~2
− κ2a2.

التالیة فیزیائیة) وحدات لھا لیس متغیرات (أي dimensionless parameters الأبعاد عدیمة البارامترات نعرف

(5.39) y = qa,
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-a +a0

في الجسیم طاقة التجاذبي. البئر جھد في لجسیم متقطعة طیفیة حالات ثلاث لأقل الزوجیة الحلول :(5.12) شكل
و الجھد نطاق خارج الأسیة الإنحلالات و الجھد حدود داخل الجیبیة الحلول لاحظ أعلى. إلى أسفل من تزداد الشكل

الحلول. تناھي شرط مع یتفق الذي
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-a +a0

في الجسیم طاقة التجاذبي. البئر جھد في لجسیم متقطعة طیفیة حالات ثلاث لأقل الفردیة الحلول :(5.13) شكل
و الجھد نطاق خارج الأسیة الإنحلالات و الجھد حدود داخل الجیبیة الحلول لاحظ أعلى. إلى أسفل من تزداد الشكل

الحلول. تناھي شرط مع یتفق الذي
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و
(5.40) z =

2mV0a
2

~2
,

أو y2 = z − κ2a2 على نحصل وبالتالي

(5.41) κ =
√
z − y2/a.

على نحصل (5.37) المعادلة في (5.41) و (5.39) بتعویض

(5.42)
√
z − y2

y
= tan y,

یمكن (5.42) المعادلة حل إن الأبعاد. عدیمة بمتغیرات الزوجیة للحلول المتسامیة للمعادلة آخراًُ شكلاُ یعطي الذي و
تكون أن یجب أنھ (لاحظ الممكنة y قیم لجمیع كدوال

√
z − y2/y الدالة و tan y الدالة برسم علیة الحصول

الممكنة. الإرتباط لحالات الممیزة القیم بالتالي و الممكنة الحلول تحدد التي و التقاطع نقاط إیجاد و لماذا؟) ،y > 0
.(5.14) الشكل في یعطى الرسم ھذا

بنقاط tan y الدالة مع یتقاطع و أكثر یرتفع
√
z − y2/y المنحنى فإن z قیمة زادت كلما أنھ نجد الشكل من

عمق زاد كلما تزداد z قیمة أن لاحظ تزداد. bound eigenstates الممیزة الإرتباط حالات عدد أن أي أكثر،
ممیزة إرتباط بحالات یسمح أن لابد الجھد عرض أو عمق زیادة لأن منطقي ھذا .a عرضھ زاد و/أو V0 الجھد
واحدة bound state إرتباط حالة یوجد الأقل على فإنھ صغیرة، z قیمة كانت مھما أنھ الشكل یبین كذلك أكثر.
لا و one-dimesional attractive potentials التجاذبیة الواحد البعد لجھود فقط ممیزة خاصیة ھذه ممكنة.

لاحقاً. سنراه لسبب أبعاد، ثلاث في التجاذبیة الجھود على تنطبق
لیقاطع أكثر یرتفع

√
z − y2/y المنحنى فإن عریض، و عمیق جھد أي كفایة، كبیرة z قیمة تصبح عندما

زادت البعضكلما بعضھا عن البعد متساویة الممیزة القیم تصبح عندھا التقربیة. الخطوط حدود عند tan y المنحنى
عام بشكل أو ،y = π/2, 3π/2, 5π/2, . . . قیم عند تقریباً التقاطع نقاط تحدث و ،y

(5.43) y = qa ≃ (n− 1

2
)π; n = 1, 2, 3, . . . .

الممیزة القیم شرط تماثل (5.43) معادلة أن سنجد ،(4.13) إلى (4.12) المعادلات مع أعلاه النتیجة قارنا ما إذا
و كفایة كبیرة z قیمة تصبح كي كفایة عریض و عمیق الجھد یكون أن یكفي إذاً اللانھائي. للجھد الزوجیة للحلول
ممیزة حالة لكل الممیزة الطاقة مقادیر اللانھائي. البئر جھد تماثل فیزیائیة حالة على لنحصل (5.43) الشرط یتحقق
إستخدام و (5.33) التعریف من q2 قیمة تعویض و (5.43) معادلة بتربیع تحسب أن یمكن الترابط حالات من

على لنحصل |E| = −E

(5.44) E = −V0 +
~2π2(n− 1

2
)2

2ma2
.

كانت إذا الحركة. طاقة إذاً یمثل الثاني الحد و الجھد طاقة یمثل الأول الحد فإن للنظام، الكلیة الطاقة تمثل E أن بما
.(4.13) في نفسھا ھي (5.44) في الممیزة الطاقة قیم فإن V0 = 0

The odd solution الفردي الحل 5.3.2

في (5.41) و ،(5.40) ،(5.39) في الأبعاد عدیمة المتغیرات بتعویض .A = 0 عندما الفردي الحل الآن لنختبر
الممیزة القیم شرط على نحصل (5.38) الفردي للحل المتسامیة المعادلة

(5.45)
√
z − y2

y
= − cot y.



120 One-dimensional potentials واحد بعد في الجھود .5

Large z
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واحد. بعد في المتناھي البئر لجھد الزوجیة للحلول المتقطع الطیف أو المتقطعة الممیزة القیم مواقع :(5.14) شكل
الأصغر من z لـ مختلفة قیم عند

√
z − y2/y تمثل المتناقصة المنحنیات بینما ،tan y تمثل المتزایدة المنحنیات

(للأعلى). الأكبر إلى (أسفل)

الشكل في كما tan y لـ نفسھا ھي y لـ كدالة − cot y العلاقة رسمة فإن ،tan(y + π/2) = − cot y أن √بما
z − y2/y و − cot y رسم الیمین). (إلى y إزدیاد بإتجاه π/2 بمقدار التقربیة الخطوط إزاحة مع (5.14)

.(5.15) الشكل في موضح الممكنة y قیم لجمیع كدوال
المتناقص المنحنى وصل فإذا إرتباط. حالات دائماً لاتعطي الفردیة الحلول فإن الزوجیة، الحلول عكس √على
z − y2/yالمتناقص المنحنى بین تقاطع نقاط أي عندئذ لاتوجد ،π/2إلى y تصل أن قبل الصفر إلى

√
z − y2/y

بین التقاطع حدوث شرط أن ھنا القول یمكن للنظام. ممكنة إرتباط حالات أي لاتوجد ثم ومن − cot y الدالة و
أن یمكن eigenvalue for bound state إرتباط لحالة ممیزة قیمة وجود بالتالي و − cot y و

√
z − y2/y
كالتالي √یكتب

z − y2

y

∣∣∣∣∣
y=π

2

> 0,

إذاً الصفر، من أكبر تكون أن یجب الجذر داخل القیمة أن أو

z − y2
∣∣∣
y=π

2

> 0 ⇒ z >
π2

4
.

ھو الأقل على واحد إرتباط حالة حدوث شرط على لنحصل z عن للتعویض (5.40) العلاقة بإستخدام

2mV0a
2

~2
>
π2

4
.

الفردي للحل واحد بعد في المتناھي البئر جھد بمواصافات التالي الشرط تحقق إذا أنھ نقول آخر بشكل

(5.46) V0a
2 >
~2π2

8m
,
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واحد. بعد في المتناھي البئر لجھد الفردیة للحلول المتقطع الطیف أو المتقطعة الممیزة القیم مواقع :(5.15) شكل
الأصغر من z لـ مختلفة قیم عند

√
z − y2/y تمثل المتناقصة المنحنیات بینما ،− cot y تمثل المتزایدة المنحنیات

(للأعلى). الأكبر إلى (أسفل)

العمیقة للجھود وذلك كفایة، كبیرة z قیمة تصبح عندما الجھد. لھذا ممكنة واحدة إرتباط حالة توجد الأقل على فإنھ
عندھا التقربیة. الخطوط حدود عند − cot y المنحنى لیقاطع أكثر یرتفع

√
z − y2/y المنحنى فإن العریضة، و

y = قیم عند تقریباً التقاطع نقاط تحدث و ،y زادت كلما البعض بعضھا عن البعد متساویة الممیزة القیم تصبح
عام بشكل أو ،π, 2π, 3π, . . .

(5.47) y = qa ≃ nπ; n = 1, 2, 3, . . . .

الممیزة القیم شرط تماثل (5.47) المعادلة أن سنجد ،(4.8) إلى (4.7) من المعادلات مع أعلاه النتیجة قارنا ما إذا
و كفایة كبیرة z قیمة تصبح كي كفایة وعریض عمیق الجھد یكون أن یكفي إذاً اللانھائي. للجھد الفردیة للحلول
ممیزة حالة لكل الممیزة الطاقة مقادیر اللانھائي. البئر جھد تماثل فیزیائیة حالة على لنحصل (5.47) الشرط یتحقق
إستخدام و (5.33) التعریف من q2 قیمة التعویضعن و (5.47) معادلة بتربیع تحسب أن یمكن الترابط حالات من

على لنحصل |E| = −E

(5.48) E = −V0 +
~2π2n2

2ma2
.

كانت إذا الحركة. طاقة إذاً یمثل الثاني الحد و الجھد طاقة یمثل الأول الحد فإن للنظام، الكلیة الطاقة تمثل E أن بما
.(4.8) في نفسھا ھي (5.48) في الممیزة الطاقة قیم فإن V0 = 0

مسألة فإن بالتالي و ،x = 0 عند تختفي ،(5.13) الشكل في موضح ھو كما الفردیة، للحلول الممیزة الدوال إن
التالي للجھد الترابط لحالة تماماُ مكافئة ستكون الفردي للحل الترابط حالة

(5.49) V (x) =


∞ x < 0,
−V0 a > x > 0,
0 x > a,

مع تتفق أن (5.49) الجھد حالة في الموجیة الدالة من نتطلب أننا إلى یعود السبب .(5.16) الشكل في یُعْطَى الذي و
لجھد radial potential القطري الجھد الأمر حقیقة في یمثل (5.49) في الجھد إن .ψ(x = 0) = 0 الشرط
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لھذا إرتباط حالة وجود بالضرورة لیس فإنھ فردیاً، الجھود من النوع لھذا الحل أن بما أبعاد. ثلاث في كرویاً متناظر
ممكنة. إرتباط حالة أي لاتتضمن قد أبعاد ثلاث في كرویاً المتناظرة و التجاذبیة البئر جھود أن نقول و نعمم الجھد.

V(x)

x

x = 0

V0

x = a

في المتناھي البئر لجھد الفردي للحل الترابط حالات لمسألة المكافئ و (5.49) في المعطى الجھد :(5.16) شكل
واحد. بعد

The potential barrier الجھد حاجز 5.4

كالتالي الحاجز جھد لنعتبر

(5.50) V (x) =


0 x < −a,
V0 a > x > −a,
0 x > a,

+∞ إلى −∞ من الإتجاه أو الیسار جھة من أُرسل جسیم ھناك أن لنفترض .(5.17) الشكل في الموضح و
الجھد حاجز الجسیم یختراق لن الكلاسیكیة، النظریة حسب و الطاقة، ھذه عند .E < V0 أن Eحیث مقدارھا بطاقة

التوالي على الجھد داخل و خارج الموجیة الأعداد لنُعَرِّف .−x بإتجاه سینعكس و

V(x)

x0

V0

a-a

E

أن یجب كلاسیكیاً الجھد. إرتفاع من أقل بطاقة x لـ الموجب بالإتجاه یسقط لجسیم الجھد حاجز :(5.17) شكل
تماماُ. الجسیم ینعكس

k2 ≡ 2mE

~2
,

و

q2 ≡ 2m(V0 − E)

~2
.
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حلول لإیجاد (5.2) الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة في نعوض حقیقیات. q و k أن نجد أعلاه التعریف حسب
.(5.3) الجدول في الموضحة النتائج على لنحصل المناطق جمیع في لھ التیارات كثافات و النظام

الجھد. حاجز مناطق لجمیع التیارات كثافات و حلولھا و شرودنجر معادلات :(5.3) جدول
x < −a −a < x < a x > a المنطقة

الموجي العدد
k =

√
2mE/~ q =

√
2m(V0 − E)/~ k =

√
2mE/~ Wave number

شرودنجر معادلة
d2ψ/dx2 + k2ψ = 0 d2ψ/dx2 − q2ψ = 0 d2ψ/dx2 + k2ψ = 0 Schrödinger

equation

الموجیة الدالة
Ieikx +Re−ikx Aeqx +Be−qx Teikx Wave function

التیار كثافة
~k
m

(|I|2 − |R|2) i ~q
m

(A∗B − AB∗) ~k
m
|T |2 Current density

إذاً الموجیة للدالة الكلي الحل

(5.51) ψ(x) =


Ieikx +Re−ikx x < −a,
Aeqx +Be−qx −a < x < a,
Teikx x > a.

التالي علینا یفرض التیار إنحفاظ قانون لماذا؟ ،x على لاتعتمد التیار كثافات جمیع أن أیضاً نلاحظ

(5.52) ~k

m
(|I|2 − |R|2) = i

~q

m
(A∗B − AB∗) =

~k

m
|T |2 = 0.

یساوي −a < x < a المنطقة في التیار أن یعني فھذا حقیقیة قیم B و A (السعات) الحل ثوابت كانت إذا
التنبآت مع تتفق أنھا أي ،|R|2 = 1 تصبح الإنعكاسیة و |T |2 = 0 لأن إختراقیة لاتوجد أنھ یعني الذي و الصفر،
المنطقة خلال للجسیم نفاذیة توجد أنھ سنجد و دقیقة، غیر الكلاسیكیة التنبآت لاحقاً، سنرى كما لكن الكلاسیكیة.
الدالة تكون أن نتطلب فإننا لھذا .|R|2 , 1 و |T |2 , 0 أن یعني مما ،−a < x < a كلاسیكیاً المحظورة
حقیقیة. e±qx الأسیة الدالة لكن الصفر. لایساوي التیار یصبح لكي حقیقیة a−غیر < x < a المنطقة في الموجیة
التیار كثافة أن نجد الشرط، ھذا فرض لدى .B , B∗ و A , A∗ أن أي مركبة. B و A الحل ثوابت نعتبر لھذا

تصبح −a < x < a الثانیة المنطقة في

(5.53) J2 = i
~q

m
(A∗B − AB∗).

إن تخیلیة. أعداد و مركبة قیم على إحتوائھ من بالرغم J2 = J∗2 أن أي حقیقیة، التیار كثافة أن إثبات السھل من
حقیقیة. تكون أن یجب لذلك عملیاً، مقاسة قیمة التیار كثافة

المنطقة في التیار كثافة أثبت (5.51) الموجیة للدالة (2.41) التیار كثافة تعریف بإستخدام :(5.3) سؤال
أن تثبت أن (یكفي حقیقیة (5.53) في التیار كثافة أن كذلك أثبت .(5.53) العلاقة من تعطى –a < x < a
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♢ .(J∗2 = J2

أن (5.52) التیار إنحفاظ علاقة من نستنبط كذلك

(5.54) |R|2 + |T |2 = |I|2

PT = |T |2/|I|2 و الإنعكاسیة إحتمالیة تمثل PR = |R|2/|I|2 أن نجد (5.16) و (5.15) التعاریف بإستخدام
الوحدة. إلى معایر مجموعھما لأن (5.54) المعادلة مع ینسجم مما النفاذیة إحتمالیة تمثل

R الإنعكاسیة سعات نحسب أن الجھد إنقطاع نقاط عند مشتقتھا و الموجیة الدالة إستمراریة شرط بتحقیق یمكننا
الموجیة الدالة حل بین قارنا لو لكن السابقة. المرات في فعلنا كما ،I الساقطة الموجة سعة بمعلومیة T النفاذیة و
الحلین فإن (5.25) المعادلة في المتناھي البئر جھد على للتشتت الموجیة الدالة مع (5.51) المعادلة في الجھد لحاجز
إستخدام یمكننا السبب لھذا حقیقیة. q أن حیث ،(5.51) المعادلة في iq بـ q الموجي العدد أستبدلنا لو یتطابقان سوف
على (5.29) و (5.28) المعادلتین في المتناھي البئر جھد على یتشتت لجسیم T النفاذیة و R الإنعكاسیة سعات
حاجز على یسقط لجسیم T النفاذیة و R الإنعكاسیة سعات على للحصول iq بـ q الموجي العدد إستبدال و الترتیب،

على إذاً لنحصل الجھد،

R = iIe−2ika (−q2 − k2) sin 2iqa

2ikq cos 2iqa− i(−q2 + k2) sin 2iqa
,

R الإنعكاسیة لسعة صیغة على نحصل إذاً معروف1. ھو كما cos ix = coshx و sin ix = i sinh x لكن
كالتالي

(5.55) R = −iIe−2ika (q2 + k2) sinh 2qa

2kq cosh 2qa− i(k2 − q2) sinh 2qa
,

لتصبح T النفاذیة سعة نحسب أن یمكن الطریقة بنفس و

(5.56) T = Ie−2ika 2kq

2kq cosh 2qa− i(k2 − q2) sinh 2qa
,

لتكون PT = |T |2 النفاذیة إحتمالیة نحسب منھ و

T ∗T = I∗
2kqe2ika

2kq cosh 2qa+ i(k2 − q2) sinh 2qa
× I 2kqe−2ika

2kq cosh 2qa− i(k2 − q2) sinh 2qa
,

= |I|2 (2kq)2

(2kq)2 cosh2 2qa+ (k2 − q2)2 sinh2 2qa
,

= |I|2 (2kq)2

(2kq)2 cosh2 2qa+ (k2 + q2)2 sinh2 2qa− (2kq)2 sinh2 2qa
.

النفاذیة على نحصل ،cosh2 x− sinh2 x = 1 العلاقة بإستخدام

(5.57) |T |2 =
(2kq)2

(2kq)2 + (k2 + q2)2 sinh2 2aq
|I|2.

الجھد. حاجز قمة من أقل الجسیم طاقة أن من الرغم على أختراق یحدث أن یمكن أنھ أي .|T |2 , 0 أن الواضح من

.coshx = (ex+e−x)/2 و cosx = (eix+e−ix)/2 فإن بالمقابل .sinhx = (ex−e−x)/2 فإن كذلك sinx = (eix−e−ix)/2i أن 1نعلم
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النفاذیة. إحتمالیة على الجھد حاجز عرض أثر :(5.18) شكل

بظاھرة الظاھرة ھذه تسمى للجسیمات. الظاھرة ھذه صفت و الكم میكانیكا في و موجیة ظاھرة ھي الظاھرة ھذه
ھناك أن لوحظ المثال سبیل فعلى التجریبیة. المشاھدات من العدید في عملیاً مثبتة ھي و ،tunneling effect التنفق
الموصلین) بین نسبیاً صغیرة فجوة (یوجد البعض بعضھما مع متصلین غیر موصلین في الشحن لحاملات إنتقال
كیفیة تفسر التنفق ظاھرة فإن الثقیلة، للأنویة α إنحلال في كذلك مناسب. عكسي جھد فرق عند أحدھما وصل إذا
الجھد حاجز قمة من أقل α جسیمات طاقة أن من بالرغم الأم للأنویة الكولومي الجھد لحاجز α جسیمات إختراق
الأخرى النوویة التحللات باقي مع مقارنة α تحلل لحدوث اللازم نسبیاً الطویل الزمن تفسر بالتالي و الكولومي

.γ إشعة كإنبعاث
إذا .(5.57) العلاقة مقام في sinh2 2aq الدالة بسبب الجھد لعرضحاجز |T |2 للنفاذیة الكبیرة الحساسیة لاحظ
حاجز عرض أثر إن الجھد. داخل الموجیة للدالة أُسِّي إضمحلال یحدث و |T |2 → 0 فإن كبیراً 2aالعرض كان
الشكل في المعطى الشكل المنتظم للجھد فقط صالحة (5.57) العلاقة .(5.18) الشكل في موضح النفاذیة على الجھد
تطبیقات أي لدراسة علیھ و الشكل، منتظم غیر التَنَفُّق ظاھرة فیھ تحدث الذي الجھد حاجز عام بشكل لكن .(5.17)
عن النظر بغض جھد حاجز لأي للتطبیق صالح |T |2 للنفاذیة عامة صیغة على الحصول إلى نحتاج التنفق لظاھرة
|T لـ2| تقریبیة عامة صیغة إیجاد یمكن لكن و |T |2 لـ عامة صیغة أي لایوجد الأمر واقع في لكن الجھد. شكل
ریاضیة-فیزیائیة إحداھما حالتین، في مقبول التقریب ھذا الشكل. منتظم غیر جھد حاجز لأي تقریبي بشكل صالحة

الجھد. بشكل تتعلق ھندسیة الأخرى و
من تُعْطى aq أن حیث ،aq ≫ 1 أن نعتبر الأولى الحالة

aq =

√
2ma2

~2
(V0 − E).

كالتالي (5.57) العلاقة في |T |2 تصبح علیھ و

|T |2 =
|I|2(2kq)2

(2kq)2

sinh2 2aq
+ (k2 + q2)2

sinh−2 2aq ≃ |I|2 (2kq)2

(k2 + q2)2
sinh−2 2aq.
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منتطمة. و مستطیلة جزئیة جھد حواجز من متعدد كتراص الأملس المنحني الجھد حاجز تقریب :(5.19) شكل

تصبح وعلیھ .sinh2 x ∼ e2x نكتب أن یمكن لھذا و sinh x ≫ 1 فإن x ≫ 1 عندما عام بشكل أنھ لاحظ
كالتالي |T |2 النفاذیة

(5.58) |T |2 ≃ |I|2
(

2kq

k2 + q2

)2

e−4aq,

الإرتفاع فرق و الجھد حاجز لعرض حساسة ستكون النفاذیة إحتمالیة فإن ،(5.58) العلاقة في e−4aq العامل بسبب
على نحصل (5.58) للعلاقة الطبیعي اللوغاریثم أخذنا لو الجھد. على الساقط الجسیم طاقة و الجھد بین

logPT = log(|T |2/|I|2) ≃ −4aq + 2 log 2kq

k2 + q2
,

≃ −(2a)(2q) + 2 log 2(ka)(aq)

(ka)2 + (aq)2
.

معقولة. qa قیمة لھ جھد حاجز لأي الظروف مجمل في الثاني الحد على یھیمن الأول الحد أن الواضح من
smoothed الأملس المنحني الجھد حاجز نعتبر حیث نفسھ. الجھد حاجز بشكل یتعلق فیما الثانیة التقریب حالة
في موضح ھو كما منتطمة، و مستطیلة جھد حواجز من متعدد تراص عن عبارة curve potential barrier
و منعكس الفیض معظم أن یعني مما صغیرة، جزئي جھد حاجز لكل النفاذیة إحتمال أن إعتبرنا لو .(5.19) الشكل
علاقة كتابة یمكن السابقة، الشریحة مع مقارنة الإحتمالیة قلیلة و مستقلة جزئي جھد حاجز شریحة كل خلال النفاذیة

الشكل على النفاذیة

logPT ≈
∑
n

logP (n)
T ,

≈ −2
∑
n

∆xn ⟨qn⟩ ,

تمثل ⟨qi⟩ و الترتیب. على ،i رقم الجزئي للجھد الحاجز عرض و النفاذیة إحتمال تمثلان ∆xi و P
(i)
T حیث

نستعیض الجزئیة الجھود من ضیق و كبیر عدد وجود حالة في .i الجزئي الحاجز نفس عند للجسیم q قیمة متوسط
على لنحصل dx الجزئیة الجھود لھذه العرض عنصر على بالنسبة تكامل بإجراء المجموع عن

(5.59) logPT ≈ −2
∫
barrier

dx

√
2m

~2
[V (x)− E],

أعلاه التكامل الجذرفي یكون حتى V (x) > E نقاطھا عند یكون التي و الحاجز مسار على التكامل أن حیث
یفشل qa≫ 1 الأولى الحالة تقریب فإن الطاقة، قیمة من قریب الجھد مقدار یكون حیث الإلتفاف، نقاط عند حقیقي.
دقة. أقل (5.59) التقریبیة العلاقة تصبح بالتالي و (5.57) للعلاقة مقبولاً تقریباً تعتبر لا (5.58) الصیغة بالتالي و
الجھود فإن ،x مع بسرعة تتغیر V (x)كانت فلو .x لـ بالنسبة التغیر بطیئة V (x) الجھد دالة تكون أن نتطلب كذلك
تقریب یفشل أخرى مرة و صغیرة تصبح a فإن بالتالي و جداً ضیقة تصبح المنحني الجھد لتقریب المتراصة الجزئیة

.(5.57) للعلاقة مقبول غیر تقریباً تعتبر (5.58) الصیغة فإن بالتالي و qa≫ 1 الأولى الحالة



5.5 The delta-function potential دلتا دالة جھد 127

The delta-function potential دلتا دالة جھد 5.5

خلاف صفراً و الدالة علیھا المعرفة النقطة عند ملانھایة إلى تصل Dirac delta function لدیراك دلتا دالة إن
في إلا لاتعیش دلتا دالة إن الوحدة. تساوي ومساحتھا الصغر، في متناھي بل جداً ضیق عرضھا لكن النقطة. تلك
الحیة. الخلیة داخل الفیروس یعیش حیث الدقیقة، الأحیاء في الفیروس ھو كما النظریة الفیزیاء في فھي التكامل داخل
الحیة الخلیة یدمر الفیروس بینما أسھل، قیمة للتكامل تعطي و بل التكامل حساب على تتكاثر لا دلتا دالة أن الفرق

واحد بعد في التالي الجھد عرفنا لو جنسھ. مضاعفة أجل من

(5.60) V (x) = −aV0δ(x),

موجبة. ثوابت V0 و a حیث

♢ الطاقة؟ وحدة لھا V0 كانت إذا a وحدة ماھي واحد؟ بعد في δ(x) وحدة ماھي :(5.4) سؤال

نموذجاً یعتبر الجھد ھذا أن ثبت فقد الواقع في عملیاً. مفید غیر و واقعیاً غیر الأولى للوھلة یبدو قد دلتا جھد إن
كوجود موصلتین، مادتین بین العازل الفاصل الحد ذلك على الأمثلة أحد الحقیقیة. الفیزیائیة النُظُم من للعدید مناسباً
إنتقال فإن بالتالي و دلتا. بجھد الرقیقة الطبقة ھذه محاكاة یمكن حیث الموصلة المادة أوكسید من جداً رقیقة طبقة
مبدأ كذلك دلتا. دالة جھد خلال التنفق كعملیة تُمَثَّل أن یمكن الأوكسید طبقة عبر لآخر موصل من الحرة شبھ الشحن
طبقة تمثیل على كبیر بشكل یعتمد scanning tunneling microscope (STM) النفقي المسح مجھر عمل
نظام بدراسة سنقوم دالتا. بجھد دراستھ المراد الجسم و المجھر رأس في الإلكترونات مصدر بین الحاجز الھواء
و ،E < 0 سالبة الجھد مع الجسیم تفاعل لدى للنظام الكلیة الطاقة تكون عندما الإرتباط، حالة عند (5.60) الجھد

.E > 0 موجبة الكلیة النظام طاقة تكون عندما التشتت، حالة عند

Delta potential: bound state الإرتباط حالة دلتا: جھد 5.5.1

(5.60) في الجھد فإن x < 0 عندما .(5.2) العلاقة من تعطى الزمن على المعتمدة غیر شرودنجر معادلة لدینا
شرودنجر معادلة تصبح و .V (x) = 0 بـ قیمتھ تُعْطى

(5.61) d2ψ(x)

dx2
=
−2mE

~2
ψ(x) = κ2ψ(x),

أن حیث
(5.62) κ2 ≡ −2mE

~2
=

2m|E|
~2

> 0,

یصبح x < 0 عندما (5.61) للمعادلة العام الحل حقیقیة. κ أن یعني الذي و

ψ(x) = Aeκx +Be−κx.

الحل یصبح علیھ و .B = 0 أن نعتبر لھذا ،x → −∞ عندما الموجیة للدالة التناھي شرط لایطیع الثاني الحد
x < 0 عندما

(5.63) ψ(x) = Aeκx, x < 0.

العلاقة من أیضاً شرودنجر معادلة تُعْطى و .V (x) = 0 صفر قیمتھ أیضاً (5.60) الجھد فإن x > 0 عندما
العام الحل مع (5.61)

ψ(x) = Ceκx +De−κx.
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Ã(x)Ã(x) 

xx 
دلتا. دالة لجھد الترابط حالة عند الموجیة الدالة :(5.20) شكل

و .C = 0 نعتبر وبالتالي ،x→ +∞ عندما الموجیة للدالة التناھي شرط لایطیع الأول الحد أن نجد أخرى مرة
x > 0 عندما الحل یصبح علیھ

(5.64) ψ(x) = De−κx, x > 0.

بـ ریاضیاً عنھ یُعَبٍّر الجھد تغیر نقطة عند الموجیة الدالة إستمراریة شرط إن

lim
x→0−

ψ(x) = lim
x→0+

ψ(x),

الحل نكتب لھذا .A = D على نحصل ومنھ

(5.65) ψ(x) =

{
Aeκx x ≤ 0,
Ae−κx x ≥ 0.

infinte لانھائي الجھد لأن الحالة ھذه في الجھد تغیر نقطة عند الموجیة الدالة مشتقة إستمراریة شرط لاینطبق
جھد في الحال ھو كما تماماً مُعَرَّفة، غیر تصبح المشتقة إستمراریة لذلك (x = 0) التغیر نقطة عند potential
الموجیة للدالة أن واضح الشكل من .(5.20) الشكل في موضح (5.65) الموجیة الدالة شكل إن اللانھائي. البئر
التكامل قابلیة على یؤثر لن sharp points حادة نقاط أو إنكسار نقاط وجود إن .x = 0 النقطة عند إنكسار نقطة
بسبب كذلك المعایرة. شرط على یؤثر لن بذلك و the integrability of the wave function الموجیة للدالة
the differentiability of the wave function للتفاضل الموجیة الدالة قابلیة فإن التیار إنعدام و الإرتباط حالة
لایمكن السبب لھذا الحادة، النقاط عند معَرَّفة غیر الدالة مشتقة أن المؤكد من لكن الحالة. ھذه في مغزى ذات لیست
عند شرودنجر معادلة دراسة بخطوات سنقوم بالمقابل، .x = 0 عند الموجیة للدالة المشتقة إستمراریة شرط تطبیق
نكامل الإرتباط. لحالات الممكنة الممیزة القیم لتحدید العتبة لجھد دراستنا لدى أتبعناھا التي الطریقة بنفس x = 0
إجراء عند الكفایة. فیھ بما صغیر و موجب عدد أي ϵ حیث +ϵ إلى −ϵ الفترة في (5.2) الموجیة الدالة معادلة

على نحصل التكامل
∫ +ϵ

−ϵ

d2ψ(x)

dx2
dx =

2m

~2

∫ +ϵ

−ϵ
[V (x)− E]ψ(x)dx.

إذاً نكتب ،x على لاتعتمد E الكلیة الطاقة أن إعتبار على
∫ +ϵ

−ϵ

d

dx

(
dψ(x)

dx

)
dx =

2m

~2

(∫ +ϵ

−ϵ
V (x)ψ(x)dx− E

∫ +ϵ

−ϵ
ψ(x)dx

)
.
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على لنحصل أعلاه، المعادلة في (5.60) التعریف من الجھد قیمة عن ∫نعوض +ϵ

−ϵ
d

(
dψ(x)

dx

)
=

2m

~2

(
−aV0

∫ +ϵ

−ϵ
δ(x)ψ(x)dx− E

∫ +ϵ

−ϵ
ψ(x)dx

)
.

لیصبح یُحَلْ أن یمكن الأیسر ∫الطرف +ϵ

−ϵ
d

(
dψ(x)

dx

)
=

(
dψ(x)

dx

)
+ϵ

−
(
dψ(x)

dx

)
−ϵ
.

في لیصبح
∫+ϵ
−ϵ ψ(x)dx = 0 التكامل فإن ،ψ(x) الموجیة الدالة إستمراریة بسبب و الأیمن، للطرف بالنسبة

یساوي أعلاه التكامل

2m

~2

(
−aV0

∫ +ϵ

−ϵ
δ(x)ψ(x)dx− E

∫ +ϵ

−ϵ
ψ(x)dx

)
=
−2maV0

~2
ψ(0).

إلى ننتھي الطرفین )بمساواة
dψ(x)

dx

)
+ϵ

−
(
dψ(x)

dx

)
−ϵ

=
−2maV0

~2
ψ(0).

كالتالي x = 0 الجھد تغیر نقطة عند الموجیة الدالة مشتقة بتغیر یتعلق الذي الشرط على نحصل ϵ→ 0 بأخذ

(5.66)
(
dψ(x)

dx

)
x=0+

−
(
dψ(x)

dx

)
x=0−

=
−2maV0

~2
ψ(0).

كالتالي (5.66) للمعادلة الأیمن الطرف لیصبح ψ(0) = A أن نجد ،(5.65) الحل من

−2maV0

~2
ψ(0) =

−2maV0

~2
A,

یصبح الأیسر الطرف في الأول الحد فإن )بالمقابل
dψ(x)

dx

)
x=0+

= −κA,

الأیسر الطرف في الثاني الحد )بینما
dψ(x)

dx

)
x=0−

= κA.

على نحصل ،(5.66) في إذاً بالتعویض

−κA− κA =
−2maV0

~2
A,

أن إلى ننتھي أو

(5.67) κ =
maV0

~2
.

الإرتباط لحالة المسموحة الكلیة الطاقة قیمة على نحصل (5.62) المعادلة في بالتعویض

(5.68) E =
−ma2V 2

0

2~2
.



130 One-dimensional potentials واحد بعد في الجھود .5

و الجھد ھذا قوة عن النظر بغض بھا، مسموح واحدة bound state إرتباط حالة لھ دلتا دالة جھد أن الواضح من
على نحصل المعایرة شرط من .(5.65) الموجیة الدالة معایرة لنا بقي .a و V0 مقدار من یُحدد الذي

1 =
∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2dx = |A|2

∫ 0

−∞
e2κxdx+|A|2

∫ ∞
0

e−2κxdx = 2|A|2
∫ ∞
0

e−2κxdx =
|A|2

κ
,

على نحصل بالتالي و

|A| =
√
κ =

√
maV0

~2
,

لنحصل A ھو |A| إعتبار من الناتج الطور معامل إھمال مع العام بالشكل (5.65) الموجیة الدالة كتابة یمكن عندئذ
على

(5.69) ψ(x) =

√
maV0

~2
e−maV0|x|/~2 .

Delta potential: scattering state التشتت حالة دلتا: جھد 5.5.2

في (5.60) الجھد قیمة .+∞ إلى −∞ من بالإتجاه أو الیمین، إلى الیسار جھة من أُرْسِل جسیم ھناك أن لنفترض
العلاقة في الزمن على المعتمدة غیر شرودنجر معادلة عندئذٍ .V (x) = 0 تصبح x > 0 و x < 0 المنطقتین

كالتالي تُكْتب (5.2)

(5.70) d2ψ(x)

dx2
=
−2mE

~2
ψ(x) = k2ψ(x),

أن حیث
(5.71) k2 ≡ 2mE

~2
,

على x > 0 و x < 0 عند (5.70) لمعادلة العام الحل تشتت. حالة أي E > 0 لأن حقیقیة k أن یعني الذي و
تصبح الترتیب

(5.72) ψ(x) =

{
Ieikx +Re−ikx x < 0,
T eikx x > 0.

ساقط تیار لدینا یوجد الجھد، حاجز أو البئر، جھد العتبة، جھد على للتشتت السابقة دراساتنا من متوقع ھو كما
النفاذیة و الإنعكاسیة إحتمالیة ینْفُذ. ~k

m
|T |2 مقداره الباقي و ینعكس ~k

m
|R|2 مقداره منھ جزء الجھد، على ~k

m
|I|2

یُعْطَي التیار إنحفاظ قانون إن .T النفاذیة و R الإنعكاسیة سعات من تحسبان

~k

m
(|I|2 − |R|2) =

~k

m
|T |2,

أن أي السقوطیة، یساویان النفاذیة و الإنعكاسیة مجموع أن یعني الذي و

(5.73) |R|2 + |T |2 = |I|2,

PT = |T |2/|I|2 و الإنعكاسیة إحتمالیة تمثل PR = |R|2/|I|2 أن نجد (5.16) و (5.15) التعاریف بإستخدام
x = 0 عند (5.72) الموجیة الدالة إستمراریة شرط إن .(5.73) المعادلة مع ینسجم مما النفاذیة إحتمالیة تمثل

تكون أن یتطلب
(5.74) I +R = T.
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الموجیة الدالة معادلة تكامل من السابقة الخطوات بإتباع متصلة. غیر الموجیة الدالة مشتقة فإن الجھد لانھائیة بسبب
العلاقة على النھایة في لنحصل الكفایة فیھ بما صغیر و موجب عدد أي ϵ حیث +ϵ إلى −ϵ الفترة في (5.72)

على نحصل الأیمن و الأیسر للطرف العلاقة ھذه حدود من حد بكل وبالتعویض ،(5.66)(
dψ(x)

dx

)
x=0+

= ikT,

)بینما
dψ(x)

dx

)
x=0−

= ik(I −R).

على نحصل الأیمن الطرف في أخیراً و

−2maV0

~2
ψ(0) =

−2maV0

~2
(I +R) =

−2maV0

~2
T.

على نحصل بالتعویض
i(T +R− I) = −2βT,

كالتالي یُعَرَّف ذلك؟!) من (تحقق الأبعاد عدیم معامل β أن حیث

(5.75) β ≡ maV0

k~2
.

نجد منھ و T +R− I = 2iβT على إذاً نحصل

(5.76) I −R = T (1− 2iβ).

الإنعكاسیة سعات على نحصل المعادلتین بحل .T و R لمجھولین (5.76) و (5.74) معادلتین لدینا ،I بمعلومیة
التوالي على النفاذیة و

(5.77) R =
iβ

1− iβ
I,

و
(5.78) T =

I

1− iβ
.

التوالي على النفاذیة و الإنعكاسیة إحتمال حساب یمكن

(5.79) PR =
|R|2

|I|2
=

β2

1 + β2
=

1

1 + 1
β2

=
1

1 + 2~2E
ma2V 2

0

,

و

(5.80) PT =
|T |2

|I|2
=

1

1 + β2
=

1

1 +
ma2V 2

0

2~2E

,

على لنحصل (5.71) التعریف من k2 و (5.75) علاقة من β2 عن عوضنا حیث

β2 =
ma2V 2

0

2~2E
.
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من یتشتت لنیكلون الجھد إلى الكلیة الطاقة لنسبة كدالة |I|2 بوحدة |R|2 الإنعكاسیة و |T |2 النفاذیة :(5.21) شكل
الطاقات عند النفاذیة على الإنعكاسیة إحتمال سیطرة لاحظ .(V0 = 40MeV و a = 2.1 fm) دلتا دالة جھد على

الوحدة. إلى النفاذیة تؤول بینما الصفر إلى الإنعكاسیة تؤول العالیة الطاقات عند المنخفضة،

العلاقة تحققان (5.80) علاقة من |T |2 مقدار و (5.79) علاقة من |R|2 مقدار أن من نتحقق أن السھل من
الوحدة. تساوي الإنعكاسیة و النفاذیة إحتمالیات مجموع أن إلى یؤدي الذي و التیار حفظ قانون یتطلب كما (5.73)
ھذا منطقیاً. یبدو الذي الأمر الإنعكاسیة، إحتمالیة تقل بینما النفاذیة إحتمالیة تزداد E الطاقة زادت كلما كذلك، لاحظ
(5.60) الجھد أن أیضاً لاحظ .(5.21) الشكل في موضح دلتا جھد على من للتشتت الإنعكاسیة و للنفاذیة التصرف
فقط التنافري الجھد على التشتت نتائج على الحصول یمكننا السالبة. الإشارة بسبب attractive potential تجذابي
.a2 على إعتمادھا بسبب لاتتغیر (5.80) النفاذیة و (5.79) الإنعكاسیة نتائج أن عندئذِ سنلحظ .−a إلى a بتحویل

تنافري. أو تجاذبي جھد على التشتت بین تفرق التي الكلاسیكیة للتنبؤات تماماً مخالف الحال بطبیعة ھذا

Summary ملخص 5.6

الجدول الفیزیائیة. للانظمة كبرى أھمیة الجھود من النوع لھذا واحد. بعد في المنقطعة الجھود الباب ھذا في درسنا
للنظام. الفیزیائیة المزایا أھم و الإحتمالیة كثافة و الجھد شكل یظھر و واحد بعد في المنقطعة الجھود یُلَخِّص (5.4)

تمارین و أسئلة 5.7

،(2.41) التیار كثافة صیغة في (5.21) الموجیة الدالة بإستخدام JT المخترق التیار كثافة أن أثبت :(5.5) سؤال
♢ ھذا؟ یعني ماذا .JT = 0 صفر یساوي

الجزء فإن E < V0 الجھد عتبة إرتفاع من أصغر للطاقة الخاصة الحالة عند الجھد عتبة في :(5.6) سؤال
الصیغ من یُعْطیان ،I = 1 السقوط سعة بإعتبار الموجیة، الدالة من التخیلي الجزء و الحقیقي

ℜψ(x) =


2k

k2+|q|2 (k cos kx+ |q| sin kx) x < 0,
2k2

k2+|q|2 e
−|q|x x > 0,

و

ℑψ(x) =


2|q|2

k2+|q|2 (|q| sin kx− k cos kx) x < 0,
−2k|q|
k2+|q|2 e

−|q|x x > 0,
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مزایاھا. و حلولھا بیان و واحد بعد في المنقطعة الجھود أنظمة لأھم ملخص :(5.4) جدول
V إ�� E ���  ���ل ���
���  إ	� ا����م (x)   آ���� ا��������Ã¤Ã  أه� ا�����ات  

ا�"��� : ا� ���
ا�%#�� أ$#� 
�* إر)'�ع 

  ا�-,+

2�3)1ون 
/�ول 
ا�,1وب �* 

  ا��2اة

0

V(x)
E

  

  

إ3 %�س 
*� ���7 
 �"83 �#$
إ83"�ع 
  ا�-,+

ا�"��� : ا� ���
ا�%#�� أ�9 �* 
  إر)'�ع ا�-,+

إ�%�1و�3ت 
ا��9�:2 $#� 
	"; � +ن 

0  �=آ>+

V(x)
E

 
    

إ?�1اق 
 �8"��

�/�2رة 
�ً�%�	Aآ  

 1B�ا�
: ا�����ه�
 ،D�Eا��

ا�"��� ا�%#�� 
أآ�1 �* 
1'Fا�  

 D�E(
ا���2)1و�3ت 
�
23Gا �#$  

V(x)
E

  

ا�?�1ا��ت 
 ا�����31 و

 +ام 3إ
3 %�	�� ا�

$�+ ���Hت 
��� �  

 1B�ا�
: ا�����ه�
إر)��ط، 

ا�"��� ا�%#�� 
1'Fأ�9 �* ا�  

  

إر)��ط 
ا���2)1ون �� 

  ا��2اة

V(x)
E

  

 ���%(
: ا�"���

ا�"��� �,� 
2
�ت �<�
� "8��  

: ا�/��7
ا�"��� ا�%#�� 

أ�9 �* 
  إر)'�ع ا�-,+

 ®7>���ت 
)/�ول إ?�1اق 
V(x)  ا�-,+ ا��2�2%�

E

  

  

�Jه1ة 
K'ا���  

: ا�/��7
ا�"��� ا�%#�� 

أ$#� �* 
  إر)'�ع ا�-,+

 D�E(
ا��%�1و�3ت 
$#� أ
�32ت 
ا�,�����72ت 

  ا�>����
V(x)

E

 

 

إ3 +ام 
ا�3 %�	�� 
$�+ ���Hت 

 ��� �) 1Mأ
1
 -را�>2
+�<32((  

 1B�ا�
���,3Aا�  

إ�F/3ر 
ا�%2ارك �� 
  ا�,�درو�3ت

V(x)

E

  
  

 *%�

ا�/2Fل 
 �ً�
18( R�#$
�* ا�-,+ 

  ��ه�ا���

 

ÃÃ¤ÃÃ¤ 

ÃÃ¤ÃÃ¤

 

ÃÃ¤ÃÃ¤

 

ÃÃ¤ÃÃ¤

 

ÃÃ¤ÃÃ¤

 

0

ÃÃ¤ÃÃ¤ 

ÃÃ¤ÃÃ¤ 



134 One-dimensional potentials واحد بعد في الجھود .5

♢ .ℑψ(x) و ℜψ(x) بین الطور فرق ماھو الترتیب. على

كالتالي یعطى التجاذبي، العتبة جھد لنعتبر :(5.7) سؤال

V (x) =

{
0 x < 0,
−V0 x > 0.

التالي: أوجد .(+x (بإتجاه +∞ إلى −∞ من أعلاه الجھد على یسقط E > 0 طاقتھ mو كتلتھ جسیم إفترض

الفضاء. كل في الجسیم تصف التي الموجیة الدالة .1
التیار. إنحفاظ شرط ھو ما و المخترق. و المنعكس، الساقط، التیار كثافة .2

جھد نتائج مع نتائجك قارن التیار. إنحفاظ لشرط موافقتھم من تحقق و النفاذیة. و الإنعكاسیة إحتمالیة أوجد .3
العتبة.

E؟ = V0/3 كانت إذا الإنعكاسیة إحتمال ماھي .4
النیوترون ھذا دخل إذا .4 MeV الحركیة طاقتھ و ثقیلة لنواة نووي إنشطار عن ناتج حر نیوترون إفترض .5
ماھي النواة. داخل 12- MeVإلى النواة خارج V = 0 من الجھد في فجائي بإنخفاض سیشعر أخرى، نواة

النفاذیة. إحتمال حساب یلزم مساعدة: آخر؟ نوویا إنشطاراً لیسبب النیوترون ھذا یمتص أن إحتمالیة

♢ التیار. كثافة حفظ قوانین تحقق النفاذیة و الإنعكاسیة قیم أن من بالتأكد نتائجك صحة تختبر أن حاول

كالتالي یعطى جھد في mمتواجد كتلتھ جسیم :(5.8) سؤال

V (x) =


∞ x < 0,

−32~2/ma2 0 ≤ x ≤ a,
0 x > a,

مایلي: أوجد .0 > E > −V0 ان بحیث

النظام؟ في الإرتباط حالات عدد كم .1
مع یتقاطع

√
z − y2/y المنحنى أن من تأكد الأعلى في المعرف للجھد طاقة الأعلى الإرتباط حالة عند .2

إرتباط. حالة أعلى عند |E| الممیزة الطاقة مقدار إحسب .y = 7.95732 النقطة عند − cot y المنحنى
.x = 2a ،x = a/2 ،x = 0 المواقع عند الإحتمالیة كثافات إحسب طاقة، الأعلى الإرتباط حالة عند .3

(الإجابة: x)؟ > a عند (أي الجھد خارج الجسیم یتواجد أن إحتمالیة ماھي طاقة، الأعلى الإرتباط حالة عند .4
الجھد) خارج یتواجد أن یفضل الجسیم لكن الجھد داخل الإرتباط حالة أن من الرغم على !!0.542

♢ أبعاد. ثلاث في كرویاً المتناظر الجھد حالة یناظر ھذا الحل. تماثل من معین نوع سیفرض أعلاه الجھد أن لاحظ

الزمن عن المستقلة شرودنجر لمعادلة أكثر أو distinct solutions منفصلین حلین وجد لو :(5.9) سؤال
degenerate منحلة الحالات أن نقول و degeneracy الإنحلال تسمى الحالة ھذه ،E الطاقة نفس عند (5.2)
إفترض (مساعدة: منحلة واحدة إرتباط حالة توجد لا واحد بعد في التالیة: النظریة أثبت الرابع. الباب في كما states
ψ2 لـ شرودنجر معادلة إضرب ψ2و ψ1في لـ شرودنجر معادلة إضرب .E الطاقة نفس ψ2عند ψ1و منحلین حلین
شرط من ثابت. تساوي ψ2dψ1/dx−ψ1dψ2/dx المعادلة على تحصل حتى بسط و المعادلتین إطرح و ψ1 في
♢ (.not distinct مختلفات ψ2غیر ψ1و بالتالي و صفر یساوي الثابت ھذا أن ∞±أثبت في الموجیة الدالة تناھي
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التالي الحاجز الجھد لدیك :(5.10) سؤال

V (x) =


0 x < 0,
V0 a > x > 0,
0 x > a,

كثافات و الفضاء، في للنظام الموجیة الدالة أوجد .E > V0 أن بحیث الیمین إلى الیسار من یسقط جسیم بإعتبار و
لا التي و الطاقة قیم حدد ھل الإختراق. و الإنعكاس إحتمال كذلك أوجد الإختراقیة. و الإنعكاسیة سعات و التیار،

♢ تونسند. و رامسویر أثر في الحال ھو كما رنیني، إختراق أو إنعكاس، عندھا یحدث

المعادلة في R من |R|2 الإنعكاسیة إحتمالیة إحسب كذلك .(5.29) من (5.30) معادلة أثبت :(5.11) سؤال
♢ .(5.28)

حالة في (5.60) دلتا دالة جھد إلى یؤول أنھ سنجد (5.24) المتناھي البئر جھد إختبرنا لو :(5.12) سؤال
جھد دلتا دالة جھد فإن العمق، لانھائیة من بالرغم الصفر. إلى یؤول a وعرضھ ملانھایة إلى یؤول V0 البئر عمق
أمتدادیة كحالة دلتا لجھد الترابط طاقة أوجد الصفر. إلى تؤول (5.40) العلاقة في المعطاة و لھ z قیمة لأن ضعیف
(5.30) معادلة أن أثبت أعلاه الإمتداد عند كذلك .(5.68) معادلة مع تتفق الإجابة أن أثبت و المتناھي البئر لجھد

♢ .(5.80) معادلة إلى تؤول

الذي و (5.45) العلاقة في المعطى و (5.24) المتناھي البئر لجھد الفردي الحل لنعتبر :(5.13) سؤال
الجھد مدى كان إذا الصفر. تساوي مداریة زاویة عزوم عند أبعاد ثلاث في البئر لجھد كنموذج إعتباره یمكن
عمق أوجد ،0.8× 10−24 gm تساوي الكتلة أخذنا إذا و 2.2 MeV للنظام الترابط طاقة و ،1.4× 10−13 cm

♢ الحل.) لإجراء Mathematica (إستخدم .MeV بوحدة الجھد

تحققان الترتیب، على ،(5.80) و (5.79) المعادلات في النفاذیة و الإنعكاسیة إحتمالیة أن أثبت :(5.14) سؤال
♢ التیار. إنحفاظ عن الناتجة و ،(5.73) العلاقة

من جسیم یتشتت عندما النفاذیة و الإنعكاسیة إحتمالیة عندھا تتساوى التي و الجسیم طاقة أوجد :(5.15) سؤال
♢ دلتا. دالة جھد على

كما عشوائي و محلي و متناھي جھد إعتبرنا لو :The scattering matrix التشتت مصفوفة :(5.16) سؤال
یصبح الحل و ،V = 0 الجھد قیمة (region 1) الجھد یسار على ،(5.22) الشكل في

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx.

یصبح الحل و ،V = 0 الجھد قیمة أیضاً (region 3) الجھد یمین على

ψ(x) = Feikx +Ge−ikx.

فإن الحالتین كلتا في

k2 ≡ 2mE

~2
.

معادلة شرودنجر معادلة أن بما لكن الجھد. معرفة یتطلب ھذا لأن الحل ھو ما لانعرف (region 2) المنطقتین بین
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x

V(x)

Region 1 Region 3Region 2

A eikx

G e-ikx

F eikx

B e-ikx

،region 1 الإنعكاس و السقوط منطقة ،regions مناطق ثلاث لدینا عشوائي، جھد على التشتت :(5.22) شكل
.region 3 العشوائي الجھد منطقة و ،region 3 العكسي السقوط أو الأمام إلى التشتت منطقة

أي g(x) و f(x) المستقلین الخاصیین للحلین الخطي الجمع سیكون العام حلھ فإن الثانیة، الرتبة من خطیة تفاضلیة

ψ(x) = Cf(x) +Dg(x),

مع region 1 تربط الشروط ھذه من إثنتان مشتقاتھا، و الموجیة الدوال لإتصال حدیة شروط أربع توجد بالطبع
،F ،B ،A لـ الحل Dو و C حذف الشروط ھذه من یمكننا .region 3 مع region 2 تربط إثنتان و region 2

على لنحصل ،G و
B = S11A+ S12G F = S21A+ S22G.

بعدھا مصفوفة في عناصر المعاملات ھذه الطاقة. على بالتالي و k على جمیعھا تعتمد Sij الأربعة المعاملات
المتباعدة السعات تعطي المصفوفة ھذه .S أو S-matrix أو scattering matrix التشتت مصفوفة تسمى 2× 2
A incoming amplitudes الجھد إلى الوافدة السعات بمعلومیة F و B outgoing amplitudes الجھد عن

إذاً نكتب أن یمكننا .G )و
B
F

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)(
A
G

)
.

R الإنعكاسیة سعات تصبح و ،G = 0 فإن الیمین إلى الیسار من الجھد على یسقط لجسیم النموذجیة الحالات في
كالتالي T النفاذیة و

R =
B

A
; T =

F

A
.

مایلي: على أجب أعلاه المعلومات ضوء على
مایلي اثبت .1

|S2
11|2 + |S2

12|2 = 1,

|S2
21|2 + |S2

22|2 = 1,

S11S
∗
12 + S21S

∗
22 = 0.

.unitary واحدیة S المصفوفة أن أي ،SS† = I أن یعني أعلاه أن لاحظ
.(5.60) دلتا دالة جھد من للتشتت S-matrix التشتت مصفوفة أوجد .2

الحلین بین التناظر لاحظ للسھولة .(5.24) المتناھي البئر جھد من للتشتت S-matrix التشتت مصفوفة أوجد .3
للآخر. أستخدمھ و

♢ النوویة. و الذریة الأنظمة لدراسة للتشتت العرضي المقطع لحساب جداً ھام التشتت مصفوفة إیجاد
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6
البسیطة التوافقیة الحركة

The Simple harmonic oscillator

المستمرة الجھود ھذه أن الواضح من واحد. بعد في مستمرة جھود تأثیر تحت واحد جسیم من لأنظمة مثال الباب ھذا
من الرغم على الخامس. الباب في المذكورة الجھود مع مقارنة الریاضي، التركیب ناحیة من تعقیداً، أكثر تبدو قد
التي تلك عن المعالجة حیث من لاتختلف الأنظمة ھذه لحل الریاضیة الطرق أن إلا الجھود لھذه التركیبي التعقید
معالجة طرق بإستحداث الریاضیة الصعوبة عقبة تخطي بالإمكان أنھ سنجد واحد. بعد في المتصلة غیر للجھود
لھذه الممیزة القیم و الدوال إیجاد من تمكننا و الإنظمة لھذه الحل عملیة تسھل التناظر مبدأ على تعتمد ریاضیة
النتائج كانت ما فیزیائي مغزى لھا نتائج تُعطي حلولاً تُنتج الكمیة الطبیعة أن سنجد النھایة في الفیزیائیة. الأنظمة

إلیھا. توصلنا أن الكلاسیكیة
ثلاث إلى التعمیم إن واحد. بعد في خطي و بسیط متذبذب جھد تأثیر تحت جسیم بدراسة خاص بشكل ھنا سنُعْنى
الفیزیائیة المدلولات لأخذ وحد بعد في النظام بدراسة سنكتفي لكن أیضاً. مباشر و سھل بعد) N إلى حتى (أو أبعاد
من البسیطة، التوافقیة الحركة نظام في الخوض قبل بعد. أي عند نفسھا ھي ستكون التي و الكم بمیكانیكا الخاصة
التوافقیة للحركة الممیزة للمعادلة الریاضي للحل تٌسْتخدم سوف التي و الریاضیة الأساسیات ببعض الإلمام الھام

.(A.8) القسم في تُعْطى التي و Hermite polynomial ھیرمیت دوال بالذات ھنا نعني و البسیطة.

البسیطة التوافقیة للحركة الممیزة المعادلة 6.1
Eigenvalue equation for the SHO

simple one-dimension واحد بعد في خطي و بسیط متذبذب جھد تأثیر تحت m كتلتھ جسیم وجود لنفترض
كالتالي یعطى التوافقي المتذبذب جھد أن كلاسیكیاً المعروف من .ω تردده oscillator harmonic

(6.1) V (x) =
1

2
mω2x2.

شكل على (3.10) المعادلة تمثیل إن .(3.10) المعادلة من تُعطى واحد بعد في الكلاسیكیة ھامیلتون معادلة أن نعلم
الھامیلتوني المؤثر على نحصل (3.11) المعادلة في (6.1) الجھد بتعویض .(3.11) المعادلة في یُعْطَى مؤثرات

یُصْبِح والذي البسیط، التوافقي للمتذبذب

(6.2) Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x2 =

−~2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
mω2x2.



138 The Simple harmonic oscillator البسیطة التوافقیة الحركة .6

لانھائي، أعلاه الھامیلتوني المؤثر فضاء فإن لذلك البعد، أحادي الفضاء كل ھو (6.1) الجھد دالة مدى أن لاحظ
الفضاء في متناظر الھامیلتوني المؤثر كذلك الممیزة. القیم و الممیزة الدوال من منتھیة غیر مجموعة عنھ سینتج أي
عكس و (زوجیة) symmetric متناظرة ممیزة دوال على الحصول یعني مما ،(6.1) الجھد دالة تناظر بسبب
التوافقي للمتذبذب الزمن) عن المستقلة شرودنجر (معادلة الممیزة المعادلة (فردیة). antisymmetric متناظرة

كالتالي تصبح البسیط
(6.3) Ĥψn(x) = Enψn(x),

الھامیلتوني للمؤثر eigenfunction and eigenvalue الممیزتین القیمة و الدالة ھما En و ψn(x) حیث
بشكلھا البسیط التوافقي للمتذبذب الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة .n الرتبة عند البسیط التوافقي للمتذبذب

تصبح الصریح
−~2

2m

d2ψn(x)

dx2
+

1

2
mω2x2ψn(x) = Enψn(x),

بشكلھا المعادلة نكتب الزمن. على لاتعتمد و واحد بعد في ψn(x) لأن كلیاً تفاضلاً أصبح الجزئي التفاضل أن لاحظ
المتجانس

(6.4) d2ψn(x)

dx2
+

[
2mEn
~2

− m2ω2

~2
x2

]
ψn(x) = 0.

كالتالي system constant β النظام ثابت لنعرف

(6.5) β ≡
√
mω

~
,

الطول. مقلوب یساوي بعد لھا β الثابت أن حیث

♢ [β]؟ = L−1 أن أثبت :(6.1) سؤال

كالتالي z البعد عدیم الإحداثیات متغیر عرفنا لو

(6.6) z ≡ βx.

على نحصل x على التفاضل بمعلومیة z على التفاضل لحساب chain rule السلسلة قاعدة بإستخدام

d

dx
=
dz

dx

d

dz
= β

d

dz
;

d2

dx2
= β2 d

2

dz2
,

أن أي ،z الإحداثیات متغیر على معادلة على نحصل (6.4) المعادلة في بالتعویض

β2d
2ψn(z/β)

dz2
+

[
2mEn
~2

− β4 z
2

β2

]
ψn(z/β) = 0.

على نحصل مشترك كعامل β2 بأخذ

(6.7) d2ψn(z/β)

dz2
+

[
2mEn
β2~2

− z2

]
ψn(z/β) = 0.

وصلنا قد نكون ،(A.150) التفاضلیة المعادلة مع البسیط التوافقي للمتذبذب (6.7) التفاضلیة المعادلة مقارنة لدى
للمعادلة الثاني الحد من تُعْطَى الممیزة القیم أن حیث البسیط. التوافقي للمتذبذب (6.3) الممیزة المعادلة حل إلى

أن أي التفاضلیة،
2mEn
β2~2

= 2n+ 1 ⇒ En = (2n+ 1)
β2~2

2m
,
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n التذبذب رتبة عند للطاقة الممیزة القیم على نحصل (6.5) التعریف من β2 عن بالتعویض

(6.8) En = (n+
1

2
)~ω; n = 0, 1, 2, . . .

كالتالي z عن بدلاُ x للإحداثیات كدالة الحل على لنحصل ،(A.152) العلاقة من تُعْطَى الممیزة الدوال بالمقابل

(6.9) ψn(x) =

(
β

2nπ
1
2n!

)1/2

e−β
2x2/2Hn(βx).

كالتالي (6.9) تصبح (6.5) من β قیمة عن بالتعویض

(6.10) ψn(x) =
1√
2nn!

(
mω

π~

)1/4

e−
mω
2~
x2

Hn

(√
mω

~
x
)
.

عكس على ،~ω من فردیة أعداد أنصاف تساوي قیم لھا مكماة إھتزازیة طاقات یمتلك المتذبذب الجسیم أن یعني ھذا
تسمى المتذبذب للجسیم طاقة أقل إن بالتردد. التذبذب طاقة لایربط و مستمرة طاقات قیم لھ الذي الكلاسیكي المتذبذب
n = 0 الرتبة لھا التي و zero point energy الصفریة الطاقة أو ground state energy الأرضیة الحالة طاقة

الإھتزاز. من ممكنة سعة أقل لھا و ~ω/2 الطاقة مقدار و
للإحداثیات كدالة (stationary states الموقوفة (الحالات الزمن على المعتمدة غیر الممیزة الحلول شكل إن
الشكل من الیمنى الجھة بینما الشكل). من الیسرى (الجھة (6.1) الشكل في موضح لھا النسبي الطاقات مستوي و
.(x = 0 ھي الإتزان نقطة فإن (6.1) الجھد (حسب الإتزان نقطة حول المتذبذب الجسیم تواجد إحتمالیة كثافة توضح
En+1 − En المقدار بحساب بسھولة ذلك أثبات یمكن .~ω یساوي و ثابت الطاقة مستویات بین الفرق أن لاحظ
الموجیة الدالة تغیر أن أي متناظرة، موجیة دالة أبسط لھا الأرضیة الحالة أن نلاحظ كذلك .(6.8) المعادلة بإستخدام
أن تحتاج أخرى طاقة حالة إلى طاقة حالة من الإنتقال إن حركة. طاقة أقل لھا أن یعني الذي و یمكن ما أقل x مع
موضح ھو كما التذبذب سعة تكمیة إلى أیضاً أدت الطاقة تكمیة إن .~ω مقدارھا طاقة المھتز النظام یفقد) (أو یأخذ

الكلاسیكیة. النتائج عكس على الشكل، في
أیضاً بل المھتز، النظام سعة و طاقة بتكمیة یتعلق فیما فقط لیس الكلاسیكیة و الكمیة التنبؤات بین الإختلاف إن
لموقع الكلاسیكیة التوزیع دالة حساب تفاصیل إن الإتزان. نقطة حول المھتز الجسیم موقع توزیع بدالة یتعلق فیما
في لاحقاً موضحة المھتز للجسیم الكلاسیكیة الإحتمالیة كثافة أخرى بتسمیة أو الإتزان نقطة حول المھتز الجسیم
لھا و مستمرة قیم تأخذ الإتزان نقطة حول الجسیم موقع أن وضحت الكلاسیكیة التنبآت عام بشكل لكن .(6.2) القسم
سكون حالة في الجسیم یكون (حیث الكلاسیكیة السعات نقاط یسمى ما أو القصوى الإھتزاز نقاط عند عالیة إحتمالیة
الكلاسیكیة الموقع توزیع دالة إن مایمكن). أسرع یكون الجسیم (حیث الإتزان نقطة عند صغرى إحتمالیة و لحظیة)

.(6.1) الشكل یمین في المتقطع بالخط موضحة ھي و الجسیم سرعة متوسط مقلوب مع تتناسب
من الیمنى الجھة في موضح ھو كما الكمیة، التنبآت مع لاتتفق المھتز للجسیم الكلاسیكیة الإحتمالیة كثافة إن
في ھو كما الإتزان نقطة عند فیھا بما فیھا، الجسیم لتواجد أفضلیة لھا مناطق یوجد أنھ تبین التي و ،(6.1) الشكل
صفر) تساوي الإحتمالیة (كثافة الإتزان نقطة عند لایتواجد المھتز الجسیم فإن الفردیة للحالات الزوجیة. الحالات
إحتمالیة ھناك أن الفردیة و الزوجیة للحالات نلاحظ كذلك الكلاسیكیة. السعات نقاط عند التواجد لایفضل أیضاً لكنھ
تقل الإحتمالیة ھذه الكلاسیكیة. السعات نقاط نطاق خارج اي كلاسیكیاً، المسموحة المنطقة خارج الجسیم نجد بأن

الحالة. رتبة زادت كما
ذلك و الكمیة النتائج من خاصة كحالة متضمنة تكون أن یجب الكلاسیكیة النتائج أن التقابل مبدأ من نعلم نحن
(الجھة الجسیم موقع توزیع و الیسرى) (الجھة الموقوفة الحالة بإیجاد قمنا (6.2) الشكل في الكبیرة. الكمیة للأعداد
توزیع دالة رسمنا الیمنى الجھة في الجسیم موقع توزیع شكل نفس على .n = 100 الكمیة الحالة عند الیمنى)
المتوسط التناسب منحنى یقارب الكلاسیكي التوزیع أن یتضح الشكل من المتقطع). (الخط الكلاسیكیة الجسیم موقع
عظمى قیم لھ الكمي الجسیم موقع توزیع أن نلاحظ كذلك الكمي. الجسیم موقع لتوزیع average fitting curve
الموقع توزیع أن لاحظ التقابل. مبدأ یحقق مما الكلاسیكیة، النتائج في الحال ھو كما الكلاسیكیة السعات نقاط عند
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n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

x = 0x = 0 x

Ψ (x)n Ψ (x)n
2

E = hω/20

E = 3hω/21

E = 5hω/22

E = 7hω/23

V(x) =   mωx1
2

2

الطاقات مستوي و للإحداثیات كدالة الزمن على المعتمدة غیر الممیزة الحلول توضح الیسرى الجھة :(6.1) شكل
المتقطع الخط الإتزان. نقطة حول المتذبذب الجسیم موقع توزیع توضح الشكل من الیمنى الجھة بینما لھا. النسبي

الكلاسیكیة. التوزیع دالة یمثل (یمین)

یحسب الكمي للموقع الإحتمالي التوزیع لكن مختلفة. أزمنة عند واحد لمتذبذب المواقع كمتوسط یحسب الكلاسیكي
وضحنا كما الظروف، نفس عند و الزمن نفس عند المتماثلة المتذبذبات من ensemble لتجمعات مواقع كمتوسط
المتغیرات لبعض المتوقعة القیم دراسة الآن الممكن من سیكون الثالث. الباب في المتوقعة للقیم دراستنا لدى سابقاً
حسابات أي بدون الحركة كمیة و للموقع المتوقعة القیم فقط بحساب ھنا سنقوم لكن نتائجھا. على التعلیق و الأساسیة
بإستخدام الأخرى المتوقعة القیم بحساب سنقوم لاحقاً الفضاء. في الممیزة الدالة تناظر فكرة بإستخدام فقط ریاضیة،

الآتي. القسم في ladder operators الدرجیة المؤثرات طریقة
زوجیة دائماً |ψn(x)|2 الإحتمالیة كثافة أن لاحظ للموقع. المتوقعة القیمة حساب یمكننا (3.1) العلاقة بإستخدام
علیھ و .n رتبة لأي فردیة x|ψn(x)|2 الدالة فإن بالتالي و .(6.1) الشكل یمین في موضح ھو كما ،n رتبة لأي

أن أي صفر. تصبح (3.1) العلاقة في للموقع المتوقعة القیمة فإن

(6.11) ⟨x⟩ =
∫ ∞
−∞

x|ψn(x)|2dx = 0.

الأتزان. نقطة عند قتھ و معظم یمضي الجسیم أن لاتعني ⟨x⟩ = 0 ھنا اللانھائي، البئر جھد حالة في ناقشنا كما

ما و الإحتمالیة، كثافة توزیع دالة معرفة ضوء على ⟨x⟩ = 0 للنتیجة الحقیقي المعنى وضح :(6.2) سؤال
مسألة إلى إرجع (مساعدة: الإتزان. نقطة حول المتذبذب للجسیم المفضل الموقع عن فكرة یعطینا الذي المقدار ھو

♢ اللانھائي). البئر

إشتقاق إیجاد یتضمن ھذا المتذبذب. للجسیم الحركة لكمیة المتوقعة القیمة حساب یمكن (3.3) العلاقة بإستخدام
أن أي .x لـ بالنسبة (6.9) الموجیة الدالة

dψn(x)

dx
=

1√
2nπ

1
2n!

[
(−2β2x)e−β

2x2/2Hn(βx) + βe−β
2x2/2dHn(βx)

d(βx)

]
,
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0.40

0.05

0.10

0.15

0.20Ψ   (x)100 Ψ   (x)100
2

.n = 100 الكمیة الحالة عند الیمنى) (الجھة الجسیم موقع توزیع و الیسرى) (الجھة الموقوفة الحالة :(6.2) شكل
الكلاسیكیة. الجسیم موقع توزیع دالة یمثل الیمنى الجھة في الجسیم موقع توزیع شكل نفس على المتقطع الخط

على لنحصل ھیرمیت، دالة إشتقاق عن التعویض یمكن (A.145) إبل متتالیة من

dψn(x)

dx
=

1√
2nπ

1
2n!

[
(−2β2x)e−β

2x2/2Hn(βx) + 2nβe−β
2x2/2Hn−1(βx)

]
.

فإن بالتالي صحیح. العكس و فردیة. dψn/dx لكن زوجیة، ψn فإن زوجیة، n كانت إذا أنھ إدراك بسھولة یمكننا
أي صفر، الحركة لكمیة المتوقعة القیمة فإن لذلك .n الرتبة قیم لجمیع فردیة، دائماً ψndψn/dx الضرب حاصل

أن
(6.12) ⟨p⟩ = −i~

∫ ∞
−∞

ψn(x)
dψn(x)

dx
dx = 0.

سكون. حالة في الجسیم أن لاتعني ⟨p⟩ = 0 ھنا اللانھائي، البئر جھد حالة في ناقشنا كما و أخرى مرة

للجسیم الحركة إتجاه توزیع دالة معرفة ضوء على ⟨p⟩ = 0 للنتیجة الحقیقي المعنى وضح :(6.3) سؤال
(مساعدة: الإتزان. نقطة المتذبذبحول للجسیم المفضلة الحركة كمیة عن فكرة یعطینا الذي المقدار ھو ما و المتذبذب،

♢ اللانھائي). البئر مسئلة إلى إرجع

ψn(x) الموجیة الدالة على الھامیلتوني المؤثر بتأثیر یعطى n الرتبة عند كمي لمتذبذب للطاقة المتوقعة القیمة
كالتالي یُحسب و

⟨H⟩ =
∫ ∞
−∞

ψn(x)Ĥψn(x)dx =
∫ ∞
−∞

ψn(x)Enψn(x)dx,

على نحصل (6.8) العلاقة بإستخدام

(6.13) ⟨H⟩ = En = (n+
1

2
)~ω.

السؤال إلى (إرجع لماذا؟ .n للحالة للطاقة الممیزة القیمة تساوي n الرتبة عند كمي لمتذبذب للطاقة المتوقعة القیمة
.(58 صفحة (1)
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على المعتمدة الممیزة الدالة بإستخدام حسبناھا لو الزمن على معتمدة فیزیائیة ككمیات المتوقعة القیم معرفة یمكننا
أن حقیقة من تحسب الذي و الزمن،

ψn(x, t) = e−iEnt/~ψn(x) = e−i(n+ 1
2
)ωtψn(x),

على نحصل (6.10) في الممیزة الدالة بإستخدام و

(6.14) ψn(x, t) =
1√
2nn!

(
mω

π~

)1/4

e−[
mω
2~
x2+i(n+ 1

2
)ωt]Hn

(√
mω

~
x
)
.

Ĥ → الھامیلتوني المؤثر بإعتبار یتم (6.14) الزمن على المعتمدة الممیزة بالدالة للطاقة المتوقعة القیمة حساب إن
للطاقة المتوقعة القیمة تصبح بالتالي و ،i~∂/∂t

⟨H⟩ =
∫ ∞
−∞

ψ∗n(x, t)Ĥψn(x, t)dx =
∫ ∞
−∞

ψ∗n(x, t)

(
i~
∂

∂t

)
ψn(x, t)dx,

= i~
∫ ∞
−∞

ψ∗n(x, t)
∂ψn(x, t)

∂t
dx = i~

∫ ∞
−∞

ψ∗n(x, t)
[
−i
(
n+

1

2

)
ω
]
ψn(x, t)dx,

=
(
n+

1

2

)
~ω
∫ ∞
−∞

ψ∗n(x, t)ψn(x, t)dx =
(
n+

1

2

)
~ω,

.(6.13) في علیھا حصلنا التي النتیجة تماماً تطابق التي و
مباشرة حسابھا یمكن n الرتبة من ذبذبة حالة لأي ⟨V (x)⟩ و ،⟨K⟩ ،⟨p2⟩ ،⟨x2⟩ المتوقعة القیم حساب إن
أخرى جبریة بطریقة المتوقعة القیم ھذه سنحسب بالمقابل للقاريء. كتمرین ھذا یترك سوف .(6.9) الحل بإستخدام

الإجابات. تتطابق كیف لنرى المھتز، للنظام تناظریة خصائص على تعتمد

المھتز للجسیم الكلاسیكیة التوزیع دالة حساب 6.2
Classical distribution function

Pcl الكلاسیكیة الإحتمالیة كثافة أخرى بتسمیة أو الإتزان نقطة حول المھتز الجسیم موقع توزیع دالة نحسب أن یمكن
الإتزان نقطة حول الجسیم موقع أن وضحت الكلاسیكیة التنبآت أن أعتبرنا إذا بسیطة توافقیة حركة تتحرك لكتلة
یكون (حیث الكلاسیكیة السعات نقاط یسمى ما أو القصوى الإھتزاز نقاط عند عالیة إحتمالیة لھا و مستمرة قیم تأخذ
نستنتج إذاً مایمكن). أسرع یكون الجسیم (حیث الإتزان نقطة عند صغرى إحتمالیة و لحظیة) سكون حالة في الجسیم
اي ،v المتذبذبة الكتلة سرعة مع عكسیاً تتناسب Pcl الكلاسیكیة الإحتمالیة كثافة أو الكلاسیكیة الموقع توزیع دالة أن

أن
Pcl ∝

1

v
.

الإحتمالیة نكتب أن یمكننا إذاً كلاسیكیاً. مستمرة السرعة قیم لأن مستمر توزیع ذات دالة Pcl أن الواضح من
الشكل على الكلاسیكیة

(6.15) Pcl =
N

v
,

أن على ینص التي و الإحتمالیة، معایرة شرط من یحدد ثابت N حیث

(6.16)
∫ +∞

−∞
Pcl dx = 1.
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أن حیث xmax < x < −xmax القیمة بین محصور البسیطة التوافقیة الحركة في الجسیم إحداثي كلاسیكیاً، لكن
الكلیة الطاقة علاقة من تحدیدھا یمكن التي و الحركة سعة تمثل xmax

(6.17) E =
1

2
mv2 +

1

2
mω2x2.

(6.17) من علیھ و صفر. تساوي سرعتھ) (أو الحركیة طاقتھ فإن ±xmax السعات قیم عند الجسیم یصل عندما
على نحصل

E =
1

2
mω2x2

max ⇒ xmax = ±
√

2E

mω2
.

على لنحصل (6.17) العلاقة من v السرعة قیمة عن التعویض یمكننا كذلك

v =

√
2E

m
− ω2x2.

إلى نصل (6.16) التكامل نحسب ثم من و (6.15) العلاقة في یالتعویض

N
∫ √ 2E

mω2

−
√

2E
mω2

1√
2E
m
− ω2x2

dx = 1,

أو
N

ω

∫ √ 2E
mω2

−
√

2E
mω2

1√
2E
mω2 − x2

dx = 1.

على نحصل ،a > 0 أن الواضح من حیث a =
√

2E
mω2 بأخذ

N

ω

∫ a

−a

1√
a2 − x2

dx = 1.

التالي الشكل إلى التكامل یتحول x = a cos θ التحویل بإستخدام
N

ω

∫ π

0
dθ =

N

ω
π = 1 ⇒ N =

ω

π
.

كالتالي النھائي بشكلھا الإحصائي التوزیع دالة لتصبح

(6.18) Pcl(x) =
1

π
√

2E
mω2 − x2

.

على للحصول (6.18) التوزیع دالة لتحویل (6.8) الصیغة في الطاقة تكمیة علاقة و (6.5) تعریف إستخدام یمكن
أن علمنا إذا .semi-classical formula كلاسیكیة شبھ صیغة

2E

mω2
= 2

(n+ 1/2)~ω

mω2
= (2n+ 1)

~

mω
=

1

β2
(2n+ 1),

كالتالي الكلاسیكیة شبھ التوزیع دالة إلى (6.18) التوزیع دالة عندھا لتتحول

(6.19) Pcl(x) =
β

π
√

2n+ 1− β2x2
.

یمكننا الكمیتین ھاتین من .β النظام ثابت و ،ω النظام تردد فیزیائیتین: بكمیتین یُعَرَّفْ أن یمكن مھتز نظام أي
كثافة ،eigenfunctions ψn(x) الممیزة الدوال ،(V (x) = ~ω

2
β2x2 تكتب أن (یمكن الجھد دالة حساب إذاً

الأشكال على الحصول یمكننا الطریقة بھذه الكلاسیكیة. شبھ التوزیع دالة أخیراً و ،|ψn(x)|2 الكمیة الإحتمالیة
.(6.2) الشكل و (6.1) الشكل في التوضیحیة
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الدینامیكیة المتغیرات تمثیل و الدرجیة المؤثرات 6.3
Ladder operators and dynamical variables

مجموع مؤثرین لدینا كان إذا مؤثرین. مربع جمع تحلیل یخص فیما القاعدة ھذه لنأخذ الموضوع ھذا في الولوج قبل
إلى متكافئتین بطریقیتین یحلل أن یمكن الجمع ھذا فإن Â2 + B̂2 بـ مُعطاه مربعاتھم

(6.20) Â2 + B̂2 = (Â± iB̂)(Â∓ iB̂)± [Â, iB̂].

غیر عام بشكل المؤثرات أن إلى یعود الأیمن الطرف من الثاني الحد في commutator التبادل وجود إن لاحظ
أن أي الأیمن، للطرف المفكوك أیجاد من إبتداء (6.20) العلاقة صحة إثبات یمكن إبدالیة.

(Â± iB̂)(Â∓ iB̂)± [Â, iB̂] = Â2 + B̂2 ∓ Â(iB̂)± (iB̂)Â± [Â, iB̂],

= Â2 + B̂2 ∓ {Â(iB̂)− (iB̂)Â} ± [Â, iB̂],

= Â2 + B̂2 ∓ [Â, (iB̂)]± [Â, iB̂] = Â2 + B̂2.

العلاقة. صحة یثبت مما الأیسر، الطرف یساوي الذي و
على نحصل (6.2) الھامیلتوني المؤثر في (6.5) التعریف بإستخدام

Ĥ =

(
1

2

mω

~
x2 +

p̂2

2m~ω

)
~ω =

1

2

(
β2x2 +

p̂2

β2~2

)
~ω.

أعلاه، الھامیلتوني المؤثر على بتطبیقھ قمنا و (6.20) العلاقة من الأیمن الطرف في (−+−) المفكوك إعتمدنا لو
على نحصل

Ĥ

~ω
=

[
1√
2

(
βx− ip̂

β~

)] [
1√
2

(
βx+

ip̂

β~

)]
− [

1√
2
βx,

1√
2

ip̂

β~
].

و (3.42) التبدیل علاقات خصائص بإستخدام الأیمن الطرف من الثاني الحد في التبدیل علاقة قیمة حساب یمكن
على لنحصل ،(3.43) التبدیل علاقة

[
1√
2
βx,

1√
2

ip̂

β~
] =

i

2~
[x, p̂] = −1

2
.

على نحصل أعلاه المفكك الھامیلتوني المؤثر في بالتعویض

(6.21) Ĥ

~ω
=

[
1√
2

(
βx− ip̂

β~

)] [
1√
2

(
βx+

ip̂

β~

)]
+

1

2
.

كالتالي â+ raising ladder operator الدرجي الرفع مؤثر لنُعَرِّف

(6.22) â+ ≡ 1√
2

(
βx− ip̂

β~

)
=

1√
2

(
z − d

dz

)
,

lowering الدرجي الخفض مؤثر نُعَرِّف الطریقة بنفس .x عن عوضاً z لكتابة (6.6) التعریف إستخدمنا حیث
كالتالي â− ladder operator

(6.23) â− ≡ 1√
2

(
βx+

ip̂

β~

)
=

1√
2

(
z +

d

dz

)
.
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الدرجیة بالمؤثرات عنھ مُعبَّراً الھامیلتوني المؤثر على نحصل (6.21) في (6.23) و (6.22) معادلة بتعویض

(6.24) Ĥ =
(
â+â− +

1

2

)
~ω.

المتوقعة للقیمة تعبیر على نحصل ،(6.13) في لھا المتوقعة القیمة علاقة مع (6.24) الھامیلتونیة العلاقة مقارنة لدى
التالیة

(6.25) ⟨â+â−⟩ = n,

(6.23) و (6.22) التعریفین من نجد إننا لاحظ حقیقیة. المتوقعة قیمتھ لأن ھیرمیشي â+â− المؤثر أن یعني الذي و
أن1 أي البعض، لبعضھما مرافقین الدرجین المؤثرین بأن

(6.26) ⟨â−⟩∗ = ⟨â+⟩,

الثانیة الفك علاقة طبقنا إذا بالمقابل، .â+â− المؤثر ھیرمیشیة مع یتفق مما ⟨â+â−⟩∗ = ⟨â+â−⟩ فإن بالتالي
على نحصل (6.23) و (6.22) التعاریف أستخدمنا و الھامیلتوني، المؤثر على (6.20) المعادلة في (+−+)

(6.27) Ĥ =
(
â−â+ − 1

2

)
~ω.

التعاریف إستخدام و (6.20) العلاقة في (+ − +) المفكوك یإعتماد (6.27) العلاقة أثبت :(6.4) سؤال
♢ .(6.23) و (6.22)

على نحصل (6.24) و (6.27) العلاقة بین قارنا لو

â−â+ = â+â− + 1,

التالیة التبدیل علاقة یتبعان الدرجیان الخفض و الرفع مؤثري أن أي

(6.28) [â−, â+] = 1.

على ،(6.23) و (6.22) في â− و â+ تعاریف إستخدام من مباشرة (6.28) التبدیل علاقة صحة من التأكد یمكن
أن لنجد الترتیب،

[â−, â+] = [
1√
2

(
βx+

ip̂

β~

)
,

1√
2

(
βx− ip̂

β~

)
],

=
1

2
[βx+

ip̂

β~
, βx− ip̂

β~
],

=
1

2

(
[βx, βx− ip̂

β~
] + [

ip̂

β~
, βx− ip̂

β~
]

)
,

=
1

2

(
[βx, βx]− [βx,

ip̂

β~
] + [

ip̂

β~
, βx]− [

ip̂

β~
,
ip̂

β~
]

)
.

النجمیة بالزھرة لھ یرمز (الذي complex conjugate المركب المرافق تطبیق للمؤثرات: بالنسبة ،93 الصفحة في footenote (1) الحاشیة في وضح أن سبق 1كما
complex conjugate المرافق عملیة تطبیق یتضمن لأنھ († dagger الخنجر بالرمز یرمزلھ (الذي adjoint بالمجاور عنھ یُستَعاض و للمؤثرات لایستخدم (∗ asters

.(â−)† = â+ أن نقول لذلك المؤثر. على transpose المُبَادلة و
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الأخیر و الأول التبدیل فإن لذلك نفسھ. مع إبدالي دائماً مؤثر أي أن لاحظ .(3.42) التبدیل علاقات قوانین طبقنا حیث
على إذاً نحصل الصفر. یساویان الأیمن الطرف في

[â−, â+] =
1

2

(
−[βx,

ip̂

β~
] + [

ip̂

β~
, βx]

)
=

1

2

(
−2[βx,

ip̂

β~
]

)
=
−i
~

[x, p̂] = 1,

.(6.28) العلاقة مع تتفق التي و النھائیة النتیجة على لنحصل (3.43) التبدیل علاقة إستخدمنا حیث
أي لإستكشاف المتناظر الھامیلتوني المؤثر مع الدرجیة المؤثرات تبادل دراسة بالإھتمام الجدیر من سیكون

على نحصل [Ĥ, â+] حساب أردنا لو المؤثرات. لھذه تناظریة خواص

[Ĥ, â+] = ~ω[â+â− +
1

2
, â+] = ~ω

(
[â+â−, â+] + [

1

2
, â+]

)
,

= ~ω[â+â−, â+] = ~ω(â+â−â+ − â+â+â−),

= ~ωâ+(â−â+ − â+â−) = ~ωâ+[â−, â+].

على نحصل (6.28) التبدیل علاقة بإستخدام

(6.29) [Ĥ, â+] = ~ωâ+.

التالیة التبدیل علاقة أثبات یمكن الطریقة بنفس

(6.30) [Ĥ, â−] = −~ωâ−.

♢ .(6.30) العلاقة أثبت ،(6.28) التبدیل علاقة و (3.42) التبدیل علاقات قوانین بإستخدام :(6.5) سؤال

الدالة ھل آخر بمعنى ψn(x)؟ الموجیة الدالة على â+ الرفع مؤثر تأثیر ماھو ھو نفسھ یطرح الذي السؤال
دعنا السؤال ھذا على للإجابة البسیط؟ التوافقي للمتذبذب الھاملتوني للمؤثر ممیزة دالة ھي â+ψn(x) الموجیة

كالتالي â+ψn(x) الموجیة الدالة على Ĥ أثر نستكشف

Ĥâ+ψn(x) = (â+Ĥ + ~ωâ+)ψn(x) = (â+En + ~ωâ+)ψn(x),

= (En + ~ω)â+ψn(x).

أن أي ،En+1 = (En + ~ω) أن مسبقاً نعلم كذلك .(6.29) التبدیل علاقة إستخدمنا الثانیة الخطوة في إننا لاحظ
نكتب أن یمكن إذاً مباشرة. لھ الأعلى تذبذب طاقة مستوى إلى الإنتقال یعني ذبذبة طاقة مستوى لأي ~ω إضافة

Ĥâ+ψn(x) = En+1a
+ψn(x).

آخر بكلام .En+1 ممیزة بقیمة Ĥ الھاملتوني للمؤثر ممیزة دالة ھي â+ψn(x) أن یعني ھذا ممیزة. معادلة ھذه
نكتب أن نستطیع إذاً .n لیست و n+ 1 الممیزة الكمیة الحالة تمثل â+ψn(x) الممیزة الدالة

â+ψn(x) = Cnψn+1(x).

كالتالي التعامد علاقات بإستخدام Cn الثابت قیمة حساب ∫یمكن ∞
−∞

(Cnψn+1)
∗Cnψn+1dx =

∫ ∞
−∞

(â+ψn)
∗â+ψndx,
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أو
|Cn|2

∫ ∞
−∞

ψ∗n+1ψn+1dx =
∫ ∞
−∞

ψ∗nâ
−â+ψndx.

التبدیل علاقة توظیف و التعامد علاقات بتطبیق الدرجي. للمؤثر المرافق عن للتعبیر (6.26) العلاقة إستخدمنا حیث
على نحصل (6.28)

|Cn|2 =
∫ ∞
−∞

ψ∗n(â
+â− + 1)ψndx = ⟨â+â−⟩+ 1,

على نحصل (6.25) العلاقة بإستخدام
|Cn|2 = n+ 1.

Cn الثابت أن نعتبر الحالة، عند المتوقعة القیم أو الإحتمالیة كثافة یغیر لن الذي و المركب، الطور معامل أھملنا لو
على2 نحصل علیھ و Cn =

√
n+ 1 قیمتھ لتصبح حقیقي،

(6.31) â+ψn(x) =
√
n+ 1ψn+1(x).

أن نثبت أن یمكن تماماً الطریقة بنفس

Ĥâ−ψn(x) = En−1a
−ψn(x),

â−ψn(x) الممیزة الدالة أن نقول أو .En−1 ممیزة بقیمة Ĥ الھاملتوني للمؤثر ممیزة دالة ھي â−ψn(x) أن أي
نكتب أن نستطیع إذاً .n لیست و n− 1 الممیزة الكمیة الحالة تمثل

â−ψn(x) = C ′nψn−1(x),

نكتب بالتالي و ،C ′n =
√
n على نحصل التعامد علاقات بإستخدام C ′n الثابت قیمة بحساب و

(6.32) â−ψn(x) =
√
nψn−1(x).

أثبت منھا و .En−1 ممیزة بقیمة Ĥ الھاملتوني للمؤثر ممیزة دالة ھي â−ψn(x) أن أثبت :(6.6) سؤال
♢ .(6.32) العلاقة

العلاقات في ψn(x) الموجیة الدالة على الدرجیة المؤثرات تأثیرات بإستخدام (6.25) العلاقة من التحقق یمكن
على نحصل (6.32) العلاقة في â−ψn(x) الموجیة الدالة على â+ بـ أثرنا لو .(6.32) و (6.31)

â+â−ψn(x) = â+
√
nψn−1(x) =

√
nâ+ψn−1(x),

=
√
n
√
n− 1 + 1ψn−1+1(x) = nψn(x),

mفإن > 0 صحیح عدد لأي أنھ إثبات علینا السھل من التعامد، علاقات بإستخدام .(6.25) العلاقة یحقق الذي و

(6.33) ⟨(â+)m⟩ = ⟨(â−)m⟩ = 0.

مركب مقدار أي نكتب أن نستطیع إننا أي طور، في مضروبة حقیقیة قیمة یساوي مركب مقدار أي عام 2بشكل

z = x+ iy = reiθ,

تداخل أو تراكب أي (یُسَبِّبْ فیزیائي دور أي لایلعب eiθ phase factor الطور معامل كان إذا .y = r sin θ و ،x = r cos θ ،r = |z|2 = x2 + y2 حیث
حقیقیة. أي ،z = r تُعْتبر و یُھْمَل فإنھ ،(50 صفحة أنظر للحالات،
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العدد قیم من وحیدة رتبة لھ البسیط التوافقي المتذبذب أن أي النقیة، التذبذبیة الحالات في فقط تتحقق (6.33) العلاقة
.n الكمي

العلاقة أثبت البسیط، التوافقي للمتذبذب الموجیة الدوال لمجموعة التعامد علاقات بإستخدام :(6.7) سؤال
♢ .m = 1, 2 لـ (6.33)

كما النقیة، التذبذبیة الحالات من عدد من خطي) تراكب (أو خلط حالة من یتكون التوافقي المتذبذب أن حالة في
الزمن عن المستقلة الكلیة الموجیة بالدالة توصف الكلیة الحالة فإن ،(3.57) العلاقة في

(6.34) Ψ(x) =
∞∑
n=0

Anψn(x),

یمكن .(6.33) العلاقة تحقق لن الدرجیة للمؤثرات المتوقعة للقیم حسابنا فإن مركبة، أعداد An المعاملات أن حیث
كالتالي (6.34) الخلط لحالة صحیح، mعدد حیث ،⟨(â+)m⟩ المتوقعة القیمة حساب

⟨(â+)m⟩ =
∫ ∞
−∞

Ψ∗(x)(â+)mΨ(x)dx,

=
∫ ∞
−∞

(∑
k

A∗kψ
∗
k(x)

)
(â+)m

(∑
n

Anψn(x)

)
dx,

=
∑
k,n

A∗kAn

∫ ∞
−∞

ψ∗k(x)(â
+)mψn(x)dx.

على لنحصل ،(6.31) العلاقة بمساعدة ψn(x) الحالة على ⟨(â+)m⟩ المتعدد الدرجي المؤثر أثر معرفة یمكن

(â+)mψn(x) = (â+)m−1
√
n+ 1ψn+1(x),

= (â+)m−2
√

(n+ 1)(n+ 2)ψn+2(x),

...

= (â+)m−m
√

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m)ψn+m(x).

إلى لننتھي

(6.35) (â+)mψn(x) =

√
(n+m)!

n!
ψn+m(x).

إذاً تصبح المتوقعة القیمة

⟨(â+)m⟩ =
∑
k,n

A∗kAn

√
(n+m)!

n!

∫ ∞
−∞

ψ∗k(x)ψn+m(x)dx,

=
∑
k,n

A∗kAn

√
(n+m)!

n!
δk,n+m.

المطاف نھایة في لنحصل

(6.36) ⟨(â+)m⟩ =
∑
n

A∗n+mAn

√
(n+m)!

n!
: ifn = j then ∃n = j +m,
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بنفس .n = j +m حالة الأقل على یوجد n = j للمؤشر قیمة وجدت إذا بشرط تتحقق العلاقة أن تعني التي و
أیضاً لنحصل (6.34) الخلط لحالة ⟨(â−)m⟩ المتوقعة القیمة حساب یمكن الطریقة

(6.37) ⟨(â−)m⟩ =
∑
n

An+mA
∗
n

√
(n+m)!

n!
: ifn = j then ∃n = j +m.

یمكن (6.34) الخلط حالة أن نذكر أن بقي .(6.26) في ذكرنا كما ،⟨(â−)m⟩ لـ مركب مرافق ⟨(â+)m⟩ أن لاحظ
الزمن على المعتمدة بالصیغة تكتب أن

(6.38) Ψ(x, t) =
∞∑
n=0

Ane
iEnt/~ψn(x) = eiωt/2

∞∑
n=0

Ane
inωtψn(x),

الزمني التطور معامل وجود إن الفیزیائیة. للكمیات الزمن على المعتمدة المتوقعة القیم بحساب منھا یستفاد التي و
.ω مقداره بتردد الزمن مع تتذبذب المتوقعة القیم بالتالي و |Ψ(x, t)|2 سیجعل

للنظام دراستنا و فھمنا في المؤثرات ھذه ستسھم كیف و الدرجیة المؤثرات من النظریة الفائدة ماھي الآن السؤال
فروع إلى المتذبذب النظام الأمر واقع في تتعدى كثیرة فوائد لھا المؤثرات ھذه أن ھو الجواب التوافقي؟ المتذبذب
منھا بعضاً سنأخذ لكن ھنا، جمیعاً الفوائد ھذه إحصاء نستطیع لن المجالات. كم كفیزیاء الكمیة، الفیزیاء في أشمل

بنظامنا. یتعلق فیما
البسیطة التوافقیة الذبذبة رتب من n رتبة لأي ψn(x) الممیزة الدالة بناء نستطیع الدرجیة المؤثرات طریق عن

أن نعلم أننا حیث .ψ0(x) الأرضیة للحالة الممیزة الدالة عرفنا لو فقط

ψ1(x) = â+ψ0(x),

ψ2(x) =
1√
2
â+ψ1(x) =

1√
1× 2

(â+)2ψ0(x),

ψ3(x) =
1√
3
â+ψ2(x) =

1√
1× 2× 3

(â+)3ψ0(x),

كالتالي ψ0(x) الأرضیة للحالة الممیزة الحالة بدلالة ψn(x) الممیزة الحالة نكتب أن نستطیع عام بشكل أو

(6.39) ψn(x) =
(â+)n√
n!
ψ0(x).

لماذا؟ و الشبھ تحدد أن تستطیع ھل ھیرمیت. لدالة (A.143) رودریجز صیغة و (6.39) العلاقة بین الشبھ لاحظ
للحالة صیغة لدینا كان لو أیضاً .m = 0 عندما وذلك (6.35) العلاقة من خاصة حالة ھي (6.39) العلاقة
المؤثرات أن لاحظ .â−الخفض مؤثر بتطبیق ψn−1(x) الممیزة الحالة إلى الإنتقال نستطیع فإننا ψn(x) الممیزة
â+ψn(x) الممیزة الحالات آخر بكلام مختلف. partiy بتماثل أخرى ممیزة حالة إلى الممیزة الحالة تنقل الدرجیة

.ψn(x) الممیزة الحالة تماثل یعاكس الذي و التماثل نفس لھما â−ψn(x) و
المتذبذب النظام في دینامیكي متغیر لأي ھیرمیشي، و خطي مؤثر أي ونعني مؤثر، أي فإن أعلاه، إلى بالإضافة
العلاقات في الھامیلتوني للمؤثر سابقاً بالفعل بذلك قمنا لقد الدرجیة. بالمؤثرات عنھ التعبیر یمكن البسیط التوافقي
(6.23) و (6.22) المعادلتین جمعنا لو الدرجیة. بالمؤثرات الموقع عن التعبیر كذلك یمكننا .(6.27) و (6.24)

على نحصل
â+ + â− =

2√
2
βx,

نكتب أو

(6.40) x =
1

β
√

2
(â+ + â−) =

√
~

2mω
(â+ + â−),
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كالتالي x2 الموقع مربع مؤثر عن التعبیر نستطیع كذلك .β النظام ثابت عن للتعبیر (6.5) التعریف إستخدمنا حیث

x2 =
~

2mω
(â+ + â−)(â+ + â−),

=
~

2mω

[
(â+)2 + (â−)2 + â+â− + â−â+

]
.

على نحصل أعلاه المعادلة في بالتعویض .â−â+ = â+â− + 1 على نحصل (6.28) التبدیل علاقة بتطبیق

(6.41) x2 =
~

2mω

[
(â+)2 + (â−)2 + 2â+â− + 1

]
.

من (6.23) المعادلة طرحنا لو الدرجیة بالمؤثرات بإستخدام الحركة كمیة مؤثر عن التعبیر یمكننا الطریقة بنفس
على لنحصل ،(6.22) المعادلة

(6.42) p̂ = i

√
m~ω

2
(â+ − â−).

على لنحصل ،(6.42) المعادلة بتربیع الدرجیة بالمؤثرات بإستخدام الحركة كمیة مؤثر مربع إیجاد یمكن كذلك

(6.43) p̂2 =
m~ω

2

[
2â+â− + 1− (â+)2 − (â−)2

]
.

العلاقات بالتفصیل أثبت (6.28) التبدیل علاقة بتطبیق و (6.23) و (6.22) المعادلتین من :(6.8) سؤال
♢ .(6.43) و (6.42)

المؤثرات بإستخدام (6.1) البسیطة التوافقیة الحركة جھد عن عبر (6.41) العلاقة بإستخدام :(6.9) سؤال
المؤثرات بإستخدام البسیطة التوافقیة للحركة الحركیة الطاقة عن عبر (6.43) العلاقة بإستخدام كذلك الدرجیة.
♢ .(6.24) العلاقة في الھامیلتوني المؤثر یُعطي الحركیة الطاقة و الجھد مؤثر مجموع أن أثبت ذلك بعد الدرجیة.

العلاقة بإستخدام و ،⟨x⟩ قیمة حسبنا لو للنظام. الدینامیكیة للمتغیرات المتوقعة القیم حساب الآن السھل من
أن سنجد ،(6.33)

⟨x⟩ =

√
~

2mω

(
⟨â+⟩+ ⟨â−⟩

)
= 0,

،(6.25) العلاقات بإستخدام ⟨x2⟩ قیمة حساب یمكن كذلك .(6.11) العلاقة في السابق التناظر نقاش مع یتفق مما
على لنحصل (6.41) و ،(6.33)

⟨x2⟩ =
~

2mω

[
⟨(â+)2⟩+ ⟨(â−)2⟩+ 2⟨â+â−⟩+ 1

]
,

=
~

2mω
[(0 + 0 + 2n+ 1] ,

أن إلى لننتھي

(6.44) ⟨x2⟩ =
~

mω
(n+

1

2
).

بنفس و x = 0 الإتزان نقطة ±حول
√
~
mω

(n+ 1/2) النقطتین في وقتھ جُل یقضي المھتز الجسیم أن یعني ھذا
الإحتمالیة.
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على لنحصل ⟨p̂⟩ الحركة كمیة لمؤثر المتوقعة القیمة حساب یمكن (6.33) و (6.42) العلاقة من أیضاً

⟨p⟩ = i

√
m~ω

2

(
⟨â+⟩ − ⟨â−⟩

)
= 0,

الحركة كمیة مقدار متوسط تحدید أردنا لو .(6.12) العلاقة في التناظر فكرة یخص فیما نقاشنا مع یتفق الذي و
على لنحصل ، ⟨p2⟩ حساب یلزمنا المھتز للجسیم

⟨p2⟩ =
m~ω

2

[
2⟨â+â−⟩+ 1− ⟨(â+)2⟩ − ⟨(â−)2⟩

]
,

=
m~ω

2
[2n+ 1− 0− 0]

على لنحصل
(6.45) ⟨p2⟩ = m~ω(n+

1

2
),

مقدارھا حركة كمیة بمتوسط (+x إتجاه (أي الیمین إلى یتجھ n الحالة في المھتز الجسیم أن یعني الذي و
و −

√
m~ω(n+ 1/2) مقدارھا حركة كمیة بمتوسط (−x إتجاه (أي الیسار إلى و

√
m~ω(n+ 1/2)

.⟨p⟩ = 0 أن أي صفر تساوي المحصلة فإن لھذ الإحتمالیة. بنفس
تحدید في الخطأ أن نجد حیث البسیط. التوافقي للمتذبذب (2.28) ھایزنبرج مبدأ لإختبار الآن جاھزون نحن

یصبح ∆x الموقع

∆x =
√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 =

√
~

mω
(n+

1

2
)− 0,

یصبح ∆p الحركة كمیة تحدید في الخطأ بینما

∆p =
√
⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 =

√
m~ω(n+

1

2
)− 0,

یساوي الحركة كمیة قیاس في الخطأ في الموقع قیاس في الخطأ ضرب حاصل یصبح بالتالي و

(6.46) ∆x∆p = ~(n+
1

2
) ≥ ~

2
,

.n = 0 عندما الأرضیة، الحالة عند فقط تحدث ھنا المساوة .(2.28) ھایزنبرج مبدأ تحقق التي و
البسیط التوافقي للجھد المتوقعة القیم حساب یمكننا (6.45) في ⟨p2⟩ و (6.44) في ⟨x2⟩ بقیم معرفتنا من كذلك

أن للجھد بالنسبة نجد حیث المتذبذب. للنظام الحركة طاقة و (6.1)

⟨V (x)⟩ =
1

2
mω2⟨x2⟩ =

1

2
~ω(n+

1

2
).

أن نجد (6.13) العلاقة من
(6.47) ⟨V (x)⟩ =

1

2
En,

للطاقة المتوقعة القیمة أن نجد المقابل في المھتز. للنظام الكلیة الطاقة من 50% تمثل المتوسط في الجھد طاقة أن أي
تصبح الحركیة

⟨K⟩ =
⟨p̂2⟩
2m

=
1

2
~ω(n+

1

2
).
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أن نجد (6.13) العلاقة من أیضاً
(6.48) ⟨K⟩ =

1

2
En,

نكتب إذا حركة. طاقة شكل على تكون الكلیة الطاقة من الباقیة 50% الـ أن أي

⟨K⟩+ ⟨V ⟩ = ⟨H⟩ = En,

الجھد طاقة و الحركة طاقة بین بالتساوي الكلیة الطاقة تقاسم إن المیكانیكیة. الطاقة حفظ قانون یتبع محافظ النظام لأن
طبعاُ .(x2 الموقع مربع على یعتمد الذي (أي quadratic Hamiltonian التربیعي الھامیلتون سمات من سمة لھو
مقدار متوسط لكن دوري. بشكل الزمن مع تتغیران الجھد طاقة و الحركة طاقة أن الكلاسیكیة الفیزیاء من نعلم نحن
المتوقعة القیم أخرى مرة الكلیة. الطاقة من منھما لكل 50% یعطي كافیة زمنیة فترة خلال الحركة طاقة و الجھد طاقة
حضرت المتذبذبة الأنظمة من للعدید تقاس أن یجب كمیاً المحسوبة الحركیة للطاقة المتوقعة القیمة و التوافقي للجھد

الزمن. نفس عند القیاسات أخذت و

الممیزة الدوال بإستخدام المتوقعة القیم حساب 6.4
Calculating the expectation values using the eigenfunctions

من القاريء یُمَكن المقابل في لكن البسیط، التوافقي المتذبذب النظام عن إضافیة مفاھیم أیة لایعطي الجزء ھذا
المتوقعة القیم لحساب الدرجیة المؤثرات أستخدمنا لقد المباشرة. الحلول تطبیق و الدرجیة المؤثرات جبر بین المقارنة
التي و الموجیة للدالة المباشرة الحلول بتطبیق إیجادھا مع مقارنة نسبیاً، كبیرة بسھولة الدینامیكیة المتغیرات لجمیع
(الدوال الممیزة للحلول المباشرة التكاملات بتطبیق المتوقعة القیم إیجاد یترك سوف طویلة. ریاضیة تكاملات تتطلب
⟨x2⟩ حساب و (6.32) و (6.31) العلاقتین بإثبات أولاً نقوم سوف ھنا لكن للقارئ. إختیاري كتمرین الموجیة)
فقط (A.143) رودریجز صیغة بإستخدام الممیزة للحلول recursion relation إستدعاء علاقات بإیجاد ⟨p2⟩ و

فضولاُ. الأكثر القراء أجل من
في ψn(z) الممیزة الدالة سنختار و (6.22) المعادلة من â+ تعریف یعطى حیث â+ψn(x) بحساب لنبدأ
رودریجز صیغة بإستخدام فیھا ھیرمیت دوال قیمة سنعوض لكن ،(6.9) في ψn(x) عن عوضاً (A.152) العلاقة

كالتالي z الأبعاد عدیم للموقع كدالة الموجیة للدالة أساسیة أكثر صیغة على بالتالي نحصل .(A.143)

(6.49) ψn(z) =
(−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2 d

n

dzn
e−z

2

.

كالتالي â+ψn(x) یصبح إذاً

(6.50) â+ψn(z) =
1√
2

(
zψn −

dψn
dz

)
.

كالتالي الأیمن الطرف من الثاني الحد قي المشتقة حساب یمكن

dψn
dz

=
(−1)n√
2nπ

1
2n!

[
zez

2/2 d
n

dzn
e−z

2

+ ez
2/2 d

n+1

dzn+1
e−z

2

]
,

= z

 (−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2 d

n

dzn
e−z

2


︸                                ︷︷                                ︸

ψn(z)

+

 (−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2 d

n+1

dzn+1
e−z

2

 .
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على لنحصل n+ 1 لـ المعیرة لثابت القسمة و بالضرب سنقوم الثاني الحد في

dψn
dz

= zψn(z) +


(−1)n√
2nπ

1
2n!

√
2n+1π

1
2 (n+ 1)!

(−1)n+1

(−1)n+1√
2n+1π

1
2 (n+ 1)!

ez
2/2 d

n+1

dzn+1
e−z

2

︸                                           ︷︷                                           ︸
ψn+1(z)

 ,

= zψn(z) +

 (−1)n√
2nπ

1
2n!

√
2n+1π

1
2 (n+ 1)!

(−1)n+1
ψn+1(z)

 .
كالتالي المربعة الأقواس بین الثاني الحد في الثابت قیمة أن إثبات السھل من

(−1)n√
2nπ

1
2n!

√
2n+1π

1
2 (n+ 1)!

(−1)n+1
= (−1)n−n−1

√
2n+1−n

√
(n+ 1)!

n!
= −

√
2(n+ 1),

التالیة التكراریة المعادلة إلى لننتھي

(6.51) dψn
dz

= zψn(z)−
√

2(n+ 1)ψn+1(z).

.â+ψn =
√
n+ 1ψn+1 أن ھي و (6.31) العلاقة على مباشرة نحصل ،(6.50) في (6.51) بتعویضالمعادلة

(6.51) المعادلة ذات إستخدام یمكن كذلك .⟨p⟩ مثل المتوقعة، القیم بعض حساب في مفیدة (6.51) العلاقة أن لاحظ
الإشتقاقات. من المزید إجراء دون الثانیة المشتقة لحساب

على إذاً نحصل .(6.23) المعادلة من â− تعریف یُعطى حیث â−ψn حساب الآن نرید

(6.52) â−ψn(z) =
1√
2

(
zψn +

dψn
dz

)
,

على نحصل سابقاً فعلنا كما الأیمن الطرف من الثاني الحد قي للمشتقة حسابنا لدى الآن .(6.49) من تعطى ψn حیث

dψn(z)

dz
= zψn(z) +

 (−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2 d

n+1

dzn+1
e−z

2

 .
الأیمن الطرف من الثاني الحد في التفاضل لنأخذ

dn+1

dzn+1
e−z

2

= −2
dn

dzn
ze−z

2

= −2
dn−1

dzn−1

(
d

dz
ze−z

2

)
,

= −2
dn−1

dzn−1

(
e−z

2

+ z
d

dz
e−z

2

)
,

= −2
dn−1

dzn−1
e−z

2 − 2
dn−1

dzn−1
z
d

dz
e−z

2

.

على نحصل أعلاه المشتقة معادلة في بالتعویض

dψn
dz

= zψn +

 (−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2

(
−2

dn−1

dzn−1
e−z

2 − 2
dn−1

dzn−1
z
d

dz
e−z

2

) ,
= zψn − 2

 (−1)n√
2nπ

1
2n!

(
ez

2/2 d
n−1

dzn−1
e−z

2

+ ez
2/2 d

n−1

dzn−1
z
d

dz
e−z

2

) .
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على نحصل n− 1 الثابت قسمة و بضرب

dψn
dz

= zψn − 2


(−1)n√
2nπ

1
2n!



√
2n−1π

1
2 (n−1)!

(−1)n−1
(−1)n−1√

2n−1π
1
2 (n−1)!

ez
2/2 dn−1

dzn−1 e
−z2+

ez
2/2 dn−1

dzn−1 z
d
dz
e−z

2



 .

على لنحصل الأقواس، بقك الآن لنقوم

dψn
dz

= zψn − 2




(−1)n√
2nπ

1
2 n!

√
2n−1π

1
2 (n−1)!

(−1)n−1 ψn−1+

(−1)n√
2nπ

1
2 n!
ez

2/2 dn−1

dzn−1 z
d
dz
e−z

2


 ,

= zψn − 2

 −1√
2n
ψn−1 +

(−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2 d

n−1

dzn−1
z
d

dz
e−z

2

 ,
= zψn +

√
2

n
ψn−1 − 2

(−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2 d

n−1

dzn−1
z
d

dz
e−z

2

.

على لنحصل الأیمن، الطرف من الثالث الحد في التفاضل لحساب مناسبة صیغة أیجاد لنا بقي

dn−1

dzn−1
z
d

dz
e−z

2

=
dn−2

dzn−2
z
d2

dz2
e−z

2

+
dn−1

dzn−1
e−z

2

,

=
dn−3

dzn−3
z
d3

dz3
e−z

2

+ 2
dn−1

dzn−1
e−z

2

,

...

= z
dn

dzn
e−z

2

+ (n− 1)
dn−1

dzn−1
e−z

2

.

على نحصل بالتعویض

dψn
dz

= zψn +

√
2

n
ψn−1 − 2

(−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2

(
z dn

dzn
e−z

2
+

(n− 1) d
n−1

dzn−1 e
−z2

)
,

= zψn +

√
2

n
ψn−1 − 2zψn − 2

(−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2(n− 1)

dn−1

dzn−1
e−z

2

,

= −zψn +

√
2

n
ψn−1 − 2(n− 1)

(−1)n√
2nπ

1
2n!

ez
2/2 d

n−1

dzn−1
e−z

2

.

على لنحصل للثابت، الطرح و بالضرب نقوم أخرى مرة

dψn
dz

= −zψn +

√
2

n
ψn−1 −

2(n− 1)
(−1)n√
2nπ

1
2n!

√
2n−1π

1
2 (n− 1)!

(−1)n−1

(−1)n−1√
2n−1π

1
2 (n− 1)!

ez
2/2 d

n−1

dzn−1
e−z

2

,
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على نحصل بالتبسیط،

dψn
dz

= −zψn +

√
2

n
ψn−1 − 2(n− 1)

(−1)n√
2nπ

1
2n!

√
2n−1π

1
2 (n− 1)!

(−1)n−1
ψn−1,

= −zψn +

√
2

n
ψn−1 + (n− 1)

√
2

n
ψn−1.

التالیة recursion relation الإستدعاء علاقة إلى لننتھي أو

(6.53) dψn
dz

= −zψn(z) +
√

2nψn−1(z).

.â−ψn =
√
nψn−1 أن ھي و (6.32) العلاقة على مباشرة نحصل ،(6.52) في (6.53) المعادلة بتعویض

للمتذبذب المتوقعة بالقیم تتعلق مسألة أي لحل الأساسیة العلاقات من (6.53) و (6.51) الإستدعاء علاقات
على نحصل (6.53) و (6.51) بین ساوینا لو البسیط. التوافقي

zψn −
√

2(n+ 1)ψn+1 = −zψn +
√

2nψn−1,

أو
2zψn =

√
2nψn−1 +

√
2(n+ 1)ψn+1,

التالیة الھامة الإستدعاء علاقة على نحصل إذاً

(6.54) zψn =
1√
2

(√
nψn−1 +

√
n+ 1ψn+1

)
.

على نحصل z بـ (6.54) العلاقة لوضربنا

z2ψn =
1√
2

(√
nzψn−1 +

√
n+ 1zψn+1

)
,

التالي على نحصل zψn+1 و zψn−1 قیمة لحساب أخرى مرة (6.54) العلاقة بإستخدام

zψn−1 =
1√
2

(√
n− 1ψn−2 +

√
nψn

)
,

و
zψn+1 =

1√
2

(√
n+ 1ψn +

√
n+ 2ψn+2

)
,

على لنحصل

z2ψn =
1√
2

 √
n 1√

2

(√
n− 1ψn−2 +

√
nψn

)
+

√
n+ 1 1√

2

(√
n+ 1ψn +

√
n+ 2ψn+2

)  ,
=

1

2

[√
n(n− 1)ψn−2 + nψn + (n+ 1)ψn +

√
(n+ 1)(n+ 2)ψn+2

]
,

التالیة الھامة العلاقة على لنحصل

(6.55) z2ψn =
1

2

(√
n(n− 1)ψn−2 + (2n+ 1)ψn +

√
(n+ 1)(n+ 2)ψn+2

)
.
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(A.150) التفاضلیة المعادلة إستخدام من بسھولة، و أیضاً، یمكننا .⟨x2⟩ المتوقعة القیمة حساب في تفید التي و
.⟨p2⟩ المتوقعة القیمة حل أجل من الموجیة للدالة الثانیة المشتقة عن للتعویض

قارن .⟨x2⟩ المتوقعة القیمة إوجد ومنھا ⟨z2⟩ المتوقعة القیمة إحسب (6.55) العلاقة بإستخدام :(6.10) سؤال
♢ .(6.44) النتیجة مع

علاقة أوجد (A.150) التفاضلیة المعادلة في (6.55) العلاقة من z2ψn قیمة بتعویض :(6.11) سؤال
♢ .(6.45) النتیجة مع قارن .⟨p2⟩ المتوقعة القیمة إحسب منھا و d2ψn/dz

2 لـ الإستدعاء

تمارین و أسئلة 6.5

دائماً.
∫
|â−ψ|2dx <∞ أن فأثبت ة شرودنجر معادلة حلول من مُعَایر حل ψ الحالة كانت إذا :(6.12) سؤال

♢ عیاریة). غیر حالة (أو لانھائیة عیاریة لھا حالة یولد أن یمكن لا الخفض مؤثر أن یعني ھذا

orthonormality التعامدیة العیاریة من تأكد و (6.9) العلاقة من ψ1 و ψ0 الحالات أوجد :(6.13) سؤال
♢ التكاملات). علیك سیسھل الدوال فردیة و زوجیة (إختبار

إتباعھا من تأكد ومنھا ،ψ1 و ψ0 للحالات ⟨p2⟩ و ،⟨p⟩ ،⟨x2⟩ ،⟨x⟩ المتوقعة القیم إحسب :(6.14) سؤال
♢ أعلاه. الحالات لنفس ⟨K⟩ و ⟨V ⟩ مقادیر إحسب كذلك الیقین. عدم لمبدأ

منطقة خارج الجسیم تواجد إحتمالیة إحسب البسیط، التوافقي للمتذبذب الأرضیة الحالة في :(6.15) سؤال
♢ الكلاسیكي. الجھد

التالیة الإبتدائیة الموجیة بالدالة یوصف بسیط، توافقي متذبذب جھد داخل جسیم لدیك :(6.16) سؤال

Ψ(x, 0) = A [ψ0(x) + ψ1(x)] ,

ثابت. A حیث
.Ψ(x, 0) الدالة عایر �أ-

.Ψ(x, t) أوجد �ب-
.|Ψ(x, t)|2 أوجد �ج-

للزمن. كدالة ⟨x⟩ أوجد �د-
.Ψ(x, t) بـ الموصوف للنظام الزاوي التردد و السعة أوجد �ه-

.Ehrenfest إیرنفیست نظریة من تحقق و للزمن، كدالة ⟨p⟩ قیمة أوجد أعلاه من �و-
♢ .t = 0, π/ω, 2π/ω, 3π/ω الأزمنة: عند |Ψ(x, t)|2 الدالة أرسم �ز-

(ھـ) ،[Â, x2] (د) ،[Â, x] (ج) ،[Â, p̂2] (ب) ،[Â, p̂] (أ) التالیة التبدیل علاقات إحسب :(6.17) سؤال
♢ .Â = â− (2 و Â = â+ (1 كانت إذا ،[Â, V (x)] (و) ،[Â,K]
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7
أبعاد ثلاث في شرودنجر معادلة

Schrödinger equation in three dimension

ناحیة من تعقیداً، أكثر أخرى مرحلة إلى ننتقل الآن أبعاد. ثلاث في جھود تأثیر تحت أنظمة سنتناول الباب ھذا في
من الرغم على الواقع. إلى أقرب لكنھا السادس، و الخامس الباب في المذكورة الأنظمة مع مقارنة الریاضي التركیب
أنھ سنجد واحد. بعد في الأنظمة عن المعالجة حیث من لاتختلف الأنظمة ھذه لحل الریاضیة الطرق أن إلا التعقید ھذا
عملیة تسھل التي و الخاصة الدوال في المتبعة الریاضیة المعالجة بتوظیف الریاضیة الصعوبة عقبة تخطي بالإمكان
الأنظمة بعض أن سنجد كذلك الفیزیائیة. الأنظمة لھذه الممیزة القیم و الدوال إیجاد من تمكننا و الإنظمة لھذه الحل

واحد. بعد في مشابھھ أنظمة إلى تبسط أن یمكن أبعاد ثلاثة في
و (3.63) من یُعْطى إحداثیھ mو كتلتھ جسیم أعتبرنا حیث أبعاد ثلاث في شرودنجر معادلة عن سابقاً تكلمنا لقد
شرودنجر معادلة یتبع و ψ(r, t) الموجیة بالدالة یوصف و V (r) جھد تأثیر تحت (3.69) من تُعْطى حركتھ كمیة
تعطى التي و أبعاد ثلاث في الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة حل ھو یھمنا ما .(3.71) الزمن على المعتمدة

كالتالي

(7.1) Ĥψ(r) =

[
p̂2

2m
+ V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r).

على المعتمدة الحلول على الحصول یمكن لھا، الممكنة الطاقة قیم و الزمن عن المستقلة الحلول على نحصل حالما
.3.25)) في خاص بشكل و (3.23) العلاقة في عام بشكل المعطاة و سابقاً إتبعناه التي الطریقة بنفس الزمن

الجھد طاقة فیھا تكون التي و central potentials المركزیة الجھود مع التعامل ھو الفصل ھذا في أیضاً یھمنا ما
من .V (r) = V (r) الجھد دالة تصبح بالتالي و للنظام. الأصل كنقطة تُعْتبَر معینة، نقطة من المسافة على معتمدة
تأثیر تحت لأنظمة خاصة حالة بدراسة سنقوم ذلك قبل لكن الھیدروجین. ذرة ھو مركزي جھد لھ لنظام الأمثلة أشھر
یحوي بنظام سنھتم كذلك .Cartesian coordinate system الكارتیزیة المحاور نظام في الأبعاد ثلاثیة جھود

أسطوانیة. و كرویة تناظرات لھا التي و الأبعاد ثلاثیة لانھائیة بجھود محصورة جسیمات

الكارتیزیة المحاور نظام في شرودنجر معادلة 7.1
Schrödinger equation in cartesian coordinates

كالتالي الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة تُكْتب الكارتیزیة المحاور نظام في

(7.2)
[
p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

2m
+ V (x, y, z)

]
ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z).
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على نحصل ،(3.69) العلاقة في كما المؤثرات بإستخدام الحركة كمیة مركبات بتمثیل

(7.3) −~2

2m

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

]
ψ(x, y, z) + V (x, y, z)ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z).

كالتالي مستقلة جھود ثلاث كمجموع یُعْطى الجھد أن الكارتیزیة، المحاور نظام في خاصة حالة لنفترض

(7.4) V (x, y, z) = V1(x) + V2(y) + V3(z),

infinte box لانھائي جھد صندوق داخل محصور جسیم (7.4) العلاقة في الخاصة الحالة ھذه على الأمثلة من
یمكن عندھا أبعاد، ثلاث في harmonic force بسیطة توافقیة قوة تأثیر تحت جسیم أو ،L3 و ،L2 ،L1 أبعاده

بالشكل الكارتیزیة المحاور نظام في الجھد كتابة

V (x, y, z) =
1

2
mω2(x2 + y2 + z2),

أو y بإتجاه بحركتھ تتأثر لن المثال، سبیل على ،x بإتجاه الجسیم حركة الحالة ھذه في .(7.4) العلاقة یماثل الذي و
كالتالي الثلاثة الكارتیزیة للمحاور مستقلة دوال إلى الموجیة الدالة نحلل أن یمكن لذلك نتیجة .z

(7.5) ψ(x, y, z) = u1(x)u2(y)u3(z),

(7.3) شرودنجر معادلة في (7.5) الموجیة الدالة تحلیل و (7.4) العلاقة في المعطاة الخاصة الجھد حالة بتعویض
على نحصل ،u1(x)u2(y)u3(z) على بالقسمة و

−~2

2m

[
1

u1(x)

d2u1(x)

dx2
+

1

u2(y)

d2u2(y)

dy2
+

1

u3(z)

d2u3(z)

dz2

]
+V1(x)+V2(y)+V3(z) = E,

على نحصل حدة، على مركبة لكل الحدود تجمیع ]بإعادة
−~2

2m

1

u1(x)

d2u1(x)

dx2
+ V1(x)

]
+[

−~2

2m

1

u2(y)

d2u2(y)

dy2
+ V2(y)

]
+[

−~2

2m

1

u3(z)

d2u3(z)

dz2
+ V3(z)

]
= E.

عن الناتجة الطاقة یُعْطي الأول الحد فإن الأخرى، الحدود عن مستقل [· · · ] المربعة الأقواس داخل حد كل أن بما
الحد و ،y بإتجاه الحركة عن الناتجة E2 الطاقة یُعْطي الثاني الحد ،E1 الحالة ھذه في لتكن و ،x بإتجاه الحركة

التالي بالشكل یتحقق الطاقة حفظ قانون أن بحیث .z بإتجاه الحركة عن الناتجة E3 الطاقة یُعْطي الثالث

(7.6) E = E1 + E2 + E3.

الكارتیزیة الإتجاھات مركبات من مركبة تمثل واحدة كل مستقلة، معادلات ثلاث من مجموعة على نحصل إذاُ
كالتالي المستقلة، و المتعامدة

−~2

2m

d2u1(x)

dx2
+ V1(x)u1(x) = E1u1(x),

−~2

2m

d2u2(y)

dy2
+ V2(y)u2(y) = E2u2(y),

و
−~2

2m

d2u3(z)

dz2
+ V3(z)u3(z) = E3u3(z).

مُسَبقاً. أتبعناھا التي الخطوات بنفس تحل التي و واحد، بعد في شرودنجر معادلات سوى لیست المعادلات ھذه
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x 

y 

z 

a1 

a2 

a3

 V = 0 

V =1 

خارجھ. بالتواجد لھ لایسمح و الصندوق داخل محصور الجسیم البعد. ثلاثي البعد الجھد صندوق :(7.1) شكل

Particle in a 3-dimensional box البعد ثلاثي صندوق في جسیم 7.1.1

یلي كما الكارتیزیة الإحداثیات في البعد ثلاثي الجھد صندوق یُعَرَّف

(7.7) V (x, y, z) =


0

0 ≤ x ≤ a1,
0 ≤ y ≤ a2,
0 ≤ z ≤ a3,

∞ otherwise.

الجھد خارجھ. بالتواجد لھ لایسمح و الصندوق أبعاد ضمن الجسیم یُحْصر حیث (7.1) الشكل في موضح الجھد ھذا
یمكن الجھد داخل المحصورة الجسیم حركة أن بإعتبار للفصل قابل و الكارتیزیة الإحداثیات في الأبعاد ثلاثي ھنا
یحقق الجھد أن الواضح من .z و ،y ،x الثلاث: الكارتیزیة المحاور طول على مستقلة حركات ثلاث إلى تقسیمھا
معادلات على لنحصل (7.6) النتیجة مباشرةً نطبق و الموجیة للدالة (7.5) الفصل علاقة نستخدم وعلیھ (7.4) العلاقة

الثلاث المفصولة شرودنجر

− ~
2

2m

d2u1(x)

dx2
= E1u1(x),

− ~
2

2m

d2u2(y)

dy2
= E2u2(y), (7.8)

− ~
2

2m

d2u3(z)

dz2
= E3u3(z).

بأخذ
(7.9) k2

1 =
2mE1

~2
, k2

2 =
2mE2

~2
, k2

3 =
2mE3

~2
.

الثلاث شرودنجر معادلات تصبح

d2u1(x)

dx2
+ k2

1u1(x) = 0,

d2u2(y)

dy2
+ k2

2u2(y) = 0, (7.10)

d2u3(z)

dz2
+ k2

3u3(z) = 0,
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تصبح العامة حلولھا و

u1(x) = A1 sin k1x+B1 cos k1x,

u2(y) = A2 sin k2y +B2 cos k2y, (7.11)
u3(z) = A3 sin k3z +B3 cos k3z.

لایجتمعان الحدین أن نعلم فیزیائیاً (متناظر). زوجي حد و متناظر) (عكس فردي حد یحوي محور لكل العام الحل
محصور الجسیم أن أساس على الحدیة الشروط نطبق بذلك، نقوم كي یختفي. أحدھما أن من لابد أن و الواحد للحل
یجب الموجیة الدوال فإن وعلیھ تختفي. أن یجب الجھد حاجز حدود على الموجیة دالتھ بالتالي و الجھد صندوق داخل

أي الأصل، عند تختفي أن

u1(0) = 0 +B1 = 0 ⇒ B1 = 0,

u2(0) = 0 +B2 = 0 ⇒ B2 = 0,

u3(0) = 0 +B3 = 0 ⇒ B3 = 0,

على لنحصل (7.11) في فقط الفردیة الحلول إلى لننتھي

(7.12) u1(x) = A1 sin k1x, u2(y) = A2 sin k2y, u3(z) = A3 sin k3z.

أن نجد الأخرى، الجھد حدود على الحدیة الشروط بتطبیق

u1(a1) = A1 sin k1a1 = 0 ⇒ k1a1 = n1π, ∀n1 = 1, 2, 3, · · · ,

u2(a2) = A2 sin k2a2 = 0 ⇒ k2a2 = n2π, ∀n2 = 1, 2, 3, · · · ,
و

u3(a3) = A3 sin k3a3 = 0 ⇒ k3a3 = n3π, ∀n3 = 1, 2, 3, · · · .
أن نستنتج

(7.13) k1 =
n1π

a1

, k2 =
n2π

a2

, k3 =
n3π

a3

.

الممیزة الطاقات قیم نستنتج (7.13) و (7.9) من مباشرة

(7.14) En1 =
~2π2n2

1

2ma2
1

, En2 =
~2π2n2

2

2ma2
2

, En3 =
~2π2n2

3

2ma2
3

.

للنظام الكلیة الطاقة على نحصل (7.6) الكلیة الطاقة علاقة من

(7.15) En1,n2,n3 =
~2π2

2m

[(
n1

a1

)2

+
(
n2

a2

)2

+
(
n3

a3

)2
]
.

متساویة، غیر الجھد حواف أبعاد أن طالما قیمھا في degeneracy الإنحلال إنعدام لنا یتضح الكلیة الطاقة علاقة من
الثلاث الكارتیزیة للمحاور بالنسبة الحركة في تناظر للجسیم فإن الجھد أبعاد تساوي لدى .a1 , a2 , a3 أن أي
في یتضح ھذا الكلیة. الطاقة في تحاطط إلى یترجم ھذا التناظر المحاور. لھذه الھامیلتون في تناظر ذلك عن ینتج

السؤال(7).
تصبح (7.5) حسب الكلیة الممیزة الدالة

(7.16) ψ(x, y, z) = A sin
(
n1πx

a1

)
sin

(
n2πy

a2

)
sin

(
n3πz

a3

)
,
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الجھد صندوق في محصور لجسیم الأرضیة الحالة في |ψ111(x, y, z)|2 الإحتمالیة كثافة توزیع دالة :(7.2) شكل
.a1 : a2 : a3 = 2 : 3 : 1 أبعاده نسبة

الدالة علیھ المعرفة الفضاء على المعایرة شرط بتطبیق المعایرة. من سنحسبھا التي و A = A1A2A3 أخذنا حیث
على نحصل الموجیة

1 =

$
box

|ψ(x, y, z)|2dxdydz,

= A2
∫ a1

0
sin2

(
n1πx

a1

)
dx
∫ a2

0
sin2

(
n2πy

a2

)
dy
∫ a3

0
sin2

(
n3πz

a3

)
dz,

= A2
(
a1

2

)(
a2

2

)(
a3

2

)
.

إذاً تصبح للنظام الكلیة الممیزة الدالة للجھد. الھندسي الحجم یمثل V = a1a2a3 حیث A =
√

23/V إلى لنصل

(7.17) ψ(x, y, z) =

(
23

V

)1/2

sin
(
n1πx

a1

)
sin

(
n2πy

a2

)
sin

(
n3πz

a3

)
.

یُعْطي (7.2) الشكل .a1 : a2 : a3 = 2 : 3 : 1 بالنسبة تُغْطى حوافھ البعد ثلاثي جھد لصندوق مثال لنأخذ
الذي و ellipsoid المجسم الإھلیجي ھو الحاصل .|ψ111(x, y, z)|2 الأرضیة للحالة الإحتمالیة كثافة توزیع دالة
محور (ھنا الجھد صندوق من ابعاد أكبر لھ الذي المحور على على یمتد الأكبر محوره الجھد. صندوق أسطح لایمس
دالة تصور إن .(z محور (ھنا الجھد صندوق من الأقل الأبعاد ذو المحور طول عى یمتد الأصغر محوره و (y
المتساویة السطوح مجموعة یسمى ما یُعطي (7.2) الشكل لكن للنظام. العالیة الأبعاد بسبب ما نوعاً شائك التوزیع
تُكَوِّن المتراكبة السطوح ھذه ثابتة. |ψ111(x, y, z)|2 قیمة تكون التي السطوح مجموعة ھي و isosurfaces
بطن یمثل الخارجي السطح الواقع، في للوحدة. معایر الحیز ھذ طاقة. أقل عند الجسیم فیھ نجد أن یمكن الذي الحیز
|ψ111(x, y, z)|2 أن نتوقع أن السھل فمن الحواف متساوي الجھد صندوق كان لو الأبعاد. ثلاثیة موقوفة موجة

كرة. تعطي
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صندوق في محصور لجسیم الأولى الأثارة حالة في |ψ121(x, y, z)|2 الإحتمالیة كثافة توزیع دالة :(7.3) شكل
.a1 : a2 : a3 = 2 : 3 : 1 أبعاده نسبة الجھد

أبعاد الجھد لصندوق الذي للمحور الثانیة الرتبة عند ستكون الأولى الإثارة حالة فإن (7.15) الطاقة علاقة من
طول على الحركة عن ینتج n2 = 2 عندما .(1, 2, 1) ھي الأولى الإثارة حالة فإن علیھ و .y محور ھنا أكبر.
موضح ھذا .z و x محوري طول على واحد بطن الموقوفة الموجات تبقى و الموقوفة الموجات من بطنین y محور
من أقل طاقة إلى یحتاج الجھد صندوق من الأكبر الحافة خلال بطنین على الحصول فیزیائیاً .(7.3) الشكل في
یتناسب معین نمط عند الموقوفة للموجات الموجي الطول لأن طولاً، الاقل الحواف طول على بطنین على الحصول
بالتالي و التردد زیادة یعني مما النمط رتبة زادت كلما یقل الموجي الطول ھذا علیھا. تتكون التي المسافة بعد مع

أكبر. أنماط عند موقوفة موجات على للحصول اللازمة الطاقة زیادة
محور طول على الجھد صندوق بعد لأن n2 و n1 للرتب منھا أعلى طاقة إلى تحتاج n3 الرتبة زیادة إذاً نفھم
أعلى. طاقة إلى تحتاج أقل مسافة على الموقوفة الموجات من (بطنین) نمطین على الحصول بالتالي و اصغر z
الحالة أن نجد بینما ،(7.4) الشكل یوضح كما التاسعة الإثارة حالة تمثل (1, 1, 2) الحالة أن حسابیاً نجد الواقع في
،(2, 1, 1) الحالات فإن الجھد مكعب لیصبح الصندوق أبعاد تساوي حال في الثالثة. الإثارة حالة تمثل (131)
لحالة المنحلة الحالات إحدى تمثل (1, 3, 1) بینما الأولى، الإثارة لحالة منحلة حالات ھي (1, 1, 2) و ،(1, 2, 1)

الثالثة! الإثارة
الجسیم أن تعني التي و الكلاسیكیة الحالة إلى یتجھ التوزیع فإن الكمیة الأعداد رتبة زادت إذا أنھ المتوقع من
الشكل المتساوي. التوزیع دالة و المثالیة الغازات تشبھ حالة في الإحتمالیة، بنفس الصندق داخل نقطة أي عند یتواجد
و بدت الصندوق داخل الجسیم تواجد أماكن أن نجد (10, 10, 10) للحالة الإحتمالیة كثافة توزیع دالة یعطي (7.5)
طول على خصوصاً و الموجیة) الاطوال (تقل تصغر الموقوفة الموجان بطون مكان. كل في تتوزع و تنتظم كأنھا
بتوافق الكلاسیكیة، الحالة من جداً تقترب التي و (1000, 1000, 1000) الحالة في الوضع تتخیل أن لك .z محور

التقابل. مبدأ مع واضح
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E111

E121

E211

E131

E221

E231

E311

E321

E331

E112

الجھد صندوق في محصور لجسیم الممكنة الطاقة حالات من حالات عشر لأول الكمیة المستویات :(7.4) شكل
.a1 : a2 : a3 = 2 : 3 : 1 أبعاده نسبة

أبعاده نسبة الجھد صندوق في محصور لجسیم |ψ10,10,10(x, y, z)|2 الإحتمالیة كثافة توزیع دالة :(7.5) شكل
.a1 : a2 : a3 = 2 : 3 : 1
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Central potentials المركزیة الجھود 7.2

مركزي بین الواصل الخط طول على تعمل الثالث) نیوتن قانون (تتبع تبادلیة قوى ھي المركزیة القوى كلاسیكیاً،
من مكوناً نظاماً فإن السبب، لھذا .force line of action القوة عمل خط یسمى الخط ھذا المتفاعلین. الجسمین
محصلة إنعدمت طالما محفوظ) (أو ثابت حركة) (كمیة خطي زخم لھ المركزیة القوى خلال من یتفاعلان جسمین
فإن external torque خارجیة فتل قوى وجود عدم حالة في ذلك، إلى بالإضافة النظام. ھذا على الخارجیة القوى
للنظام الداخلیة الفتل قوى إنعدام بسبب أیضاً ثابتة القوة عمل خط على تقع نقطة أي حول الزاویة العزوم محصلة
دالة إن جھد. دالة لھا المحافظة المركزیة القوى فإن المحافظة، الأنظمة عن محدود نقاشنا إن بما النقطة. تلك حول
یمكن التي و المتفاعلین، الجسمین مركزي بین radial distance r القطریة المسافة على تعتمد المركزیة القوة جھد
علیھ و الأصل، نقطة حول كروي تناظر لھا الجھد دالة أن ھندسیاً یعني ھذا الأصل. كنقطة أحدھما مركز إعتبار
spherical polar coordinate الكرویة القطبیة الإحداثیات نظام نستخدم السبب لھذا .V (r) تُكْتب V الجھد دالة

النظام. لوصف (x, y, z) المربعة الكارتیزیة الإحداثیات نظام عن بدلاً (r, θ, ϕ) system
یصبح الحركة كمیة مؤثر مربع إن

p̂2 = −~2∇2 = −~2
[

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
.

الجزء أولھما الكرویة: الإحداثیات في الحركة كمیة مؤثر مربع تمثیل في رئیسیین جزئین لدینا أنھ الواضح من
كالتالي ویُعْطى p̂2

r بـ لھ نرمز القطري،

(7.18) p̂2
r = −~2 1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
,

المركزیة النقطة من أو (−r̂ (إتجاه المركزیة النقطة إلى للجسیم radial motion القطریة الحركة عن ناتج ھو و
نرمز و ،(θ, ϕ) angular part الزاوي الجزء ھو الحركة كمیة مؤثر مربع تمثیل في الثاني الجزء .(+r̂ (إتجاه

من وتُُعْطى L̂2 بـ لھ

(7.19) L̂2 = −~2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
,

zenithal anglular القطبي أو العمودي الزاوي بشكلیھا orbital motion المداریة الحركة عن ناتج ھو و
من .ϕ على المعتمد azimuthal anglular motion الدوراني) (أو السمتي والزاوي ،θ على المعتمد motion
إن لابلاس. معادلة من المُشْتَقة التفاضلیة للمعادلات أسلفنا كما ھیرمیشي، أو الترافق ذاتي L̂2 المؤثر أن الواضح
العلاقة في المٌكَمى المداري، الزاوي العزم مؤثر ھو ھنا بھ یُقصَد ما أن القاريء شكوك لإثارة L̂2 الرمز إختیار
تُعْطَى التي و نیوتن میكانیكا من الزاوي للعزم الكلاسیكیة الصیغة لنتذكر ذلك، من للتأكد بعینھ! ھو نعم .(1.35)

بالتعریف
L ≡ r× p.

على نحصل بمؤثرات، القیم ھذه عن بالتعبیر

(7.20) L̂ = −i~(r×∇) ⇒ L̂2 = −~2(r×∇) · (r×∇).

للضرب i المركبة تعریف بإستخدام (r×∇)·(r×∇) تحلیل یمكن tensor analysis الموتر التحلیل یإستخدام
كالتالي تعطى التي و (a× b)i المتجھ

(7.21) (a× b)i =
∑
jk

εijkajbk,
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الثالثة. الرتبة من pseudotensor موتر شبھ ھو و ،Levi-Civita symbol لیڤي-سیڤیتا رمز ھو εijk أن حیث
الرمز ھذا یعرف الثالثة. الرتبة من الحقیقیة الموترات في الحال ھو كما مركبات 9 عن بدلاُ فقط مركبات 6 لھ لذلك

كالتالي:

(7.22) εijk =


+1 for (ijk) = (123), (312), or (231).
−1 for (ijk) = (321), (132), or (213).
0 for i = j, or j = k, or i = k.

even permutations of للمؤشرات الزوجیة التبدیلات تسمى ε123 = ε312 = ε231 = +1 أن حیث
odd permutation of للمؤشرات الفردیة التبدیلات تسمى ε321 = ε132 = ε213 = −1 و inicies
عكس الموتر أن أعلاه من نستنتج آخرى. حالات لأي الصفر یساوي لیڤي-سیڤیتا رمز المقابل في .indicies

أن اي antisymmetric، تناظري

(7.23) εijk = εkij = εjki = −εkji = −εikj = −εjik.

التالیة contraction التقلص بخاصیة سنھتم

(7.24)
∑
i

εijkεilm =
∑
i

εjkiεilm = δjlδkm − δjmδkl.

لیصبح (r×∇) · (r×∇) ناتج لنحسب (7.20) إلى نعود

(r×∇) · (r×∇) =
∑
i

(r×∇)i(r×∇)i =
∑
ijklm

εijkxj
∂

∂xk
εilmxl

∂

∂xm
.

على نحصل (7.24) التقلص علاقة بإستخدام

∑
ijklm

εijkxj
∂

∂xk
εilmxl

∂

∂xm
=
∑
jklm

(δjlδkm − δjmδkl)xj
∂

∂xk
xl

∂

∂xm
,

=
∑
jklm

(
xj

∂

∂xk
xj

∂

∂xk
− xj

∂

∂xk
xk

∂

∂xj

)
.

على نحصل المشتقة بتطبیق

(r×∇) · (r×∇) =
∑
jklm

[
xjδkj

∂

∂xk
+ xjxj

∂

∂xk

∂

∂xk
−
(
xj

∂

∂xj
+ xjxk

∂

∂xk

∂

∂xj

)]
,

في المجموع الأیمن: الطرف في .δjk = ∂xj/∂xk التفاضلي، بشكلھا دلتا كرونكر تمثیلات إحدى وظفنا حیث
في المجموع أخیراً، و .r2∇2 سوى لیس الثاني الحد في المجموع الثالث. الحد في المجموع مع یُلْغََى الأول الحد

أن إلى ننتھي علیھ و .−(r · ∇)2 سوى لیس الأخیر الحد

(r×∇) · (r×∇) = r2∇2 − (r · ∇)2.

یصبح الكرویة الإحداثیات في الأول الحد الأیمن الطرف في أخرى، مرة

r2∇2 =
∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
,
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المركبة فقط لتبقي الزاویة المركبات تتلاشى بـ∇، القطري للمتجھ القیاسي الضرب بسبب و الثاني الحد في بینما
القطریة

(r · ∇)2 = r2∇2
r =

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
.

الزاویة الحدود فقط سیعطینا الطرح حاصل إذاً

(7.25) (r×∇) · (r×∇) =
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

الصیغة في المؤثر أن یؤكد ھذا .(7.19) الصیغة نفس على نحصل (7.20) التمثیل في (7.25) النتیجة بتعویض
المداري. الزاوي العزم مربع یمثل (7.19)

یكتب أن یمكن القطبیة الإحداثیات في p̂2 الحركة كمیة مؤثر مربع إذاً

(7.26) p̂2 = p̂2
r +

1

r2
L̂2

كالتالي الكرویة الإحداثیات في (7.1) شرودنجر معادلة تصبح علیھ )و
p̂2
r

2m
+

L̂2

2mr2
+ V (r)

)
ψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ),

بالشكل أو
(7.27) {r2p̂2

r − 2mr2[E − V (r)]}ψ(r, θ, ϕ) + L̂2ψ(r, θ, ϕ) = 0

إستخدام إذاً یمكننا ،ϕ و θ على یعتمد زاوي جزء و r على فقط یعتمد قطري جزء منفصلین، جزئین لدینا إنھ بما
أن نفرض حیث أعلاه. المعادلة حل أجل من ψ(r, θ, ϕ) الموجیة للدالة المتغیرات فصل فكرة

(7.28) ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ).

على نحصل ،R(r)Y (θ, ϕ) على القسمة مع (7.27) المعادلة في (7.28) بالتحلیل بتعویض

(7.29) 1

R(r)
{r2p̂2

r − 2mr2[E − V (r)]}R(r) +
1

Y (θ, ϕ)
L̂2Y (θ, ϕ) = 0,

الزاوي، الجزء عن مستقل القطري الجزء أن لاحظ تام. بشكل زاوي الثاني الحد و تام بشكل قطري الأول الحد حیث
الثاني الحد بینما ثابت یساوي الأول الحد أن ھي و واحدة، حالة في إلا صفراً یساوي مجموعھما یكون أن لایمكن إذاً
التساؤل، ھذا على للإجابة الثابت؟ ھذا ماھو لكن دائماً. صفراً یساوي مجموعھما لیكون الثابت، ھذا سالب یساوي

أن لنستنتج (A.44) الكرویة للتوافقیة التفاضلیة المعادلة مع (7.19) صیغة بمقارنة نقوم

−L̂
2

~2
Ylm(θ, ϕ) + l(l + 1)Ylm(θ, ϕ) = 0,

المداري الزاوي العزم مؤثر لمربع eigenequation الممیزة المعادلة على نحصل بالتالي و

(7.30) L̂2Ylm(θ, ϕ) = l(l + 1)~2Ylm(θ, ϕ).

ممیزة بقیم L̂2 الھیرمیشي و الخطي للمؤثر eigenfunctions ممیزة دوال ھي التوافقیة الدوال مجموعة أن إذاً نجد
.l(l + 1)~2
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♢ ھیرمیشي. و خطي مؤثر L̂2 أن أثبت الحركة، كمیة بمؤثر L̂2 علاقة من :(7.1) سؤال

ان حیث القطریة، المعادلة على نحصل (A.41) الممیزة المعادلة بإستخدام ،(7.29) معادلة إلى الآن نعود

1

R(r)
{r2p̂2

r − 2mr2[E − V (r)]}R(r) + l(l + 1)~2 = 0,

نكتب أو

(7.31) r2p̂2
r

~2
Rnl(r)−

2mr2

~2
[E − V (r)]Rnl(r) + l(l + 1)Rnl(r) = 0.

السمتیة الحركة لكن l الكمي العدد على المعادلة لإحتواء المداري الزاوي العزم على یعتمد الحل أن الواضح من
إعتماد بسبب و المقابل، في .m الكمي العدد غیاب بسبب الحل في لاتؤثر azimuthal motion الدورانیة أو
بالعدد یسمى الطاقة، علیھ تعتمد آخر كمي عدد لدینا سیظھر الثاني، الحد في واضح ھو كما الطاقة، على الحل
الحل دالة علِّمنا السبب لھذا .n بالرمز الكمي العدد لھذا سنرمز .principal quantum number الرئیسي الكمي

.Rnl(r) بالصیغة
القطریة المعادلة بحل الفصل ھذا في نقوم سوف أعلاه. القطریة المعادلة بحل نقوم ثم الجھد دالة نحدد أن أولاً یجب
جھد في المحصور الجسیم أخیراً و الكرویة، الإحداثیات في الحر الجسیم الھیدروجین، ذرة حالات، لثلاثة (7.31)

لانھائي. كروي

الجسیمین ذو للنظام شرودنجر معادلة 7.3
The Schrödinger equation for two-particle system

ذي النظام حالة في للجسیم. t والزمانیة ، r المكانیة للإحداثیات دالة ھي ψ(r, t) الموجیة الدالة المنفرد، للجسیم
الثاني الجسیم وإحداثیات ، r1 الأول الجسیم لإحداثیات دالة ھي Ψ(r1, r2, t) الكلیة الموجیة الدالة فإن الجسیمین

(3.12) شرودنجر معادلة من یُعطى Ψ(r1, r2, t) لـ الزمني التطور والوقت. t الزمن إلى بالإضافة ، r2

(7.32) ĤΨ(r1, r2, t) = i~
∂

∂t
Ψ(r1, r2, t),

بـ یُعطى Ĥ للنظام الھامیلتون أن حیث

(7.33) Ĥ = − ~
2

2m1

∇2
1 −

~2

2m2

∇2
2 + V (r1, r2, t).

رقم الجسیم و (m1 و r1 كتلتھ و (موقعھ 1 رقم الجسیم أحداثیات على التفاضل یعني ∇ للمؤثر 2 و 1 المؤشران
.(m2 و r2 كتلتھ و (موقعھ 2

كالتالي تُعرف الحالة ھذه في الإحتمالیة كثافة

(7.34) P (r1, r2, t)d
3r1d

3r2 = |Ψ(r1, r2, t)|2d3r1d
3r2,

حجم عنصر في 2 رقم الجسیم نجد أن إحتمال و d3r1 حجم عنصر في 1 رقم الجسیم نجد أن إحتمال تُعطي التي و
أي معایرة، Ψ(r1, r2, t) الكلیة الموجیة الدالة دائماً الحال ھو كما .d3r2

(7.35)
"

P (r1, r2, t)d
3r1d

3r2 =

"
|Ψ(r1, r2, t)|2d3r1d

3r2 = 1.
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المتغیرات بفصل سابقاً، فعلنا كما الكامل، الحل على الحصول یمكننا الزمن، عن المستقلة الجھود حالة في

(7.36) Ψ(r1, r2, t) = ψ(r1, r2)e
−iEt/~,

الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة تحقق ψ المكانیة الموجیة الدالة حیث

(7.37)
[
− ~

2

2m1

∇2
1 −

~2

2m2

∇2
2 + V (r1, r2)

]
ψ(r1, r2) = Eψ(r1, r2),

إستخدامھما یمكن خاصتان حالتان لدینا لكن صعب، (7.37) المعادلة حل عام بشكل للنظام. الكلیة الطاقة تمثل E و
المنفرد. للجسیم شبیھة معادلة إلى (7.37) المعادلة تقلیص أجل من

Noninteracting particles المتفاعلة غیر الجسیمات 7.3.1

كأن خارجیة، قوة إلى یتعرض جسیم كل لكن البعض، بعضھما مع یتفاعلان لا الجسیمین أن نفرض الحالة ھذه في
جسیم كل على الجھد مجموع عن عبارة الحالة ھذه في الكلیة الجھد طاقة منفصلین. زنبركین إلى جسیم كل یرتبط

حدة على
(7.38) V (r1, r2) = V1(r1) + V2(r2),

المتغیرات فصل بإستخدام (7.37) المعادلة حل یمكن وبالتالي

(7.39) ψ(r1, r2) = ψ(1)(r1)ψ
(2)(r2).

المعادلة من الأیمن الطرف على الطرفین قسمة و (7.37) المعادلة في (7.39) و (7.38) المعادلتین بتعویض
إلى سنصل لوحدھا، r2 على تعتمد التي و لوحدھا r1 على تعتمد التي الحدود تجمیع مع (7.39)[

− 1

ψ(1)(r1)

~2

2m1

∇2
1ψ

(1)(r1) + V1(r1)

]
︸                                                ︷︷                                                ︸

E(1)

+

[
− 1

ψ(2)(r2)

~2

2m2

∇2
2ψ

(2)(r2) + V2(r2)

]
︸                                                ︷︷                                                ︸

E(2)

= E,

جسیم لكل منفصلتین شرودنجر معادلتي عنھا ینتج والذي

(7.40)
− ~

2

2m1

∇2
1ψ

(1)(r1) + V1(r1)ψ
(1)(r1) =E(1),

− ~
2

2m2

∇2
2ψ

(2)(r2) + V2(r2)ψ
(2)(r2) =E(2),

سوى لیست للجسیمین الزمن على المعتمدة الكلیة الموجیة الدالة فإن الحالة ھذه في .E = E(1) +E(2) أن حیث
أي منفرد. جسیم لكل الموجیة للدالة الضرب حاصل

(7.41)
Ψ(r1, r2, t) =

[
e−iE

(1)t/~ψ(1)(r1)
] [
e−iE

(2)t/~ψ(2)(r2)
]
,

= Ψ(1)(r1, t)Ψ
(2)(r2, t) = ψ(1)(r1)ψ

(2)(r2)e
−i(E(1)+E(2))t/~.

الموجیة الدالة المحصلة في لكن الآخر. عن مستقلة لھ، خاصة حالة في جسیم كل أن تعني حیث طبیعیة النتیجة ھذه
متفاعلین. غیر الجسیمین أن طالما صحیح ھذا .(7.32) شرودنجر لمعادلة حل (7.41) الكلیة
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مرجع. لنقطة بالنسبة تبادلیة و مركزیة جھد بطاقة متفاعلین جسیمین من مكون نظام إحداثي :(7.6) شكل

Interaction by central potential المركزي بالجھد التفاعل 7.3.2

مرجع لنقطة بالنسبة إحداثیھما و ،m2 و m1 كتلھما 2 و 1 جسیمین من مكون ،(7.6) الشكل في كما نظام لنعتبر
مركزي الجھد خلال من إبدالیاً یتفاعلان و الترتیب، على ،r2 و r1 ھو O

(7.42) V (|r1 − r2|) = V (r),

أن حیث
(7.43) r = r1 − r2.

كالتالي تُعطى النظام تصف التي شرودنجر معادلة فإن ،Ψ(r1, r2) الموجیة بالدالة یوصف النظام أن إعتبرنا إذا

(7.44)
[
− ~

2

2m1

∇2
1 −

~2

2m2

∇2
2 + V (|r1 − r2|)

]
Ψ(r1, r2) = EΨ(r1, r2).

الخیارات أفضل من لیس الترتیب، على ،m2 m1و من كلاً لوصف r2 و r1 الإحداثیات إختیار الأمر واقع في لكن
یتكون إحداثیات نظام إستخدام المناسب من فإنھ ،r النسبیة المسافة على تعتمد (7.42) الجھد دالة أن بما لنا! المتاحة
center of mass position الكتلة مركز إحداثي ھو R أن حیث ،M و µ الكتل من نظام یصف ،R و r من

بـ یُعطى
(7.45) R =

m1r1 +m2r2

m1 +m2

,

بـ تُعْطى و المختزلة بالكتلة تُعْرَف µ أخیراً و للنظام، الكلیة الكتلة Mیمثل = m1 +m2 و

(7.46) µ =
m1m2

m1 +m2

.

نكتب أن یمكن (7.45) المعادلة من
m1r1 = MR−m2r2,

على نحصل الطرفین m2r1مع بجمع

Mr1 = MR +m2r.

أن إلى ننتھي (7.46) بإستخدام
(7.47) r1 = R +

µ

m1

r.
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أن نثبت أن یمكن الطریقة بنفس
(7.48) r2 = R− µ

m2

r.

إستخدام مع r1 = (x1, y1, z1) و ،r = (x, y, z) ،R = (X, Y, Z) لـ الكارتیزیة الإحداثیات إستخدام یمكن
التالي نثبت أن السلسلة قاعدة

∂

∂x1

=
∂X

∂x1

∂

∂X
+

∂x

∂x1

∂

∂x
.

فإن علیھ و .∂X/∂x1 = m1/M = µ/m2 أن نجد (7.45) من و ∂x/∂x1 = 1 أن نجد (7.43) من

∂

∂x1

=
µ

m2

∂

∂X
+

∂

∂x
.

على نحصل z1 و y1 المركبات لبقیة بالنسبة المشتقات لإیجاد الخطوات نفس بإتباع

∂

∂y1

=
µ

m2

∂

∂Y
+

∂

∂y
and ∂

∂z1

=
µ

m2

∂

∂Z
+

∂

∂z
,

r∇كالتالي R∇و 1∇بدلالة لـ صیغة على نحصل البعض بعضھم مع المشتقات بضم

(7.49) ∇1 =
µ

m2

∇R +∇r.

أن نجد ،r2 الثاني الجسیم لإحداثي الخطوات نفس بإتباع الحال ھو كذلك

(7.50) ∇2 =
µ

m1

∇R −∇r.

نظام في شرودنجر لمعادلة تعبیر على نحصل (7.44) شرودنجر معادلة في (7.50) و (7.49) العلاقات بإستخدام
الجدیدة الإحداثیات

(7.51)
[
− ~

2

2M
∇2
R −
~2

2µ
∇2
r + V (r)

]
Ψ(r,R) = EΨ(r,R).

النسبیة للحركة موجیة دالة ضرب كحاصل Ψ(r,R) الموجیة الدالة لنكتب المتغیرات فصل نستخدم أن یمكن
أن أي ،ΨR(R) الكتلة مركز لحركة موجیة دالة و ψr(r)

(7.52) Ψ(r,R) = ψr(r)ΨR(R).

أن أي النسبیة، الحركة و الكتلة مركز طاقتي مجموع عن عبارة الكلیة الطاقة أن نعتبر كذلك

(7.53) E = Er + ER.

معادلتین إلى المعادلة نفصل (7.53) شرودنجر معادلة في (7.53) الطاقة و (7.52) الموجیة الدالة علاقة بإستخدام
مستقلتین

(7.54) − ~
2

2M
∇2
RΨR(R) = ERΨR(R),

و

(7.55)
[
− ~

2

2µ
∇2
r + V (r)

]
ψr(r) = Erψr(r).
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الحر الجسیم لمعادلة مماثلة ھي و center of mass motion الكتلة مركز حركة تمثل (7.54) شرودنجر معادلة
(7.55) شرودنجر معادلة فإن المقابل في .(4.5) القسم في ذكرنا كما المستویة الموجة ھو ببساطة حلھا بالتالي و
جسیم حركة نفس ھي و (1 للجسیم بالنسبة 2 الجسیم حركة (أي relative motion النسبیة الحركة معادلة تمثل

.(7.42) الجھد دالة تأثیر تحت و المختزلة الكتلة مقدار تساوي كتلة لھ وحید
من یكافئھا ما إلى الجسیمین مسألة إختزال إلى یؤدي الذي و التقلیدیة المیكانیكا في المستخدم نفسھ ھو التحلیل ھذا
تعكس التي ھي لأنھا النسبیة، الحركة لمعادلة الحلول إیجاد ھو الأحوال معظم في یھمنا ما إن الواحد. الجسیم حركة

للنظام. الممیزة الطاقة قیم نستنبط أن نستطیع منھا و الجسیمین، حركة على الجھد تأثیر

(7.49) النبلا علاقات إستنبط كذلك و (7.48) و (7.47) التحویل علاقتي أثبت الشدید بالتفصیل :(7.2) سؤال
♢ .(7.51) شرودنجر معادلة أثبت كذلك المركبات. لجمیع و r2 و r1 للإحداثیین (7.50) و

شرودنجر معادلة إفصل (7.53) الطاقة تقسیم و (7.52) المتغیرات فصل علاقة بإستخدام :(7.3) سؤال
على ،(7.55) و (7.54) في الحال ھو كما النسبیة الحركة و الكتلة مركز حركة تمثلان معادلتین إلى (7.51)
♢ المتغیرات؟ فصل طریقة فشل إلى تؤدي التي الدینامیكا ماھي و (7.52) الفصل طریقة نجاح سبب علل الترتیب.

The hydrogen atom الھیدروجین ذرة 7.4

on the atomic الذریة المقاییس (حسب نُقَطیین جسیمین من تتركب حیث ذرة، أبسط الھیدروجین ذرة تُعْتبر
یحوم −e شحنتھ بكثیر أخف إلكترون ثانیاً ،+e مقدارھا موجبة شحنة لھا نسبیاً ساكنة و ثقیلة نواة أولاً :(scale
ھو و القوة عمل محور على یقع الأصل- نقطة إعتباره یمكن الذي و - النظام كتلة مركز إن مدارات. في النواة حول
إن الكھروستاتیكیة. المتبادلة الجذب لقوى نتیجة (E < 0) الإرتباط حالة في النظام النواة،. مركز من جداً قریب

بـ یُعطى و الكولومي الجھد یسمى القوة ھذه جھد

(7.56) V (r) = − 1

4πϵ0

Ze2

r
,

في (7.56) الجھد بتعویض الوحدة. بقیمة التعویض دون ھي كما سنأخذھا للتعمیم الذري. العدد تمثل Z = 1 حیث
الھیدروجین لذرة القطریة المعادلة على نحصل ،(7.18) الصیغة من p̂2

r تعویض أخذ مع (7.31) القطریة المعادلة

d

dr

(
r2 d

dr

)
Rnl(r) +

2µr2

~2

[
E +

1

4πϵ0

Ze2

r

]
Rnl(r)− l(l + 1)Rnl(r) = 0,

من تُعطى reduced mass المختزلة الكتلة ھي µ حیث

(7.57) 1

µ
=

1

Mp

+
1

me

,

بأخذ (7.3) القسم من النتیجة إعتبرنا ھنا الإلكترون. كتلة ھي me و البروتون)، (كتلة النواة كتلة ھي Mp حیث
كتلة أن بسبب الكتلة. مركز حركة إھمال و الإعتبار بعین للبروتون) بالنسبة الإلكترون (حركة النسبیة الحركة
أن أي ،me الإلكترون كتلة من تقترب µ المختزلة الكتلة فإن الإلكترون كتلة من أكبر مرة 1836 البروتون

على نحصل القطریة للمعادلة أكثر بتبسیط .µ ≈ me

(7.58) 1

r2

d

dr

(
r2dRnl(r)

dr

)
+

2µ

~2

[
E +

1

4πϵ0

Ze2

r
− ~2

2µr2
l(l + 1)

]
Rnl(r) = 0.
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الریاضیة الشروط تستوفي أن یجب Rnl القطریة الدالة فیزیائیاً ،bound state إرتباط حالة في لدینا النظام أن بما
التالیة

(7.59) lim
r→∞

Rnl → 0; and lim
r→0

Rnl <∞.

وصول لأن .R تختفي أن سوى لیس ھنا r = 0 الأصل نقطة عند التناھي لذلك النواة، ھي الأصل نقطة إعتبرنا ھنا
طاقة لھا التي و continuum states الإستمراریة حالات ھنا نعتبر لن سوف الذرة. سینھي النواة عند الإلكترون

موجبة.
التالیة التعریفات لنأخذ

(7.60) κ2 ≡ −8µE

~2
; and ρ ≡ κr.

على نحصل (7.58) القطریة المعادلة في (7.60) التعاریف بتعویض

κ2

ρ2

d

dρ

(
ρ2dRnl

dρ

)
+ κ2

[
−1

4
+

µZe2

2πϵ0κ~2
1

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
Rnl = 0.

التالیة الوحدة عدیمة الفیزیائیة الكمیة نعرف

(7.61) ρ0 ≡
µZe2

2πϵ0κ~2
,

على نحصل κ2 > 0 لـ الإختصارات تطبیق مع القطریة المعادلة في بتعویضھا

(7.62) d2Rnl

dρ2
+

2

ρ

dRnl

dρ
+

[
−1

4
+
ρ0

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
Rnl = 0.

المركز عند regular singularity منتظمة تفرد نقطة لھا أن القطریة المعادلة لھذه الھامة الخصائصالریاضیة من
تسمیات إطلاق المصطلح من .ρ→∞ عندما irregular singularity منتظمة غیر تفرد نقطة لھا كذلك .ρ = 0
centrifugal term النابذ الحد بإسم علیھ یُصْطَلح l(l + 1)/ρ2 الحد فمثلاً المربعة. الأقواس داخل الحدود على
تسمیة ھي و المركزي، بالحد علیھ یصطلح ρ0/ρ الحد كذلك بھ. سنلتزم إننا إلا الإسم ھذا صحة عدم من بالرغم

مقبولة.

Radial equation solutions القطریة المعادلة حلول 7.4.1

approximate التقریبیة و (ρ→∞) asymptotic behavior التقاربیة القطریة المعادلة سلوكیات سندرسالآن
إلى تتقارب (7.62) القطریة المعادلة ،ρ→∞ عندما .(ρ→ 0) behavior

(7.63) d2R

dρ2
− 1

4
R ∼ 0,

بـ یُعطى حلھا و
R ∼ Ae−ρ/2 +Beρ/2,

المعادلة حل أن الواضح من .B = 0 أن لابد فإنھ علیھ و ،ρ → ∞ عندما blows up یضطرد eρ/2 الحد لكن
ھو (7.63)

(7.64) R ∼ Ae−ρ/2.
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المعادلة بالتالي و (l , 0 أن حالة في (إلا المسیطر الأساسي الحد یصبح النابذ الحد فإن ρ→ 0 عندما المقابل، في
إلى تقترب (7.62) القطریة

(7.65) d2R

dρ2
+

2

ρ

dR

dρ
− l(l + 1)

ρ2
R ≈ 0,

بـ یُعْطى حلھا و
R ≈ Cρl +Dρ−(l+1).

أن الجلي من .D = 0 أن لابد فإنھ علیھ و ،ρ→ 0 عندما blows up یضطرد ρ−(l+1) الحد أن نجد أخرى مرة
ھو (7.65) حل

(7.66) R ≈ Cρl.

التقریبي الحل و (7.64) التقربي الحل الحلین: بدمج الآن سنقوم فیزیائیاً مقبول ریاضي حل إلى الوصول أجل من
بالطریقة (7.66)

(7.67) R = ρle−ρ/2G(ρ),

R(ρ) لـ الثانیة و الأولى المشتقتین بإیجاد .(ρ→∞ (عندما ρ−l كـ تتقارب G(ρ) الدالة أن نتأمل أننا حیث

dR

dρ
=

1

2
e−ρ/2ρl−1

[
2ρ
dG(ρ)

dρ
+ (2l − ρ)G(ρ)

]
,

و

d2R

dρ2
=

1

4
e−ρ/2ρl−2

{
4ρ

[
ρ
d2G(ρ)

dρ2
+ (2l − ρ)dG(ρ)

dρ

]
+
[
4l2 − 4l(ρ+ 1) + ρ2

]
G(ρ)

}
,

على نحصل (7.62) القطریة المعادلة في تعویضھما ثم من و

e−ρ/2ρl−1

[
ρ
d2G

dρ2
(ρ) + (2l + 2− ρ)dG

dρ
(ρ) + (ρ0 − l − 1)G(ρ)

]
= 0.

یعطینا ھذا الصفر. تساوي المربعین القوسین بین الأعلى في التفاضلیة المعادلة نأخذ فإننا ρ لـ الحدیة القیم عن بعیداً
كالتالي G(ρ) لـ تفاضلیة معادلة

(7.68) ρ
d2G

dρ2
(ρ) + (2l + 2− ρ)dG

dρ
(ρ) + (ρ0 − l − 1)G(ρ) = 0,

أن نجد المقارنة من .(A.130) التفاضلیة المزاملة لاجویر معادلة تقابل الثانیة الرتبة من خطیة معادلة ھي و

(7.69) k = 2l + 1; and j = ρ0 − l − 1.

أن أي المزاملة، لاجویر دالة مع سیتناسب (7.68) المعادلة حل أن یعني ھذا

(7.70) G(ρ) ∝ L2l+1
ρ0−l−1(ρ),

یتضح كذلك .(7.67) التعریف في (G لیس (و R القطریة للدالة المعایرة شرط من یحسب التناسب ثابت أن حیث
نعرف ھنا من .ρ0 ≥ 1 أن فلابد ،l ≥ 0 و j ≥ 0 أن بما صحیحة. قیم إلا لایأخذ ρ0 المعامل أن (7.69) من لنا

أن بحیث ،n الرئیسي الكمي العدد

(7.71) n ≡ ρ0 =
µZe2

2πϵ0κ~2
; n = 1, 2, 3, · · ·
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الترابط لطاقة الممیزة القیم حساب یمكن ،(7.60) التعریف من κ عن التعویض و الطرفین بتربیع

(7.72) E = −µZ
2

2n2

(
e2

4πϵ0~

)2

= −1

2
µc2

Z2α2

n2
; n = 1, 2, 3, · · · ,

لبوھر الطاقة لعلاقة تماماً مطابقة (7.72) الطاقة علاقة .(1.39) الصیغة في معرف الدقیق التناسب ثابت α حیث
التي و الموجیة الدالة من حُسِبَت) فقط (ولیس حُسِمَت الطاقة نتیجة أن أولھما واضحین: إختلافین وجود مع ،(1.43)
ثانیاً الكلاسیكیة. المدارات إعتبار دون الإنبعاث، طیف شدة تحدید و الإحصائیة التوزیعات إستنباط نستطیع منھا
علاقة في m الإلكترون كتلة عن عوضاً (7.57) من المعرفة µ المختزلة الكتلة على تعتمد (7.72) الطاقة علاقة
للھیدروجین الشبیھة الذرات لأطیاف الموجیة الأطوال في طفیفة إزاحة حدوث إلى أدى ھذا .(1.43) لبوھر الطاقة
أوري بالعالم أدى ھذا .µ بـ m إستبدال عند (1.44) رایدبرج علاقة من المحسوبة hydrogen like atoms
الدیُتیریوم كتلة ان حیث ،1932 عام deuterium الدیُتیریوم الھیدروجین نظیر إكتشاف إلى مجموعتھ و Urey

تقریباً. الھیدروجین كتلة ضعف

Radial solution using Laguerre polynomilas لاجویر دوال من المعایرة القطریة المعادلة حل

أخذنا لو .(7.62) القطریة التفاضلیة المعادلة من سنبدأ

(7.73) Rnl(ρ/κ) =
χ(ρ)

ρ
,

على لنحصل
dRnl

dρ
= −χ(ρ)

ρ2
+
χ′(ρ)

ρ
,

2

ρ

dRnl

dρ
= −2

χ(ρ)

ρ3
+ 2

χ′(ρ)

ρ2
,

و
d2Rnl

dρ2
=

2χ(ρ)

ρ3
− 2χ′(ρ)

ρ2
+
χ′′(ρ)

ρ
.

التفاضلیة المعادلة على نحصل (7.62) في بالتعویض

(7.74) χ′′(ρ) +

[
−1

4
+
ρ0

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
χ(ρ) = 0.

أن نجد ،(A.135) التفاضلیة بالمعادلة (7.74) المعادلة بمقارنة

k2 − 1

4
= l(l + 1) ⇒ k = 2l + 1,

و
ρ0 ≡ n =

2j + k + 1

2
= j + l + 1 ⇒ j = n− l − 1,

بمعلومیة χ(ρ) الدالة على سنحصل (A.134) في الحل مع χ(ρ) بمقارنة .(7.69) العلاقة مع تماماً یتفق الذي و
المصاحبة لاجویر دوال

χ(ρ) = e−ρ/2ρl+1L2l+1
n−l−1(ρ).

كالتالي χ(ρ) الدالة نعایر أن یمكن ،(A.136) المعایرة علاقة بإستخدام

(7.75)
∫ ∞
0

[χ(ρ)]2 dρ =
(n+ l)!

(n− l − 1)!
2n.
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المعایرة بصیغتھا χ(ρ) الدالة نكتب بالتالي و

(7.76) χnl(ρ) =

√√√√(n− l − 1)!

2n(n+ l)!
e−ρ/2ρl+1L2l+1

n−l−1(ρ).

تصبح Rnl القطریة الدالة (7.73) التعریف بإستخدام

(7.77) Rnl(ρ/κ) =

√√√√(n− l − 1)!

2n(n+ l)!
e−ρ/2ρlL2l+1

n−l−1(ρ).

على نحصل التربیعي، الجذر أخذ و (7.60) κ تعریف في (7.72) النتیجة من الطاقة قیمة تعویض عند

(7.78) κ =
2Z

n

µe2

4πϵ0~2
=

2Z

na0

,

بـ یعطى و Bohr radius بوھر قطر بنصف یُعْرَف a0 حیث

(7.79) a0 =
4πϵ0~

2

µe2
=
~

µcα
= 0.529× 10−10m,

كالتالي ρ كتابة یمكن علیھ و

(7.80) ρ = κr =
2

n

(
Zr

a0

)
.

المعایرة القطریة للدالة مغلقة صیغة على نحصل ،(7.77) في (7.80) العلاقة بإستخدام

(7.81) Rnl(r) =
(

2Z

na0

)3/2
√√√√(n− l − 1)!

2n(n+ l)!

(
2Zr

na0

)l
e−Zr/na0L2l+1

n−l−1(2Zr/na0),

عن بدلاً
∫∞
0 |R(r)|2r2dr للتكامل المعایرة لضمان الأیمن الطرف في (2Z/na0)

3/2 المعامل أضفنا حیث
عوضاً الطول، بُعد L حیث ،1/L3/2 تساوي أبعاد لھا Rnl(r) القطریة الدالة فإن وبالتالي .

∫∞
0 |R(ρ)|2ρ2dρ

القطریة الدالة تناھي ضمان أجل من ضروري صحیح عدد n ≥ 1 شرط إن .Rnl(ρ) الأبعاد عدیمة الدالة عن
.(7.72) الممیزة الطاقة قیم إلى سیؤدي ھذا .r →∞ عندما الصفر إلى Rnl(r)

Power series solution for the radial equation القطریة للمعادلة القوى متسلسلة حلول

نظریة حسب .ρ = 0 النقطة حول regular singularity منتظمة تفرد نقطة لھا (7.68) التفاضلیة المعادلة
سیعطي [1] التفاضلیة المعادلات من النوع لھذا القوى متسلسلات بإستخدام للحلول Fuchs's theorem فوكس

منتظمة. تفرد نقطة ھي الأسوء على نقطة حول المتسلسلة طالما واحداً حلاً الأقل على
خلال من ρ = 0 حول القوى متسلسلات لحلول Frobenius series فوربینیوس طریقة بإستخدام سنقوم

الصیغة
(7.82) G(ρ) =

∞∑
ν=0

bνρ
ν+q; b0 , 0,

الثانیة و الأولى المشتقتین بأخذ لاحقاً. یحدد ثابت q حیث

dG(ρ)

dρ
=
∞∑
ν=0

(ν + q)bνρ
ν+q−1,
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و
d2G(ρ)

dρ2
=
∞∑
ν=0

(ν + q)(ν + q − 1)bνρ
ν+q−2,

على نحصل (7.68) التفاضلیة المعادلة في بتعویضھما و
∞∑
ν=0

(q + ν + 2l + 1)(q + ν)bνρ
q+ν−1 +

∞∑
ν=0

(ρ0 − l − 1− q − ν)bνρq+ν = 0.

على نحصل بالتالي و .ν = 0 عندما ذلك و ρ لـ قوة الأصغر الحد یُعْطي الأول الحد

q(q+2l+1)b0ρ
q−1+

∞∑
ν=1

(q+ν+2l+1)(q+ν)bνρ
q+ν−1+

∞∑
ν=0

(ρ0−l−1−q−ν)bνρq+ν = 0.

و الصفر. تساوي أن یجب القوة نفس عند مرفوعة ρ معاملات فإن ثابتة فترة على القوى متسلسلات تمثیل تفرد من
ν = 0 من یبدأ المجموع بجعل وقمنا ν = 1 من مجموعھ یبدأ الذي و أعلاه المعادلة في الثاني الحد أخذنا لو علیھ

على نحصل ν → ν + 1 إستبدال مع

q(q + 2l + 1)b0ρ
q−1 +

∞∑
ν=0

[
(q + ν + 2l + 2)(q + ν + 1)bν+1+

(ρ0 − l − 1− q − ν)bν

]
ρq+ν = 0.

أن حیث indicial equation المُبَیِّنة المعادلة على نحصل ρq−1الـ معاملات ذلك قوة، الأصغر الحد معاملات من

q(q + 2l + 1) = 0,

ھي ممكنة الحلول جمیع تعطي التي q قیم أن نجد منھا و

q = −2l − 1; q = 0.

ρq+j معاملات فإن ν = j عنده الذي الحد أخذنا و ،summation المجموع تحوي الذي الحدود من نجد بینما
التكراریة العلاقة ستعطي

(7.83) bj+1 =
j + q + l − ρ0 + 1

(q + j + 2l + 2)(q + j + 1)
bj.

تصبح (7.83) التكراریة العلاقة فإن سالبة، و صحیحة قیمة ھي و ،q = −2l − 1 قیمة عند

bj+1 =
j − l − ρ0

(j + 1)(j − 2l)
bj.

المقابل في متناھي. حل لایعطي q = −2l − 1 الجذر أن یعني ھذا ،j = 2l عندما یختفي المقام أن الملاحظ من
تصبح (7.83) التكراریة العلاقة فإن q = 0 عند أنھ نجد

(7.84) bj+1 =
j + l − ρ0 + 1

(j + 2l + 2)(j + 1)
bj,

كالتالي b0 بمعلومیة القوى متسلسلة معاملات على نحصل علیھ و .j قیم من ممكنة قیمة لأي متناھیة ھي و

b1 =
l − ρ0 + 1

2l + 2
b0,
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b2 =
(l − ρ0 + 1) (l − ρ0 + 2)

2(2l + 2)(2l + 3)
b0,

b3 =
(l − ρ0 + 1) (l − ρ0 + 2) (l − ρ0 + 3)

6(2l + 2)(2l + 3)(2l + 4)
b0,

b4 =
(l − ρ0 + 1) (l − ρ0 + 2) (l − ρ0 + 3) (l − ρ0 + 4)

24(2l + 2)(2l + 3)(2l + 4)(2l + 5)
b0,

...

(7.85) bj = b0
1

j!

j∏
p=1

(l − n+ p)

(2l + p+ 1)
.

ھذا لانھائیة. قوى كمتسلسلة G(ρ) الدالة حل على نحصل q = 0 أن تذكر مع (7.82) في bj المعاملات بتعویض
إلى تؤول (7.83) التكراریة العلاقة فإن j ما جداً كبیرة قیمة إلى یصل عندما ν المؤشر أن یعني

(7.86) bj+1 ∼
1

j
bj =

1

j!
b0; j ≫ 1,

كالتالي G(ρ) الدالة تصبح بالتالي و

Gnl(ρ) = b0

1 +
jmax∑
ν=1

1

ν!

ν∏
p=1

(l − n+ p)

(2l + p+ 1)
ρν +

∞∑
ν>jmax

1

ν!
ρν

 ,
سوى لیس الأقواس داخل الثاني المجموع حد إن .(7.86) التقارب تطبیق یمكن عندھا التي القیمة یمثل jmax حیث
التعریف حسب R الدالة أن یعني ھذا .eρ أُسي حد مع ρ لـ حدود كثیرة حد لھا G(ρ) الدالة إذاً .eρ الأسیة الدالة
تنقطع أن لابد إذاً للمعایرة! قابلة غیر بالتالي و ρ → ∞ عندما متناھیة غیر أنھا أي .eρ/2 كـ تتصرف (7.67)

أن حالة في یحدث ھذا .bjmax+1 = 0 أن یعني ھذا .ν > jmax تصل عندما القوى متسلسلة

(7.87) l − ρ0 + jmax + 1 = 0.

صیغة إلى الوصول یمكننا أنھ حقیقة صحیحة. قیم تساوي ρ0 أخرى بعبارة ،ρ0 = jmax + l + 1 أن یعني ھذا
ρ0 قیم ھي ما لكن المضروب. علاقات على نحصل بھذا صحیح! عدد ρ0 ماكانت إذا bj للمعاملات نظیفة و مغلقة
صفر. حتى أو سالبة تكون أن لایمكن أنھا جداً الواضح من (7.61) في ρ0 لـ تعریفنا من تبنیھا؟ یمكن التي الصحیحة
منھ الذي و (7.71) في n الرئیسي الكمي للعدد تعریفنا لدى بدایة ذكرناه ما یتفق الذي و ρ0 ≥ 1 فقط الممكن من

بأن نكرر إذاً .(7.72) المیزة الطاقة قیم على حصلنا

ρ0 = n = jmax + l + 1 ≥ 1.

كالتالي G(ρ) الدالة حل على نحصل q = 0 أن تذكر مع (7.82) في (7.85) المعاملات بتعویض

(7.88) Gnl(ρ) = bnl

1 +
n−l−1∑
ν=1

ρν

ν!

ν∏
p=1

(l − n+ p)

(2l + p+ 1)

 ,
.l المداري الزاوي الكمي العدد على و n الرئیسي الكمي العدد قیم على یعتمد لأنھ bnl بـ b0 الثابت إستبدلنا حیث
یكون لن (7.88) في المجموع أن الواضح من من .R(r) القطریة الدالة معایرة من لاحقاً bnl الثابت قیمة تحدد و

تحقق إذا إلا معنویاً
(7.89) n− l − 1 ≥ 0 ⇒ n ≥ l + 1,



178 Schrödinger equation in three dimension أبعاد ثلاث في شرودنجر معادلة .7

.Gnl(ρ) للدوال القوى متسلسلة حل :(7.1) جدول
G(ρ) الدالة حدود كثیرات

G10(ρ) = b10
G20(ρ) = b20

(
1− ρ

2

)
G21(ρ) = b21
G30(ρ) = b30

(
1− ρ+ ρ2

6

)
G31(ρ) = b31

(
1− ρ

4

)
G32(ρ) = b32
G40(ρ) = b40

(
1− 3ρ

2
+ ρ2

2
− ρ3

24

)
G41(ρ) = b41

(
1− ρ

2
+ ρ2

20

)
G42(ρ) = b42

(
1− ρ

6

)
G43(ρ) = b43

حسب Gnl(ρ) للدالة القوى متسلسلة حلول یوضح (7.1) الجدول مقبول. غیر ھذا و سالبة قیم ν ستأخذ ذلك عدا
Gnl(ρ) الدالة بتعویض .l المداري الزاوي الكمي العدد و n الرئیسي الكمي للعدد مختلفة قیم عند (7.89) العلاقة

الشكل على Rnl(ρ) القطري الجزء حل على نحصل (7.67) القطریة المعادلة حل في (7.88) في

Rnl(ρ) = bnlρ
le−ρ/2

1 +
n−l−1∑
ν=1

ρν

ν!

ν∏
p=1

(l − n+ p)

(2l + p+ 1)

 .
الشكل على Rnl(r) القطري للجزء الكامل الحل على نحصل ،ρ عن للتعویض (7.80) بإستخدام

(7.90) Rnl(r) =
(
ρ

r

)3/2

bnl

(
2

n

Zr

a0

)l
e−Zr/na0


1+∑n−l−1

ν=1
1
ν!

(
2Z
n

r
a0

)ν
×

ν∏
p=1

(l−n+p)
(2l+p+1)

 ,

الإنتقال لدى إضافتھ یتم ثابت ρ/r = 2Z/na0 المعامل المعایرة. من یُحدَّد bnl الثابت و n ≥ l + 1 أن حیث
كالتالي یكتب الكرویة الإحداثیات في الموجیة الدالة معایرة إن .r القطري المتغیر إلى ρ الأبعاد عدیم المتغیر من

(7.91) 1 =
∫
|ψ(r, θ, ϕ)|2d3r =

∫ ∞
0

r2dr
∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ |ψ(r, θ, ϕ)|2.

تصبح القطریة الدالة معایرة فإن المتغیرات فصل بعد

(7.92)
∫ ∞
0
|Rnl(r)|2r2dr = 1.

كالتالي تٌحسب أنھا نجد (7.90) بإستخدام ،R10(r) الدالة معایرة أردنا لو المثال، سبیل على

1 =
∫ ∞
0

∣∣∣∣∣
(

2Z

a0

)3/2

b10e
−Zr/a0

∣∣∣∣∣
2

r2dr =
(

2Z

a0

)3

b210

∫ ∞
0

e−2Zr/a0r2dr,

=
(

2Z

a0

)3

b210

a3
0

4Z3
= 2b210
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ھي الثابت قیمة فإن علیھ و

b10 =
1√
2
.

المعایرة ثابت بإستخدام ρ→ r المتغیر تحویل لدى (ρ/r)3/2 = (2Z/na0)
3/2 المعامل إمتصاص الممكن من

أن حیث ،bnl عن بدلاً b′nl

(7.93) b′nl =
(
ρ

r

)3/2

bnl =
(

2Z

na0

)3/2

bnl,

للدالة أعلاه المثال في .
∫∞
0 |Rnl(r)|2r2dr = 1 التكامل من مباشرة b′nl المعایرة ثابت حساب یتم وبالتالي

أن المعایرة من نجد ،R10(r)

b′10 = 2
(
Z

a0

)3/2

,

Rnl(ρ) الأبعاد عدیمة الدالة لمعایرة bnl المعامل سنستخدم نقول: و نلخص إذاً .(7.93) المعادلة مع تتفق والتي
من تُعطى b′nl و bnl بین العلاقة أن حیث ،1/L3/2 أبعاد لھا Rnl(r)التي القطریة الدالة لمعایرة b′nl المعامل و

.(7.93) العلاقة خلال

Two solution relation and Hydrogenlike spectrum الھیدروجین طیف و الحلین علاقة

لیست G(ρ) الدالة أن الفور على أدركنا حیث (7.70) التناسب علاقة إستنتجنا (7.67) المعادلة إلى نظرتنا من
أن أي المصاحبة، لاجویر دالة إلا لیس (7.88) القوى متسلسلة حل أن و المزاملة. لاجویر دالة سوى

(7.94) Gnl(ρ) =

√√√√(n− l − 1)!

2n(n+ l)!
L2l+1
n−l−1(ρ).

أن نجد آخر، بسیاق

(7.95) L2l+1
n−l−1(ρ) =

1 +
n−l−1∑
ν=1

ρν

ν!

ν∏
p=1

(l − n+ p)

(2l + p+ 1)

 ,
إلا لیس bnl الثابت و

(7.96) bnl =

√√√√(n− l − 1)!

2n(n+ l)!
.

القوى متسلسلة حلول من أو (7.81) العلاقة في المزاملة لاجویر دوال بإستخدام القطریة الدالة حسبنا سواء
المُعَایرة و القطریة الموجیة الدوال أوائل بعض یُعطي (7.2) الجدول تماماً. النتیجة نفس على سنحصل (7.90)
الإحصائیة. التوزیعات من یقابلھا ما و الدوال ھذه سلوك یوضح (7.7) الشكل بینما الھیدروجین. شبیھة للذرات

الھیدروجین شبیھة للذرات الكلیة الموجیة الدالة نكتب ،(7.28) المتغیرات فصل علاقة حسب

(7.97) ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ),

التعریف من یُعْطى Ylm(θ, ϕ) الزاوي الجزء حل .(7.2) الجدول في مجدولة و (7.90) من تُعْطى Rnl(r) حیث
الكمیة الحالات عند للإلكترون المواقع توزیع یوضح (7.7) الشكل أن كما .(A.2) الجدول في مجدول و (A.43)
فضاء نستنتج أن یمكن منھا التي و النواة حول الموقع لدالة الزاویة التوزیعات یوضح (A.2) الشكل فإن المختلفة،
حول للإلكترون الزاویة التوزیعات و الموقع توزیعات كثافة إن النواة. حول یسلكھا أن للإلكترون المسموح المدارات

.(7.8) الشكل في موضحة النواة
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الھیدروجین. شبیھة للذرات المُعَایرة القطریة الموجیة الدوال أوائل :(7.2) جدول

R10(r) = 2
√

Z3

a30
e−Zr/a0

R20(r) =
√

Z3

2a30

(
1− Zr

2a0

)
e−Zr/2a0

R21(r) = 1
2

√
Z3

6a3
0

(
Zr
a0

)
e−Zr/2a0

R30(r) = 2
3

√
Z3

3a3
0

[
1− 2

3

(
Zr
a0

)
+ 2

27

(
Zr
a0

)2
]
e−Zr/3a0

R31(r) = 4
27

√
2Z3

3a30

(
1− Zr

6a0

) (
Zr
a0

)
e−Zr/3a0

R32(r) = 4
81

√
Z3

30a3
0

(
Zr
a0

)2
e−Zr/3a0

R40(r) = 1
4

√
Z3

a3
0

[
1− 3

4

(
Zr
a0

)
+ 1

8

(
Zr
a0

)2
− 1

192

(
Zr
a0

)3
]
e−Zr/4a0

R41(r) = 1
16

√
5Z3

3a30

[
1− 1

4

(
Zr
a0

)
+ 1

80

(
Zr
a0

)2
] (

Zr
a0

)
e−Zr/4a0

R42(r) = 1
64
√

5

√
Z3

a30

(
1− 1

12
Zr
a0

) (
Zr
a0

)2
e−Zr/4a0

R43(r) = 1
768
√

35

√
Z3

a3
0

(
Zr
a0

)3
e−Zr/4a0

الحالة عند الھیدروجین شبیھة لذرة المعایرة القطریة المعادلة أوجد G(ρ) القوى متسلسلة من :(7.1) مثال
الدالة إحسب r؟ = ⟨r⟩ عند الإلكترون نجد أن الإحتمالیة كثافة ھي ما .⟨r⟩ إحسب منھا و l = 1 و n = 3

♠ للحالة. الكلیة الموجیة

الحل نكتب (7.88) علاقة من :(7.1) مثال حل

G31(ρ) = b31

1 +
1∑

ν=1

ρν

ν!

ν∏
p=1

(l − n+ p)

(2l + p+ 1)

 = b31

[
1− ρ

4

]
.

القطریة الدالة على نحصل (7.67) العلاقة بإستخدام

R31(ρ) = ρ e−ρ/2G31(ρ) = b31

[
1− ρ

4

]
ρ e−ρ/2.

القطریة الدالة نكتب ،b′nl بـ bnl المعایرة ثابت نستبدل حیث r إلى ρ المتغیر من للإنتقال (7.80) العلاقة بإستخدام
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توزیعاتھا و Z = 1 الھیدروجین لذرة (a−3/2
0 (بوحدة Rnl(r) المعایرة القطریة الموجیة الدوال :(7.7) شكل

المداریة. الزاویة الكمیة الأعداد و الرئیسیة الكمیة الإعداد رتب لأوائل (a−1
0 (بوحدة r2|Rnl(r)|2 الإحتمالیة

R31(r) =
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3
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)
e
− 1

3

(
Zr
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)
.

القطریة الدالة الآن لنعایر
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|R31(r)|2r2dr =
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(
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)
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على التكامل إجراء بعد لنحصل ،α = 2Z/3a0 ھنا ،(C.17) التكامل علاقة نستخدم
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إلى إحتمالیة) كثافة (أشد الأغمق من النواة حول للإلكترون الزاویة و القطریة التوزیعات كثافة شكل :(7.8) شكل
إحتمالیة). (أقل الأفتح
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إذاً القطریة المعادلة تصبح

R31(r) =
4

27

(
2Z3

3a3
0

)1/2 [
1− 1

6

(
Zr

a0

)](
Zr

a0

)
e
− 1

3

(
Zr
a0

)
.

كالتالي n = 3, l = 1 للحالة ⟨r⟩ المتوقعة القیمة حساب یمكن

⟨r⟩31 =
∫ ∞
0

R∗31(r)rR31(r) r
2dr =

∫ ∞
0

r |R31(r)|2 r2dr,

=
16

729

(
2Z3

3a3
0

)∫ ∞
0

r
[
1− 1
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)]2 (Zr
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)2
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r2dr,
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)
+
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)
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تصبح r = ⟨r⟩ عند الموجیة الدالة

R31

(
25a0

2Z

)
=

4

27

(
2Z3

3a3
0

)1/2 [
1− 1

6

(
25

2

)](
25

2

)
e−

1
3(

25
2 ),

= −325

81

√
Z3

6a3
0

e−25/6.

تصبح إذاً الإحتمالیة كثافة

|R31 (r = ⟨r⟩)|2 = 6.44948× 10−4Z
3

a3
0

بین الإلكترون یتواجد أن الإحتمالیة معرفة أردنا لو أبعاد. ثلاث في لانھا الحجوم وحدة مقلوب ھي وحدتھ أن واضح
نكتب r = ⟨r⟩ عند r + dr و r

r2 |R31(r)|2
∣∣∣
r=⟨r⟩

= 0.100773
Z

a0

,

♣ الطول. مقلوب وحدة لھا التي و

تصبح عندھا التي و الھیدروجین شبیھة لذرة الأرضیة الحالة في للإلكترون القطریة المسافات أوجد :(7.2) مثال
داخل الإلكترون تواجد إحتمال ھو ما المسافات. ھذه عند الإحتمالیة كثافة إحسب و عظمى، قیم الإحتمالیة لكثافة
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♠ الھیدروجین؟ لذرة الأرضیة الحالة في (0, 2a0) المنطقة

القطري الإحصائي التوزیع دالة نحسب و (7.2) الجدول من الأرضیة للحالة القطریة الدالة نأخذ :(7.2) مثال حل
على لنحصل r2|R10(r)|2

r2|R10(r)|2 = 4
z3

a3
0

r2e−2rz/a0 .

تجعلھا التي r قیم نحسب منھا و الأولى المشتقة نأخذ لھذا الصفر. تساوي الأولى المشتقة فإن العظمى، القیم عند
أي صفر،

d

dr

(
r2|R10(r)|2

)
= 8

z3

a3
0

re−2rz/a0 − 8
z4

a4
0

r2e−2rz/a0 = 0,

على نحصل بالصفر مساوتھا و المشتركة العوامل بأخذ

8r
(
1− z

a0

r
)
z3

a3
0

e−2rz/a0 = 0,

على لنحصل الصفریة، غیر المعاملات من التخلص طریق عن نبسط

r
(
1− z

a0

r
)

= 0; ⇒ r = 0 and r = a0/Z.

.r = a0/Z عند تحدث القطریة الإحصائیة التوزیع لدالة العظمى القیمة بینما الصغرى، القیمة تمثل r = 0 عند
كثافة إن .r = a0 عند عظمى قیمة لھا r2|R10(r)|2 أن نجد حیث الھیدروجین، لذرة (7.7) الشكل مع یتفق ھذا

تساوي r = a0/Z عند الإحتمالیة

r2|R10(r)|2
∣∣∣
r=a0/Z

= 4
Z

a0

e−2 = 0.541341
Z

a0

.

تصبح (0, 2a0) المنطقة داخل الإلكترون تواجد ∫إحتمال 2a0

0
r2|R10(r)|2dr = e−4Z

(
−8Z2 − 4Z + e4Z − 1

)
,

0.238103 الباقي و الإحتمالیة أرباع ثلاث من أكبر أي 0.761897 الإحتمالیة ھذه فإن Z = 1 الھیدروجین لذرة
♣ .(2a0,∞) المنطقة في

المثال ھذا من الھدف الأرضیة؟ الحالة في الصودیوم لذرة (7.2) المثال في المطلوب نفس أعد :(7.3) مثال
♠ للھیدروجین. شبیھة ذرة و الھیدروجین ذرة بین النتائج لمقارنة ھو

.1s2 2s2 2p6 3s1 ھو الصودیوم لذرة electronic configuration الإلكتروني التشكیل :(7.3) مثال حل
إلكترون یُدْعى الذي و 3s1 الحالة في الوحید إلكترون إلا كیمیائیاً خاملة و ممتلئة الفرعیة القشور في الإلكترونات
بمجوعة تُعْطَى الأرضیة الحالة في الصودیوم لذرة الطیفیة الحالة فإن لذلك كیمیائیاً. النشط الإلكترون یعتبر و التكافؤ
الإحصائي التوزیع دالة مشتقة بحساب .R30(r) القطریة الدالة فإن علیھ و .(n, l,ml) = (3, 0, 0) الكمیة الأعداد

على نحصل القطریة
d

dr
(r2|R30(r)|2) =

8rZ3e
− 2rZ

3a0 (2187a5
0 − 5103a4

0rZ + 3564a3
0r

2Z2 − 972a2
0r

3Z3 + 108a0r
4Z4 − 4r5Z5)

59049a8
0

.
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المشتقة تصفر التي الجذور بقیة الإلكترون. فیھا لایتواجد التي المنطقة یمثل الذي و r = 0.0 ھو الجذور أول واضح
المعادلة جذور حساب من تأتي الأولى

2187a5
0 − 5103a4

0rZ + 3564a3
0r

2Z2 − 972a2
0r

3Z3 + 108a0r
4Z4 − 4r5Z5 = 0,

الشكل إلى بالنظر .(0.740037, 1.90192, 4.18593, 7.09808, 13.074)a0/Z الجذور مجموعة لھا التي و
إحتمالیة بكثافات القطریة التوزیع لدالة العظمى القیم تمثل (0.740037, 4.18593, 13.074)a0/Z أن نجد (7.7)
تصبح الإحتمالیة كثافات Zفإن = 11 حالة في الترتیب. على ،(0.0148336, 0.0386797, 0.101534)Z/a0

تصبح (0, 2a0) المنطقة داخل الإلكترون تواجد إحتمال .(0.16317, 0.425476, 1.11688)/a0∫ 2a0

0
r2|R30(r)|2dr =

e−4Z/3 {−4Z [2Z (8(4Z(2Z − 9) + 81)Z2 + 729) + 2187]− 6561}
6561

+ 1,

♣ .96% أو 0.960133 تصبح الإحتمالیة ھذه فإن الأرضیة الحالة في للصودیوم

The degeneracy of the spectrum الھیدروجین طیف في الإنحلال 7.4.2

الكمي العدد الطاقة، مستویات یمیز الذي n الرئیسي الكمي العدد كمیة: أعداد بثلاث تتمیز ψnlm الموجیة الدالة
و (7.71) العلاقات في موضح l و n بین الإرتباط .m المغناطیسي الزاوي الكمي العدد و ،l المداري الزاوي
التوافق لدوال (A.3) القسم في و (A.23) المعادلة في المزاملة لیجندر لدوال (A.2) القسم من نجد بینما .(7.89)
L̂2 بالمؤثر المرتبط الكمي العدد l حیث ،l من ممكنة قیمة لكل أن (A.43) المعادلة یلي الذي الشرح في الكروي
العدد بنفس أیضاً mتشترك من الممكنة القیم ھذه .m من ممكنة قیمة 2l+1 یوجد ،(7.30) الممیزة المعادلة حسب

.n الرئیسي الكمي
أن یعني ھذا .jmax = l = 0 أن أي ،n = 1 بـ تتمیز التي و ground state الأرضیة الحالة إعتبرنا لو

.ψ100 وحیدة موجیة بدالة فریدة، الأرضیة الحالة
للعدد ممكنة بقیمة l = 0 و jmax = 1 إما إحتمالین: لدینا .n = 2 لھا التي و الأولى الإثارة حالة الآن لنعتبر
المغناطیسي الزاوي الكمي للعدد ممكنة بقیم l = 1 و jmax = 0 أو ،m = 0 ھي المغناطیسي الزاوي الكمي
،ψ210 ،ψ200 ھنا: ونعني ،n = 2 الرئیسي الكمي العدد لنفس موجیة دوال أربع لدینا أنھ یظھر .m = −1, 0, 1
العدد نفس لھا لكن البعض. بعضھا عن تماما مستقلة حالات تصف و مختلفة الموجیة الدوال ھذه .ψ20,−1 و ،ψ211

degeneracy states إنحلال حالات ھذه الطاقة. نفس لھا االمستقلة الحالات ھذه أن یعني مما الرئیسي، الكمي
الرئیسي. الكمي العدد لنفس و مختلفة مغناطیسیة بمساقط المداري الزاوي العزم من حالات عدة وجود عن ناتجة

بثلاث l = 1 ،m لـ واحدة بقیمة l = 0 الزاوي: الكمي العدد قیم n = 3 الثانیة الإثارة لحالة نجد الطریقة بنفس
شكل منحلة. حالات 9 = 5 + 3 + 1 إذاً الحالات مجموع .m لـ ممكنة قیم بخمس l = 2 أخیراً و ،m لـ ممكنة قیم

الرئیسي. الكمي للعدد قیمة لكل الممكنة المنحلة الحالات موضحاً الھیدروجین ذرة طیف یوصف (7.9)
بالعلاقة ستُعطى فإنھا ،n الرئیسیة للحالة المنحلة الحالات لعدد ترمز Nd(n) أن لو عام بشكل

(7.98) Nd(n) =
lmax∑
l=0

(2l + 1) =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2.

.additional constant of motion إضافیة حركة لثوابت نتیجة تظھر عام بشكل degeneracy الإنحلال إن
،(4.4) القسم خصوصاً و الرابع الباب في درسنا كما النظام. یصف الذي الھامیلتون في تناظر یوجد التناظر بلغة
ألقینا لو الھامیلتون. مع إبدالي مؤثرھا كان إذا الحركة ثوابت من تعتبر صراحة الزمن على لاتعتمد فیزیائیة كمیة أي
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n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

l = 0

l = 0

l = 0l = 1

jmax = 0 jmax = 1 jmax = 2

l = 2

l = 1

.n من رئیسیة قیمة لكل المقابلة degeneracy states الإنحلال حالات بیان مع الھیدروجین طیف :(7.9) شكل

كمیة إنحفاظ في إنتھاك إلى أدى V (r) المركزي الجھد وجود أن سنجد (7.27) الھامیلتوني للمؤثر فاحصة نظرة
الزاویة. العزوم على یؤثر لم لكن الخطیة. الحركة

حركتھ. كمیة تغیر الإلكترون على مركزیة قوى محصلة وجود یعني المركزي الجھد وجود أن نعلم نحن كلاسیكیا
بین القوة عمل خط على تقع بدورھا التي و - للذرة الكتلة مركز على تقع reference point إسناد نقطة إختیار لكن
torque فتل قوة أي تسبب لن الإلكترون على الكولومبیة القوة بالتالي البروتون- و الإلكترون المتفاعلین الجسمین
مدار یكون أن كلاسیكیاً المتوقع من فإنھ الحركة. ثوابت من للإلكترون الزاویة العزوم فإن لھذا الإسناد. نقطة حول
العزم متجھ جبریاً، البروتون. و الإلكترون الجسمین، كلا یحوي الأبعاد) (ثنائي مستوى على النواة حول الإلكترون
الزاوي العزم فإن الھیدروجین، لذرة الكتلة مركز حركة بسبب لكن الفضاء1. في ثابتاً یكون أن یجب L الزاوي
L أن أي الفضاء في محدد إتجاه لھ لیس الزاوي العزم متجھ المتجھات، بلغة ثابتاً. مقداره یبقى لكن إتجاھھ، سیتغیر

محفوظ. |L| المقدار لكن محفوظ، غیر
یعني الھامیلتوني. المؤثر مع إبدالي ،(L̂ لیس (و L̂2 المداري، الزاوي العزم مؤثر مربع فإن الكم نظریة حسب
عنھا تخبرنا الفضاء في الزاوي العزم لإتجاه توزیعات ھناك الإتجاه. في لیس و المقدار في محفوظ الزاوي العزم أن
النواة حول الإلكترون لمواقع الزاوي التوزیع تُعطي التي و |Ylm(θ, ϕ)|2 أو الموجیة، الدالة من الزاوي الجزء
.ϕ و θ الزاویة المواقع على تعتمد لا ثابتة، Y00(θ, ϕ) فإن l = 0 عندما المثال سبیل على .(A.2) الشكل في كما
الرسوم خلال من الزاوي التوزیع دالة شكل عن یُعبر لھذا النواة. حول متجانس الإلكترون لموقع الزاوي التوزیع
الفضاء. في الزاوي العزم لمتجھ معین لإتجاه أفضلیة لایوجد ھنا الكروي. بالشكل parametric plots الوسیطیة
المداري الزاوي الكمي العدد قیم عند مثلاً لاحظ .isotrpic الإتجاھات) تجانس (أو التناحي حالة تسمى الحالة ھذه
الفضاء في الإلكتروني للتواجد زاویة أفضلیھ ھناك بالتالي و θ على تعتمد النواة حول الإلكترون مواقع l > 0
في ثابت المداري الزاوي العزم متجھ إتجاه كان لو فیما یحدث أن لایمكن ھذا .(7.8) الشكل یوضح كما النواة، حول

النواة. حول الإلكترون لمدار محدد بشكل نتنبأ أن الممكن غیر من السبب لھذا الفضاء.

.90-91 صفحة [2] المرجع إلى 1أنظر
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لماذا أخرى بصیغة أو النواة؟ حول الكلاسیكي الإلكترون مدار شكل تحدید نستطیع لا لماذا الآن: المناسب السؤال
نجریھ التي بالقیاس بحساسیة یتأثر مجھري النظام ھذا أن ھي الإجابة الفضاء؟ في المداري الزاوي العزم إتجاه یتغیر
یسبب النواة حول (ϕ السمتي الموقع لیس (و θ الزاوي الموقع تحدید إن الزاوي. العزم و الزاویة المواقع لتحدید علیھ
لكن ،(2.28) العلاقة في الیقین عدم مبدأ ما حد إلى یشبھ ھذا صحیح. العكس و الزاوي، العزم متجھ في إضطراب

على لنحصل الزاوي، العزم و الزاوي الموقع بین ھنا

(7.99) ∆L ∆θ ≥ ~
2
,

قیاس أسالیب ھناك فقط. الإتجاه في الزاوي العزم یغیر حالاتھ- أحسن في القیاس- في الحاصل الإضطراب أن حیث
زیمان. أثر في الحال ھو كما الخارجیة، المغناطیسیة كالمجالات المقدار: على أیضاً تؤثر

مربع لیس محفوظة. l(l + 1)~2 الممیزة القیم أن یعني الھیدروجین لذرة الھامیلتوني المؤثر مع L̂2 إبدالیة إن
إتجاه یعتبر z محور ) L̂z بـ لھ یرمز الذي و z محور بإتجاه الزاوي العزم أیضاً بل حسب، و الزاوي العزم
للنظام. الھامیلتوني المؤثر مع أیضاً إبدالى الخارجي) المغناطیسي كالمجال النظام، على المؤثرة الخارجیة المجالات
ناتج Lz الزاوي العزم ثبات إن الإنحلال. سبب مما الزاویة، العزوم قیم على الطاقة إعتماد عدم أدى التناظر ھذا
تناظر في جلیاً یظھر ھذا .ϕ السمتیة الزاویة على |Ylm(θ, ϕ)|2 الزاوي التوزیع دالة إعتماد عدم عن ریاضیاً

.(A.2) الشكل یوضح كما z محور حول |Ylm(θ, ϕ)|2

النواة، مركز عن بعیداً الإسناد نقطة بتغییر ذلك و ریاضیة طریقة النظام: عن الإنحلال لرفع طریقتین توجد
العزوم مع یتفاعل خارجي إضطرابي بمجال بالتأثیر ذلك و الزاویة للعزوم التناظر كسر تتضمن عملیة طریقة و
خارجي مغناطیسي مجال بتأثیر تنفذ أن یمكن الثانیة الطریقة المُنحَلة. للحالات طیفیة إنقسامات إلى یؤدي مما الزاویة،
نفسھ µL ھنا .(1.47) العلاقة حسب µL magnetic dipolemoment المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم مع یتفاعل
سیتم و زیمان بأثر تُعرف الطریقة ھذه الھامیلتون. و الزاوي العزم بین الإبدالیة العلاقة تختل بالتالي و L̂ على یعتمد

لاحقاً. بالتفصیل دراستھا
لیصبح (7.56) الجھد تعریف بإعادة ببساطة تتم الإنحلال لرفع الریاضیة الطریقة

(7.100) V (r) = − 1

4πϵ0

Ze2

r
+
~2

2µ

g2

r2
,

بـ l(l + 1)/r2 نستبدل حیث بالجھد، المساس دون ،(7.58) القطریة المعادلة في النابذ الحد تغییر إلى یؤدي مما
أن حیث l′(l′ + 1)/r2

l′ = −1

2
+
√

(l + 1/2)2 + g2.

إلى یتحول (7.71) التعریف في الرئیسي الكمي العدد سیجعل ھذا

n = jmax + l′ + 1 = jmax +
1

2
+
√

(l + 1/2)2 + g2,

إلى تتحول (7.72) الطاقة علاقة بالتالي و

E = −1

2
µc2

Z2α2[
jmax + 1

2
+
√

(l + 1/2)2 + g2
]2 .

تزال لا لكن مختلفة. l قیم لھا التي للحالات الإنحلال رفع إلى یؤدي مما الزاوي العزم على تعتمد ھنا الطاقة علاقة
.m المغناطیسي الزاوي الكمي العدد على الطاقة إعتماد عدم بسبب موجودة جزئیة إنحلالات ھناك
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بـ ریاضیاً تعرف الجھد دالة .a قطره نصف لانھائي الكروي البئر جھد داحل mمحصور كتلتھ جسیم لنعتبر

(7.101) V (r) =

{
0 r < a,
∞ r > a.

یكون حالة ھذه .r < a الحالة مع فقط نتعامل فإننا علیھ و ،r > a عندما صفر تساوي للجسیم الموجیة الدالة إن
بإستخدام .(4.1) القسم في كما واحد بعد في الحالة من أعم ھي بالتالي و أبعاد ثلاث على معرفة الجھد دالة فیھا

القطریة المعادلة على نحصل ،(7.18) الصیغة من p̂2
r تعویض أخذ مع (7.31) القطریة المعادلة

(7.102) d

dr

(
r2 d

dr

)
R(r) +

2mEr2

~2
R(r)− l(l + 1)R(r) = 0.

الموجي العدد نعرف

(7.103) k2 ≡ 2mE

~2
> 0,

الجھد داخل المحصور للجسیم القطریة المعادلة إذاً نكتب

d

dr

(
r2 d

dr

)
R(r) +

[
k2r2 − l(l + 1)

]
R(r) = 0,

سوى لیس القطریة المعادلة حل فإن بالتالي و ،(A.90) الكرویة بسل لدوال التفاضلیة المعادلة سوى لیست ھذه
أن أي الكرویة، نویمان دوال و الكرویة بسل لدوال الخطي الجمع

(7.104) R(r) = Ajl(kr) +Bnl(kr).

الشكل لنا یظھر كما ،r = 0 المركز عند متناھیة غیر الكرویة نویمان دوال فإن (A.5) القسم في مذكور ھو كما
إلى (7.104) الحل یُختزل عندئذِ .B = 0 الثابت على فإنھ علیھ و .(A.7)

(7.105) R(r) = Ajl(kr).

علیھ بناء .r = a عند الموجیة الدالة إختفاء ھو و ألا الموجیة، للدالة الحدیة الشروط من تحدد للحل الممیزة القیم إن
فإن

(7.106) jl(ka) = 0 ⇒ ka = αln; n = 1, 2, · · · ,

بإستخدام .(A.4) الجدول في المعطاة و l الرتبة من الكرویة بسل لدالة n رقم (الجذر) الصفر یمثل αln حیث
الممیزة الطاقة قیم على نحصل (7.106) الشرط مع (7.103) التعریف

(7.107) Eln =
α2
ln~

2

2ma2
.

أخرى قیود أي لایوجد .n = 1, 2, 3, · · · الكمي العدد و l = 0, 1, 2, · · · المداري الزاوي الكمي العدد أن حیث
αln الجذور لقیم approximate uninqness التقریبي التمیز بسبب كذلك ببعض. بعضھا الكمیة الأعداد تربط
مثلاً للطاقة! أكبر قیم تعني لا n قیم إزدیاد أن نجد لكن .l لـ مختلفة قیم عند degeneracies إنحلالات توجد لا فإنھ
الكمي للعدد المغناطیسیة المساقط إعتبار لدى ستظھر للطاقة الممكنة degeneracies الإنحلالات .E32 > E03

nml الكمیة الأعداد بمجموعة تُعْطى ممكنة كمیة حالة 2l + 1 یوجد Eln طاقة مستوى لكل .l المداري الزاوي
الطاقة بقیمة تشترك التي المستویات المثال سبیل على .m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l الممكنة قیم حیث
محور حول (7.101) للجھد الكروي التناظر أن إلى یعود السبب .(1,−1, 0) ،(1, 0, 1) ،(1, 1, 1) ھي E11
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E01

E11
E21

E02
E31

E12

E22

E03

E41

E51

اللانھائي. الكروي الجھد داخل محصور لجسیم طاقة مستوى 22 لأول النسبیة الطاقة مستویات :(7.10) شكل

للزخم الممكنة المساقط على الطاقة قیم لاتعتمد بالتالي و المحور ھذا حول أیضاً متناظرة الھامیلتون معادلة یجعل z
المجال إتجاه یمثل z إتجاه أن إعتبار على المغناطیسیة، المساقط نعتبرھا التي و المحور، ھذا على المداري الزاوي

الخارجي. المغناطیسي
الكروي الجھد داخل محصور لجسیم طاقة مستوى 22 لأول النسبیة الطاقة مستویات یوضح (7.10) الشكل
.m المغناطیسیة للمساقط الكمي العدد قیم إعتبار لدى یظھر الإنحلال لكن ln لقیم الإنحلال إنعدام لاحظ اللانھائي.

تصبح الموجیة للدالة الكلي الحل

(7.108) ψlmn(r, θ, ϕ) = Ajl

(
αln

r

a

)
Ylm(θ, ϕ),

المعایرة شرط من الثابتAیحدد المغناطیسي. الزاوي الكمي العدد mیمثل = −l,−l+1, · · · , l−1, حیث1
كالتالي الكرویة الإحداثیات في المعایرة نطبق الثابت لحساب الفضاء. على الموجیة للدالة

1 =
∫
|ψlmn(r, θ, ϕ)|2 d3r =

$
|ψlmn(r, θ, ϕ)|2 r2drdΩ,

= |A|2
∫ a

0

∣∣∣∣jl (αln ra
)∣∣∣∣2 r2dr

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0
Ylm(θ, ϕ) sin θdθdϕ,

التعامد علاقتي بإستخدام الكرویة. الإحداثیات نظام في dΩ = sin θdθdϕ الفراغیة الزاویة على التكامل حیث
كالتالي A الثابت قیمة على نحصل (A.109) و (A.45)

(7.109) A =

√
2

a3

1

jl+1 (αln)
.

تصبح الممیزة الموجیة الدوال

(7.110) ψlmn(r, θ, ϕ) =

√
2

a3

1

jl+1 (αln)
jl

(
αln

r

a

)
Ylm(θ, ϕ).
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لجسیم الأولى الأربع الإثارة حالات و الأرضیة للحالة r/a لـ كدالة a−1 بوحدة القطریة التوزیع دالة :(7.11) شكل
اللانھائي. الكروي الجھد داخل محصور

m المغناطیسي الزاوي الكمي للعدد الممكنة و المختلفة القیم عن ناتجة منحلة حالة 2l + 1 ھناك أن الواضح من
.n الكمي للعدد معینة قیمة عند l قیم لنفس

القطریة التوزیع دالة من تُعْطى الأصل، نقطة إعتبرناه الذي و الجھد، لمركز بالنسبة القطریة الجسیم مواقع إن
حالات و الأرضیة للحالة r/a لـ كدالة a−1 بوحدة القطریة التوزیع دالة یوضح (7.11) الشكل .r2|Rln(r)|2
بعیداً تنزاح القمم ھذه تقابلھا. التي المواقع عند یتواجد أن للجسیم أكبر إحتمالیة تعني القمم الأولى. الأربع الإثارة
أماكن إن القطریة. التوزیع لدالة البطون عدد یعطى n الكمي العدد أن لاحظ الطاقات. قیم إزدیاد لدى المركز عن
الدالة .(A.2) بالشكل تُعْطى التي و |Ylm(θ, ϕ)|2 الزاویة التوزیع بدالة تُعْطى لأصل نقطة حول الجسیم تواجد

الجھد. مركز حول للجسیم الزاویة و القطریة التوزیعات أشكال ستعطي r2|ψlmn(r, θ, ϕ)|2

العلاقة من j0
(
αln

r
a

)
نحسب و ،(A.2) الجدول من Y00 نأخذ ،m = 0 و ،l = 0 ،n = 1 الأرضیة للحالة

على لنحصل ،(A.99)

ψ001(r, θ, ϕ) =

√
2

a3

1

j1 (π)

sin
(
π r
a

)
(
π r
a

) 1√
4π
,

على نحصل التبسیط و التعویض مع ،j1 (π) = 1/π أن بما .α01 ≈ π أن حیث

(7.111) ψ001(r, θ, ϕ) =
1√
2πa

sin (πr/a)

r
,

یصبح (7.107) الممیزة الطاقة مقدار

(7.112) E01 =
π2~2

2ma2
.

إنحلال. أي لھا لایوجد أي ،unique state فریدة حالة واضح، ھو كما الأرضیة، الحالة

الأرضیة للحالة (7.101) الجھد داخل محصور لجسیم (7.102) القطریة المعادلة حل أوجد :(7.4) سؤال
و (7.111) العلاقات مع تتفق النتائج أن أثبت و الأرضیة للحالة الطاقة و الكلیة الموجیة الدالة إستنتج منھا و فقط،

♢ .(7.112)
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The free particle in spherical الكرویة الإحداثیات في الحر الجسیم 7.6
coordinates

لذلك الفضاء. نقاط جمیع عند V (r) = 0 بأنھا الحر للجسیم الجھد دالة نُعَرِّف ،(4.5) القسم في سابقاً ذكرنا كما
.∞ ≥ r > 0 أن ھو الفارق لكن (7.102) المعادلة نفس ھي القطریة معادلتھ فإن

لدوال المعایرة شرط لكن ،(7.105) المعادلة في المُعْطَى نفسھ ھو لایزال عام بشكل القطریة المعادلة حل إذاً
للجسیم ھذه المعایرة مشكلة إن .(A.78) الإنغلاق علاقة من ینبثق بل (A.109) العلاقة من یُعْطى لن سوف بسل
علاقة في واحد بعد في الحر للجسیم المستویة الدوال معایرة عن الحدیث لدى قبل من واجھناھا و مزمنة مشكلة الحر
ھذا محددة. غیر لكن ثابتة حركة بكمیة و كلھ الفضاء في یعیش الحر الجسیم أن فیزیائیاً المشكلة .(4.42) المعایرة

الیقین. لعدم ھایزنبرج علاقة في أیضاً مشكلة یولد
دوال إلى بسل دوال تحویل مع ،(7.103) من تعطى k حیث ،(A.78) الإنغلاق علاقة في α = k أخذنا لو

الكرویة بسل لدوال التالیة التعامد علاقة على نحصل فإننا (A.92) التعریف عبر الكرویة بسل

(7.113)
∫ ∞
0

jl(kr)jl(k
′r)r2dr =

π

2k2
δ(k − k′),

مستمر. طیفھا الجسیم یحملھا التي k قیم أن تعني التي و
في الجسیم إنتشار لتمثیل (A.107) الكرویة بسل لدوال التقاربیة العلاقة إستخدام یمكننا kr ≫ 1 أن حالة في

أن أي الفضاء،

(7.114) jl(kr) ∼
1

kr
sin

(
kr − lπ

2

)
,

أن حیث kr − lπ/2 = nπ قیم عند nodes عقد لھا الموجات ھذه موقوفة. الكرویة موجات عن عبارة ھي و
كالتالي kr ≫ 1 عندما التقاربیة الحدود في بسل دوال لأصفار تعبیر على نحصل بالتالي .n = 1, 2, . . .

(7.115) (αln)kr≫1 = nπ +
lπ

2
.

لـ قیمة أي عند و l = 0 عندما (A.4) الجدول في الكرویة بسل دوال أصفار تماماً تحقق (7.115) الأصفار علاقة
.n لـ الكبیرة القیم عند l > 0 عندما اخرى مرة أدق بشكل و ،n لـ الصغیرة للقیم l > 0 عندما تقریبیاً و ،n

تمارین و أسئلة 7.7

أن أثبت منھا و أبعاد. ثلاث في الحركة كمیة و الموقع بین القانونیة الإبدالیة العلاقات صیاغة أعد :(7.5) سؤال
♢ .[r,p] الإبدال إحسب كذلك الحركة. كمیة و للموقع الكارتیزیة المركبات k و j أن حیث ،[xj, pk] = i~δjk

♢ .∆r∆p الضرب ناتج إحسب منھا و أبعاد، ثلاث إلى الیقین لعدم ھایزنبرج علاقات عمم :(7.6) سؤال

(جسیم a ضلعھ المكعب البئر جھد لحل الكارتیزیة الإحداثیات في المتغیرات فصل إستخدم :(7.7) سؤال
الجھد دالة ان بحیث صندوق) في محصور

V (x, y, z) =

{
0 (x, y, z) ∈ [0, a],
∞ otherwise.
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إحسب .E = Ex + Ey + Ez الطاقات و Ψ(x, y, z) = ψ1(x)ψ2(y)ψ3(z) الكلیة الموجیة الدالة إعتبر
لھ. الكلیة الطاقة و للجسیم الممیزة الموجیة الدالة إحسب منھا و مركبة لكل الممیزة القیم و المعایرة الممیزة الدوال
نحصل لم بینما أبعاد، ثلاث النظام حالة في إنحلال على حصلنا لماذا وضح و degeneracy الإنحلال على علق

♢ واحد. بعد في إنحلال على

بالشكل یُعْطى الكارتیزیة المحاور في أبعاد ثلاث قي التوافقیة الحركة جھد إعتبر :(7.8) سؤال

V (x, y, z) =
1

2
mω2

(
x2 + y2 + z2

)
ھي ما الكلیة. الطاقة و الممیزة للدوال تعابیر أوجد واحد، بعد في البسیطة التوافقیة الحركة من تعلمتھ ما بإستخدام
مستویات 10 أصغر قیم عدد لماذا؟ و degeneracies؟ إنحلالات یوجد ھل الجھد؟ لھذا الأرضیة الحركة طاقة

♢ ممیزة. طاقة قیمة لكل المقابل الإنحلال أوجد و ~ω بوحدة للطاقة

عن عبر و أبعاد. بثلاث الإبدالیة علاقاتھا و الدرجیة المؤثرات صیاغة أعد (8) السؤال في :(7.9) سؤال
♢ الھامیلتوني. المؤثر مع و بعضھا مع الإبدالیة علاقاتھا جمیع إحسب بدلالتھا. الھامیلتون

إرتفاعھا و R قطرھا نصف (علبة) قائم إسطواني جھد داخل تماماً محصور m كتلتھ جسیم :(7.10) سؤال
بإستخدام و للجسیم شرودنجر معادلة أكتب صفر. الإسطوانة داخل ∞و یساوي الإسطوانة أسطح على الجھد .H
أن أثبت المعایرة. الحلول جمیع أوجد المعایة و الحدیة الشروط تطبیق مع المتغیرات فصل و الإسطوانیة الإحداثیات

بـ تعطى الممیزة الطاقة

Enmj =
~2

2m

[(
αmj
R

)2

+
(
nπ

H

)2
]
,

إحسب .azimuthal dependence السمتي الإعتماد من mتظھر حیث Jm بسل لدالة j رقم الصفر αmj حیث
♢ الأرضیة. الحالة طاقة أیضاً

♢ .(7.81) العلاقة بإستخدام (7.2) الجدول بناء أعد :(7.11) سؤال

deu- الدیوتیریوم (2) الھیدروجین، (1) في 2P → 1S للإنتقال الموجیة الأطوال بین قارن :(7.12) سؤال
(حالة positronium البوزیترینیوم (3) نیوترون)، و بروتون من تتكون deuteron دیوترون (النواة terium

♢ بوزیترون). و لإلكترون الإرتباط

بروتون من تتكون trition التریتیون (نواتھا tritium التریتیوم في الأرضیة الحالة في إلكترون :(7.13) سؤال
یبقى أن إحتمال إحسب نیوترون). و (بروتونین 3He النظیر إلى حولھا نووي تفاعل للنواة حدث إذا نیوترونین). و

♢ .3He لـ الأرضیة في الإلكترون

كالتالي (7.31) العلاقة في effective potential function المؤثرة الجھد دالة عرفنا لو :(7.14) سؤال

Veff = V (r) +
~2

2mr2
l(l + 1),
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الصیغة نفس تعطي (7.31) القطریة التفاضلیة المعادلة أن أثبت .R(r) = u(r)/r القطریة الدالة عرفنا و
♢ واحد. بعد في شرودنجر لمعادلة الریاضیة

المعزلیة حركتھ و m كتلتھ لجسیم شرودنجر لمعادلة relativistic analog النسبي المماثل :(7.15) سؤال
الطاقة علاقة من تُعْطى الإلكترون) على لاتنطبق (بھذا spin 0 particle صفر تساوي

(E − V )2 = p2c2 +m2c4

بالتالي )و
E

~c
+

Ze2

4πϵ0~c

1

r

)2

ψ = −∇2ψ +
(
mc

~

)2

القطریة. المعادلة أوجد أ)
طیف إحسب الھیدروجین، لذرة القطریة المعادلة مع (أ) في القطریة المعادلة بین الكبیرة القرابة بملاحظة ب)

♢ الممیزة. القیم

لإیجاد إستخدامھا و (Z > 1) بالھیدروجین شبیھة عشوائیة لذرة ⟨1/r⟩nl مقدار إحسب :(7.16) سؤال
لـ صیغة

⟨K⟩nl =

⟨
p2

2m

⟩
nl

.

♢ .virial theorem المماتنة لنظریة خاص مثال ھذه .⟨K⟩ = −1
2
⟨V ⟩ أن أیضاً بین

الموجیة بالدالة حالتھ توصف لبروتون الكولومي المجال مع یتفاعل إلكترون :(7.17) سؤال

Ψ(r) =
1

6

[
4ψ100(r) + 3ψ211(r)− ψ210(r) +

√
10ψ21−1(r)

]
.

للطاقة؟ المتوقعة القیمة ماھي �أ-
؟ L2 المتوقعة القیمة ماھي �ب-
♢ ؟ Lz المتوقعة القیمة ماھي �ج-

حركة جھد في محصور m كتلتھ جسیم لمناقشة الباب خلال من المشروحة الطرق إستخدم :(7.18) سؤال
بـ للنظام الھامیلتون یُعْطى كروي، توافقیة

H =
p2

2m
+

1

2
mω2r2.

القیم طیف و المعایرة الممیزة الدوال مجموعة و النظام حلول لإیجاد المتغیرات فصل و الكرویة الإحداثیات إستخدم
♢ لاجویر. دوال ستظھر ھنا لاحظ الممیزة.

♢ معایرة. (7.111) الممیزة الدالة أن من تأكد :(7.19) سؤال
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نیوترون و (mp = 938.272MeV/c2) بروتون من یتركب الھیدروجین نظیر الدیوترون :(7.20) سؤال
الترابط طاقة إن إثارة. حالة اي لایملك و واحدة إرتباط حالة لھ بأن یتمیز و (mn = 939.565MeV/c2)
النیوكلونین أن إعتبرنا لو فقط. 2.224MeV قیمتھا و المستقرة) الأنویة مع (مقارنة نسبیاً منخفضة للدیوترون
یعطى المربع، المتناھي البئر جھد ھو و كرویاً متناظر جھد في محصوران الدیوترون في النیوترون) و (البروتون

بـ
V (r) =

{
−V0 r < R,
0 r > R,

أن إعتبار على الفضاء في حلھا أوجد و الأرضیة للحالة للدیوترون شرودنجر معادلة أكتب .R = 2.1 fm حیث
الثوابت قیم إحسب المعایرة شرط من كذلك للدیوترون. النووي الجھد عمق إحسب .l = 0 لھا الأرضیة الحالة
لحساب تحلھا أن علیك ،transcendental equation متسامیة معادلة على ستحصل (إنتبھ! الحل. عن الناتجة

♢ (.V0 الجھد عمق
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8
الكم لمیكانیك المجردة التمثیلات

Abstract representation of the quantum mechanics

المكان على تعتمد موجیة بدوال الجسیم یشغلھا التي الممیزة الحالات توصیف chapter 3 الثالث الباب في تناولنا
خطیة ھیرمیشیة لمؤثرات ممیزة دوال ھي الموجیة الدوال ھذه كمیة. أعداداً الأحیان من كثیر في تحمل و الزمان و
basis أساسات بأنھا توصف الممیزة الدوال مجموعة فإن الوقت بنفس الممیزة. القیم من بمجموعة أطیافھا تُعْطَى
للنظام الممكنة الكلیة الحالة وصف كیفیة تعلمنا الطیفي، التحلیل نظریة من و علیھ، بناء نفسھ. المؤثر فضاء لبناء
الإقلیدي الفضاء في متجھ أي تمثیل كبیر حد إلى تشابھ جبریة بطریقة الممیزة الجزئیة للحالات خطي كمجموع
عرفنا المنطلق ھذا من الإقلیدي. الفضاء اساسات تعتبر التي و (̂i, ĵ, k̂) المتعامدة المتجھ وحدات من خطي بمجموع
المركبة. الدوال تكامل على تعتمد خاصة بطریقة الجزئیة الحالة على الكلیة الحالة یسقط التي و الداخلي الضرب

تمثیل عن بدلاً أخرى تمثیلات یوجد المقابل في خاص. تمثیل الثالث الباب في الجبري التمثیل الأمر واقع في
مع التعامل في أكبر مرونة على نحصل طریقھ عن الذي و matrix representations المصفوفات كتمثیل الدوال،
صورة و ھایزنبرج صورة الأخرى الصور ضمن من شرودنجر. صورة عدا الكم میكانیكا صور من أخرى صور
more abstract representation تجریداً أكثر بالأحرى أو عمومیة أكثر بأنھ یوصف تمثیلاً أیضاً یوجد التفاعل.
توصف الحالة المجرد التمثیل ھذا في .Hilbert space ھیلبرت فضاء في الخطي الجبر على أساسي بشكل یعتمد
الجبریة القواعد كبیر حد إلى تشبھ ضرب و جمع من جبریة قواعد یتبع linear vector space خطي فضاء بمتجھ
الفضاء في حقیقي إتجاه لھ لایوجد الأول أن الأقلیدي المتجھ و الفضاء متجھ بین الأساسي الفرق الإقلیدیة. للمتجھات

المجرد. المتجھ للفضاء ھندسي مغزى لایوجد آخر بمعنى الھندسي! الطول یمثل مقدار و
فیھ تشبعت و ھندسي إتجاه و بمقدار یتمیز بأنھ المتجھ مفھوم على ھرمنا لأننا البدایة في الفھم صعب ھذا یكون قد
بل مصاعب، أي إلى یؤدي لن للمتجھ الھندسي المقدار و الإتجاه فكرة عن التخلي بأن القاريء أطمئن لكن عقولنا.
بنفس و عالیة بمرونة الكمیة النظم لتوصیف نطبقھا أن یمكن تجریداً أكثر و أعم نظریة على سنحصل العكس على
الأسھم ھاماتھا تعلوا والتي المألوفة الإقلیدیة المتجھات على الحصول و الإقلیدي الفضاء على إسقاطھا یمكن الوقت
السابقة الأبواب خلال من علیھا إعتدنا التي الموجیة الدالة على الحصول و الزمن و الموقع فضاء على إسقاطھا أو

الكتاب. ھذا من

الخطي الجبر أسس و المتجھة الفضاءات 8.1
Vector spaces and basic linear algebra

جبریة كمیات عن عبارة {U, V,W, . . . } عناصرھا مجموعة بأنھا V الخطي المتجھ الفضاء مجموعة نعرف
التالیة: الشروط تستوفي بحیث الفضاء، متجھات ببساطة أو ،V المتجھ الفضاء في خطیة متجھات تسمى
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التالیة: axioms المسلمات تستوفي للجمع محددة قاعدة لھا .1

الجمع فإن U, V ∈ V :V و U فضاء متجھي ∀ أن: أي closure property الإنغلاق خاصیة •
.U + V ∈ V أن أي فضاء متجھ یعطي

.U + V = V + U أن: أي commutative property الإبدالیة الخاصیة •

.U + (V +W ) = (U + V ) +W أن: أي associative property التجمیعیة الخاصیة •

تستوفي: الضرب خواص بحیث aV الشكل على a, b, c, . . . قیاسیة بكمیات للضرب محددة قاعدة لھا .2

.a(U + V ) = aU + aV للمتجھات: distributive توزیعي یكون القیاسیة بالكمیات الضرب •

.(a+ b)V = aV + bV القیاسیة: الكمیات على توزیعي یكون القیاسیة بالكمیات الضرب •

.a(bV ) = abV القیاسیة: للكمیات associative تجمیعي یكون القیاسیة بالكمیات الضرب •

.(UV )W = U(VW ) أن: أي associative تجمیعي الفضاء متجھات ضرب .3

.V + 0 = 0 + V = V أن: بحیث unique null vector فرید 0 صفري متجھ یوجد .4

.V +(−V ) = (−V )+V = 0 أن: بحیث ،−V ∈ V للجمع عكسي متجھ یوجد V ∈ V متجھ لكل .5

الشروط تستوفي الإقلیدي الفضاء في الھندسیة المتجھات أن لاحظ الفضاء. لمتجھات الھامة الخواص ھي ھذه
(3) ،inner product الداخلي الضرب (2) ،norm النظیم أو المعیار (1) التالي: الجبریة المفاھیم من بقي أعلاه.

.outer product الخارجي الضرب
الفضاء في الھندسیة للمتجھات المعیار فمثلاً أصلاً. الفضاء متجھ علیھ المعرف الفضاء على تعتمد أعلاه المفاھیم
الإحتمالیة. لكثافة المعایرة سوى لیس ھیلبرت فضاء في الموجیة للدالة بینما لھ. الھندسي الطول سوى لیس الإقلیدي
أن للشرط تماماً مماثل معایرة، تكون أن المؤثر) فضاء أساسات ھي التي (و الممیزة الدوال أن تتطلبنا أننا لاحظ

وحدة. متجھات عن عبارة ھي الإقلیدي الفضاء أساسات
أحدھما مسقط یعطي لمتجھین الداخلي الضرب الإقلیدي الفضاء متجھات في الداخلي. للضرب أیضاً نفسھ الحال
الجزئیة، الحالة على الكلیة الحالة مسقط تعطي الداخلي الضرب ھیلبرت فضاء في الموجیة للدوال بینما الآخر. على
طول على متجھ لمركبة الھندسیة الأطوال بین ما یترواح ھنا المساقط معنى إذاً الجزئیة. الحالة سعة یمثل الذي و

الكلیة. الحالة نطاق ضمن جزئیة لحالة الإحتمالیة الكمیة إلى آخر متجھ
ما أو axial vector محوري إقلیدي متجھ یعطي فإنھ الإقلیدیة للمتجھات الخارجي الضرب صعید على أما
خواص من ھي التي و بالإنعكاسیة لاینعكس المتجھ ھذا أن إلى یعود السبب .pseudovector كاذب متجھ یسمى
لاحقاً سنرى كما ھیلبرت. فضاء في الموجیة للدوال الخارجي الضرب معنى إلى نتطرق لم لكننا الحقیقیة. المتجھات

مؤثر. سیعطي الضرب ھذا

Dirac’s bra-ket notation دیراك أقواس 8.2

الفضاءات نظریة إن .P.A.M.Dirac دیراك طورھا و إقترحھا التي الریاضیة الأساسیات القسم ھذا في نسوغ سوف
إستخدام في دیراك طریقة لكن الكم. میكانیكا مولد قبل الریاضیین و للفیزیائیین معروفة بالطبع كانت الخطیة المتجھة

الفیزیائیة. النظر وجھة من جمة فوائد لھا المتجھة الفضاءات
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Ket space الكِت فضاء 8.2.1

معرفة eigenstate ممیزة حالة أي أو ψ بالحالة معرفة generic state عامة فیزیائیة حالة أي أن دیراك إقترح
الجمع و الضرب خواص نفس یستوفي المركب، الفضاء في بمتجھ تجریدیاً توصف ،α الكمیة الأعداد بمجموعة
وصف خصوصیھ المتجھ لإعطاء و الفیزیائي. النظام طبیعة حسب تتحدد dimensionality أبعاده و آنفاً المذكورة
state الحالة متجھ إسم علیھ أطلق و | ⟩ الحاد بالقوس ھذا الفضاء لمتجھ دیراك رمز الفیزیائیة الأنظمة حالات
الحالة إلى یشیر إتجاھھ و الفیزیائیة الحالة عن المطلوبة المعلومات جمیع یحوي الكِت ھذا .ket كِت أو vector
حالة أي أن نقول لذلك الإقلیدیة. المتجھات حالة في إعتدنا كما ھندسي معنى أي یحمل أن دون نفسھا الفیزیائیة
بالكِت توصف α الكمیة الأعداد بمجموعة معرفة و ممیزة فیزیائیة حالة أي أو |ψ⟩ بالكِت توصف ψ عامة فیزیائیة

.|α⟩
أن أي آخر، كِت متجھ على لنحصل الكِت متجھات من إثنین نجمع أن یمكن

(8.1) |ψ⟩+ |φ⟩ = |χ⟩.

أي الكِت یسار أو یمین على یكتب أن یمكن c المركب الثابت كِت. أیضاً c|ψ⟩ الناتج c مركب بعدد |ψ⟩ ضربنا إذا
أن

(8.2) c|ψ⟩ = |ψ⟩c.
.null ket الصفري الكِت یسمى الناتج الكِت c = 0 أن الخاصة الحالة في

الإقلیدیة الھندسة في خبرتنا من الحالة. نفس تمثلان ،c , 0 حیث ،c|ψ⟩ و |ψ⟩ أن ھي الفیزیائیة الفروض أحد
المقدار! ولیس یھم الذي الإتجاه أن نقول

نكتب |ψ⟩ الكِت على یؤثر Â مؤثر لأي أنھ أي الیسار من الكِت على یؤثر المؤثر

(8.3) Â · (|ψ⟩) = Â|ψ⟩,

مجموعة ھناك لكن .|ψ⟩ في مضروب ثابت یعطي لا Â|ψ⟩الضرب حاصل عام بشكل آخر. كِت أیضاً تعطي التي و
التالي الضرب علاقة تستوفي Q̂ للمؤثر خاصة {|αj⟩}Nj=1 معینة كِت متجھات

(8.4) Q̂|αj⟩ = qj|αj⟩,

من المجموعة ھذه على یطلق .Q̂ المؤثر أبعاد تمثل N حیث j = 1, 2, 3, · · · , N ھنا ثابت. qj حیث
القیم تسمى {qj}Nj=1 الناتجة الثوابت مجموعة و Q̂ للمؤثر eigenkets الممیزة كِت متجھات إسم كِت متجھات
الممیزة الحالة یسمى الممیز الكِت متجھ یصفھا الذي الفیزیائیة الحالة .Q̂ المؤثر طیف أو eigenvalues الممیزة
Q̂ ھیرمیشي و خطي بمؤثر تمثل observable مُلاحظة أو رَصودة فیزیائیة كمیة أي أن نقول .eigenstate
عشوائي مؤثر أي یمثل Â أن أیضاً إصطلاحنا سیكون إذاً .(8.4) الممیزة العلاقة تحقق ممیزة كِت مجموعة لھ

.observable quantities الرصودة الفیزیائیة الكمیات تمثل Q̂ المؤثر بینما arbitrary operator
یعني الخطي الإستقلال كاملة. و متعامدة، خطیاً، مستقلة تكون {|αj⟩}Nj=1 الممیزة كِت متجھات مجموعة إن
و .j = 1, 2, · · · , N للمؤشر الممكنة القیم لجمیع cj = 0 كانت فقط إذا و إذا

∑
j cj|αj⟩ = 0 كان إذا أنھ

أن أي كِت، متجھات من الكاملة المجموعة بمعلومیة یكتب أن یمكن |φ⟩ عشوائي كِت متجھ أي فإن بالتالي

(8.5) |φ⟩ =
∑
j

bj|αj⟩.

منھا و لتحدیدھا الداخلي الضرب لتعریف أولاً نحتاج التي و التعامد علاقات من تتحدد {bj} المعاملات مجموعة
فضاء یسمى الذي و الكِت، لفضاء المرافق الفضاء على للتعرف نحتاج قبلاً لكن التمام. علاقات على نحصل أیضاً
نطلق لھذا {|αj⟩} الممیزة كِت متجھات بمجموعة spanned یُبنى الكِت فضاء أن نقول أن بقس .bra space البرا

الكِت. فضاء basis أساسات إسم الممبزة كِت متجھات على
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Bra space and inner products الداخلي الضرب و البرا فضاء 8.2.2

مرافق لھ یوجد |ψ⟩ كِت متجھ لأي أنھ نفترض الكِت. لمتجھات المرافقة الفضاء متجھات على یحوي البرا فضاء
الكِت، فضاء في الحال ھو كما البرا. فضاء ھو و المرافق للفضاء ینتمي و ،⟨ψ| بالرمز لھ یرمز برا، متجھ یسمى
تقابل یوجد أنھ الواضح من .{⟨αj|} eignebra الممیزة برا متجھات من كاملة بمجوعة یُبْنى البرا فضاء فإن

البرا. و الكِت فضائي بین one-to-one correspondence واحد-إلى-واحد
الجمع حالة في المثال سبیل على .c∗⟨ψ| البرا متجھ ھو c|ψ⟩ الكِت متجھ مرافق إن

(8.6) c1|ψ⟩+ c2|φ⟩
ket space

←→ c∗1⟨ψ|+ c∗2⟨φ|
bra spce

.

على برا كمتجھ ریاضیاً الضرب ھذا یكتب كِت. و برا متجھي بین دائماً یكون الذي و الداخلي الضرب الآن نعرف
أن أي كِت، متجھ یسار

(8.7) (⟨φ|) · (|ψ⟩) = ⟨φ|ψ⟩.

للضرب ھامتین خاصیتین ھناك أن الآن سنسلم .complex number مركب رقم یعطي عام بشكل الضرب ھذا
الداخلي:

أن أي البعض. لبعضھما complex conjugates مركبین مرافقان ⟨ψ|φ⟩ و ⟨φ|ψ⟩ النواتج أولاً:

(8.8) ⟨φ|ψ⟩ = ⟨ψ|φ⟩∗.

من بالرغم حقیقیاً. ⟨φ|ψ⟩ الناتج كان إذا إلا commutative إبدالي لیس الداخلي الضرب أن یعني ھذا
الداخلي الضرب إبدالیة إن إلا الإقلیدیة، للمتجھات الداخلي الضرب مع (8.7) الداخلي الضرب فكرة تشابھ
الحال ھو كما مركباً لیس و حقیقي الإقلیدي الفضاء أن حقیقة عن ناتجة a ·b = b · a الإقلیدیة للمتجھات

الكِت. و البرا فضاء في

المسلمة نفرض لذلك حقیقي. رقم ⟨ψ|ψ⟩ أن الفور على نستنج فإننا ⟨φ| → ⟨ψ| (8.8) في أستبدلنا لو ثانیاً:
التالیة

(8.9) ⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0,

بالمتریة یُعْرف ھذا .null kett صفري كِت متجھ |ψ⟩ كان إذا فقط تحدث المساواة إشارة أن حیث
للأنظمة الإحصائیة التفسیرات أجل من رئیسیة المسلمة ھذه .positive definite metric المحددة الموجبة

الفیزیائیة.

تحقق إذا orthogonal متعامدین |φ⟩ و |ψ⟩ الكِت متجھي أن نقول

(8.10) ⟨φ|ψ⟩ = ⟨ψ|φ⟩ = 0.

الصفر- ھو –الذي الضرب ناتج أن و (8.8) المسلمة إلى یعود المتعامدة كِت لمتجھات الداخلي الضرب إبدالیة إن
حقیقي.

نكتب بحیث |ψ̃⟩ norlamized ket معایر كِت متجھ على نحصل أن یمكن صفري، غیر |ψ⟩ كِت متجھ لأي

(8.11) |ψ̃⟩ =
1√
⟨ψ|ψ⟩

|ψ⟩,

الخاصیة لھ الذي و
(8.12) ⟨ψ̃|ψ̃⟩ = 1.
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الفضاء في المتجھ (طول) مقدار یقابلھ الذي و |ψ⟩ لـ norm المعیار بأنھ یُعرف
√
⟨ψ|ψ⟩ المقدار فإن عموماً

الإقلیدي. للمتجھ المعیار یحملھ الذي الھندسي المعنى لھ لیس كِت لمتجھ المعیار أن الفرق .|a| =
√

a · a الإقلیدي
الفیزیائیة الحالات یمثل الذي كِت المتجھ أن إذاً نتطلب سوف الفیزیائیة، الحالة نفس یمثلان c|ψ⟩ و |ψ⟩ أن بسبب

.(8.12) الشرط یحقق و معایراً یكون أن

بـ یُعْطَیان |φ2⟩ و |φ1⟩ الكِت فضاء في متجھین لدیك :(8.1) مثال

|φ1⟩ = i|1⟩+ 2|2⟩ − i|3⟩; and |φ2⟩ = i|1⟩+ 2|3⟩.

أبعاد. الثلاث فضاء في كاملة ھي و معایرة و مستقلة و متعامدة أنھا أي أساسات |3⟩ و ،|2⟩ ،|1⟩ حیث

.⟨φ2| و ⟨φ1| البرا متجھات أوجد أ-

.|φ̃2⟩ و |φ̃1⟩ إحسب و |φ2⟩ و |φ1⟩ الفضاء متجھي عایر ب-

.(⟨φ1|φ2⟩)∗ = ⟨φ2|φ1⟩ أن أثبت و ⟨φ1|φ2⟩ و ⟨φ2|φ1⟩ الداخلي الضرب إحسب ج-

♠ الإقلیدي. الفضاء أساسات عن تختلف لا ھنا المستخدمة الأساسات

كالتالي الفقرات حسب المثال سنحل :(8.1) مثال حل

یصبح البرا فإن (8.6) العلاقة حسب إذاً للكِت. المقابل المرافق البرا أن المعروف من أ-

⟨φ1| = −i⟨1|+ 2⟨2|+ i⟨3|; and ⟨φ2| = −i⟨1|+ 2⟨3|.

على لنحصل .⟨φ2|φ2⟩ و ⟨φ1|φ1⟩ حساب أولاً یلزمنا ،(8.12) العلاقة حسب الفضاء متجھات لمعایرة ب-

⟨φ1|φ1⟩ = (−i⟨1|+ 2⟨2|+ i⟨3|) · (i|1⟩+ 2|2⟩ − i|3⟩) ,
= (−i)(i)⟨1|1⟩

=1
+ (−i)(2)⟨1|2⟩

=0
+ (−i)(−i)⟨1|3⟩

=0
+

(2)(i)⟨2|1⟩
=0

+ (2)(2)⟨2|2⟩
=1

+ (2)(−i)⟨2|3
=0
⟩+

(i)(i)⟨3|1⟩
=0

+ (i)(2)⟨3|2⟩
=0

+ (i)(−i)⟨3|3⟩
=1

,

= 1 + 4 + 1 = 6.

نكتب بالتالي و
|φ̃1⟩ =

1√
6
|φ1⟩ =

i√
6
|1⟩+ 2√

6
|2⟩ − i√

6
|3⟩.

فإن الطریقة بنفس

⟨φ2|φ2⟩ = (−i⟨1|+ 2⟨3|) · (i|1⟩+ 2|3⟩) ,
= (−i)(i)⟨1|1⟩+ (2)(2)⟨3|3⟩+ 0 + 0,

= 1 + 4 = 5

على لنحصل
|φ̃2⟩ =

1√
5
|φ2⟩ =

i√
5
|1⟩+ 2√

5
|3⟩.
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الداخلي الضرب نحسب ج-

⟨φ2|φ1⟩ = (−i⟨1|+ 2⟨3|) · (i|1⟩+ 2|2⟩ − i|3⟩) ,
= (−i)(i)⟨1|1⟩

=1
+ (−i)(2)⟨1|2⟩

=0
+ (−i)(−i)⟨1|3⟩

=0
+

(2)(i)⟨3|1⟩
=0

+ (2)(2)⟨3|2⟩
=0

+ (2)(−i)⟨3|3
=1
⟩,

= 1− 2i.

الداخلي الضرب و

⟨φ1|φ2⟩ = (−i⟨1|+ 2⟨2|+ i⟨3|) · (i|1⟩+ 2|3⟩) ,
= (−i)(i)⟨1|1⟩+ (−i)(2)⟨1|3⟩+

(2)(i)⟨2|1⟩+ (2)(2)⟨2|3⟩+
(i)(i)⟨3|1⟩+ (i)(2)⟨3|3⟩,

= 1 + 2i.

أن نجد الضربین نتیجة من

⟨φ2|φ1⟩ = 1− 2i = (1 + 2i)∗ = (⟨φ1|φ2⟩)∗ ,

♣ .(8.8) العلاقة تحقق (ج) الفقرة في النتیجة أن لاحظ

Operators and outer products الخارجي الضرب و المؤثرات 8.2.3

على تؤثر خطیة1 و ھیرمیشیة بمؤثرات عنھا یُعبر observables الرصودة الفیزیائیة الكمیات أن سابقاً ذكرنا كما
أن أي الیسار، جھة من |ψ⟩ الكِت متجھ على یؤثر Â مؤثر لأي الكِت. متجھ

(8.13) Â · (|ψ⟩) = Â|ψ⟩,

تحویل إلا ھو ما ما، مؤثرٍ بفعل آخر كِت متجھ إلى كِت متجھ نسخ إن كِت. متجھ أیضاً بُعْطي الضرب ھذا ناتج و
إذا متساویین B̂ و Â المؤثرین أن نقول الخطي. الجبر صمیم من ھو الذي و خطي

(8.14) Â = B̂, ⇔ Â|φ⟩ = B̂|φ⟩,

تحقق إذا null operator صفري Â المؤثر أن نقول عشوائي. كِت متجھ أي |φ⟩ حیث

(8.15) Â|φ⟩ = 0,

.|φ⟩ عشوائي كِت متجھ لأي
ھامتین: خاصیتین لھ المؤثرات جمع
أن أي commutative إبدالي .1

(8.16) Â+ B̂ = B̂ + Â.

.anti-linear operator للخطیة مضاداً مؤثراً یعتبر الذي و time reversal الزمن إنعكاس یسمى مؤثر بإستثناء خطیة الفیزیائیة المؤثرات 1جمیع
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أن أي associative تجمیعي .2

(8.17) Â+ (B̂ + Ĉ) = (Â+ B̂) + Ĉ.

لیصبح الخطیة شرط نكتب فإننا ،(3.51) العلاقة في إشترطنا مثلما خطیة المؤثرات تكون أن نتطلب كذلك

(8.18) Â (c1|ψ⟩+ c2|φ⟩) = c1Â|ψ⟩+ c2Â|φ⟩,

عشوائیة. مركبة ثوابت c2 و c1 أن حیث
أي الیمنى، الجھة من البرا متجھ على یؤثر المؤثر فإن البرا، فضاء في

(8.19) (⟨ψ|) · Â = ⟨ψ|Â,

،⟨ψ|Â† بـ یُعطى لھ مرافق برا متجھ Â|ψ⟩ كِت متجھ لكل أنھ نقول برا. متجھ أیضاً یُعْطي الضرب ھذا ناتج و
نلخص لذلك

(8.20) Â|ψ⟩
ket space

←→ ⟨ψ|Â†
bra spce

.

متجاور) فقط (أو self-adjoint التجاور ذاتي أو Hermitian adjoint التجاور ھیرمیشي بأنھ Â المؤثر عن نقول
تحقق إذا

(8.21) Â† = Â.

یقابلھ Â|ψ⟩ الكِت متجھ فإن ھیرمیشي Â كان إذا .(3.49) الشرط مع (8.21) الشرط یتفق كیف لاحقاً نثبت سوف
.⟨ψ|Â البرا متجھ

التالیة العلاقة حقق إذا unitary operator واحدي مؤثر بأنھ Û عن نقول

(8.22) Û † = Û−1; ⇔ Û †Û = 1.

تأثیر تحت |φ⟩ و |ψ⟩ كِت متجھات وجد فإذا الداخلي. الضرب تحفظ أنھا الواحدیة المؤثرات خصائص أھم من
التالي unitary transformation الواحدي الخطي التحویل

(8.23) U : H→ H′ |ψ′⟩ = Û |ψ⟩; and |φ′⟩ = Û |φ⟩,

بـ یُعْطى H′ الفضاء في الداخلي الضرب فإن

(8.24) ⟨φ′|ψ′⟩ =
(
⟨φ|Û †

)
·
(
Û |ψ⟩

)
= ⟨φ|Û †Û |ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩,

الواحدیة. التحویلات تحت محفوظ الداخلي الضرب أن أي .H الفضاء في الداخلي الضرب نفسھ ھو و
ھو شیوعاً الطرق ھذه أكثر من ھیرمیشي. مؤثر بمعلومیة Û الواحدي المؤثر عن للتعبیر الطرق من العدید ھناك

(8.25) Û = eiÂ =
∞∑
n=0

(iÂ)n

n!
,

للأس المفوك إن .Û †Û = 1 یتحقق كي Û † = e−iÂ أن بحیث ،Hermitian ھیرمیشي أو متجاور Â حیث
من أیضاً الزاوي. الزخم حفظ أو الزخم، حفظ الطاقة، حفظ مثل المستمرة للتناظرات أو الحسابیة، التقریبات في مفید

الشكل على كتابتھ Û الواحدي للمؤثر المفیدة الصیغ

(8.26) Û =
1 + iB̂

1− iB̂
,
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ھیرمیشیة. B̂ حیث
غیر عام بشكل المتجھات ضرب فإن (3.6) القسم في ذكرنا كما الضرب. للمؤثرات الھامة الجبریة العملیات من

أن یعني مما إبدالي،
(8.27) ÂB̂ , B̂Â, ⇔ [Â, B̂] , 0.

التالیتین التجمیعیتین الخاصیتین لھ المؤثرات ضرب لكن

(8.28) Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ,

و

(8.29) Â(B̂|ψ⟩) = (ÂB̂)|ψ⟩ = ÂB̂|ψ⟩ ↔ (⟨ψ|B̂†)Â† = ⟨ψ|(B̂†Â†) = ⟨ψ|B̂†Â†.

ثم |ψ⟩ الكت على أولاً یؤثر B̂ المؤثر أن یعني ÂB̂|ψ⟩ الكت متجھ قرائة فإن (8.29) في التجمیعیة الخاصیة من
.⟨ψ|(ÂB̂)† البرا متجھ سیعطي (ÂB̂|ψ⟩)∗ المرافق فإن المقابل، في .B̂|ψ⟩الكت على یؤثر الذي Â المؤثر یلیھ
المؤثر یلیھ أولاً، ⟨ψ| البرا على یؤثر أن یجب B̂† المؤثر أن أي تغییر. أي دون التأثیر ترتیب یبقى أن المفروض

أن نستنتج بالتالي و .⟨ψ|B̂† البرا على یؤثر الذي و Â†

(ÂB̂)|ψ⟩ = ÂB̂|ψ⟩ ←→ ⟨ψ|(ÂB̂)† = ⟨ψ|B̂†Â†.

التالي نتبع مضروبین مؤثرین على التجاور توزیع لدى فإنھ بالتالي و

(8.30)
(
ÂB̂

)†
= B̂†Â†,

البرا و الكِت فضائي بین التقابل طبیعة إلى یعود ھذا لأن

ÂB̂|ψ⟩ = Â
(
B̂|ψ⟩

)
ket space

←→
(
⟨ψ|B̂†

)
Â† = ⟨ψ|B̂†Â†
bra spce

.

المرافق. أخذنا و ÂB̂|ψ⟩ في B̂|ψ⟩ = |φ⟩ أن إعتبرنا لو أوضح (8.30) لـ الجبري البرھان سیكون
كِت على بمؤثر الضرب و ،(8.7) في ⟨φ|ψ⟩ الداخلي الضرب الضرب: من أنواع عدة إلى تعرضنا الآن لحد
بالضرب یسمى الضرب من آخر نوع بقي .(8.19) في ⟨ψ|Â برا على بمؤثر الضرب و ،(8.13) في Â|ψ⟩

أي برا، في كِت الیمین) إلى الیسار (من ضرب عى ینتج الذي و الخارجي

(8.31) (|φ⟩) · (⟨ψ|) = |φ⟩⟨ψ|,

مؤثر یؤثر كیف لمعرفة .(8.7) الداخلي الضرب عى تماماً مختلف فھو لھذا مؤثر، الضرب ھذا عن الناتج و
في (3) رقم associative axiom التجمیع مسلمة نستخدم فإنا الفضاء متجھات على (8.31) الخارجي الضرب

یصبح |χ⟩ كِت متجھ أي على (8.31) الخارجي الضرب تأثیر أن لنجد ،(8.1) القسم

(8.32) (|φ⟩⟨ψ|) · |χ⟩ = |φ⟩ · (⟨ψ|χ⟩) = (⟨ψ|χ⟩)|φ⟩ = cψχ|φ⟩,

كِت متجھ أي یُغَیر (8.31) الخارجي الضرب عن الناتج المؤثر أن یعني ھذا مركب. ثابت cψχ = ⟨ψ|χ⟩ حیث
الفضاء متجھات أن إتفقنا لأننا rotation بالدوران یتم آخر فضاء متجھ إلى فضاء متجھ نسخ إن .|φ⟩الكِت متجھ إلى
مؤثر الطریقة بنفس دوران. مؤثر ھو (8.31) الخارجي الضرب مؤثر فإن لھذا الإتجاه. نفس لھا طالما نفسھا ھي

یلي كما ⟨ψ| آخر برا متجھ إلى ⟨χ| برا متجھ أي ینسخ (8.31) الخارجي الضرب

(8.33) ⟨χ| · (|φ⟩⟨ψ|) = (⟨χ|φ⟩) · ⟨ψ|.
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كالتالي Λ̂φψ الدوران مؤثر إذاً نعرف

(8.34) Λ̂φψ ≡ |φ⟩⟨ψ|,

فإن بالتالي و
(8.35) Λ̂†φψ = (|φ⟩⟨ψ|)† = (⟨ψ|)∗ (|φ⟩)∗ = |ψ⟩⟨φ| = Λ̂ψφ.

بالإضافة البرا و الكِت بنوعیھا المتجھة الفضاء في للمتجھات القانونیة الضرب أنواع جمیع یحصر (8.1) الجدول
Â⟨ψ| برا یسار أو |ψ⟩Â كِت یمین على مؤثر المثال، سبیل على القانونیة، غیر الضرب أنواع من المؤثرات. إلى
الشكل على الضرب كذلك معنى. أي لھ لیس ببساطة مؤثر. حتى لا و برا متجھ أو كِت بمتجھ لیس الناتج أن حیث

قانوني. فضاء2 متجھ لایعطي ⟨ψ|⟨φ| أو |ψ⟩|φ⟩

معانیھم. تبیان مع bra البرا و ket الكِت فضاءات في للمتجھات و للمؤثرات القانوني الضرب أنواع :(8.1) جدول
المقابل الفضاء في النظیر الضرب ناتج العمل آلیة الصیغة الضرب مسمى

الریاضي المعنى و الریاضیة

c∗⟨ψ| كِت متجھ c|ψ⟩ = |ψ⟩c c|ψ⟩ بعدد الضرب
c∗|ψ⟩ برا متجھ c⟨ψ| = ⟨ψ|c c⟨ψ| ثابت

⟨ψ|φ⟩ = (⟨φ|ψ⟩)∗ مركب رقم المحتواة ψ الحالة كمیة ⟨φ|ψ⟩ الداخلي الضرب
φ الحالة في فضاء لمتجھي

⟨ψ|Â† كت متجھ الیمین إلى الیسار من یؤثر Â|ψ⟩ على مؤثر
آخر كِت إلى الكِت ینسخ و كِت متجھ

Â†|ψ⟩ برا متجھ الیسار إلى الیمین من یؤثر ⟨ψ|Â على مؤثر
آخر برا إلى البرا ینسخ و برا متجھ

B̂†Â† مؤثر للكت B قیاس بعد A قیاس ÂB̂ ضرب
للبرا A قیاس بعد B قیاس المؤثرات

|ψ⟩⟨φ| = (|φ⟩⟨ψ|)† مؤثر |φ⟩ إلى كِت أي دوران یسبب |φ⟩⟨ψ| الخارجي الضرب
⟨ψ| إلى برا أي دوران یسبب و فضاء لمتجھي

أن نلاحظ فإننا فضاء، متجھ في المؤثر لضرب التجمیعیة الخاصیة تطبیقات من أیضاً

(8.36) (⟨φ|)
bra
·
(
Â|ψ⟩

)
ket

=
(
⟨φ|Â

)
bra

· (|ψ⟩)
ket

= ⟨φ|Â|ψ⟩.

الزاوي العزم تفاعل المثال سبیل على مختلفین. فضائین من كت متجھي بین التفاعل یُمثل و |ψ⟩ ⊗ |φ⟩ رسمي بشكل یُكتب و |ψ⟩|φ⟩ الشكل على ضرب 2ھناك

.|j,mj⟩ = |l,ml⟩ ⊗ |s,ms⟩ بالشكل لھ كِت متجھ یكتب J = L + S الجمع حسب ما لجسیم الكلي الزاوي العزم لیعطي المعزلي الزاوي العزم مع المداري
الشكل على لھ كِت متجھ نكتب المعزلي، الزاوي العزم محصلة على لنحصل S = S1 + S2 المتجھ الجمع حسب لجسیمین المعزلیة الزاویة للعزوم الجمع كذلك

.|s,ms⟩ = |s1,ms1 ⟩ ⊗ |s2,ms2 ⟩
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فإن Â|ψ⟩ لـ المصاحب برا ھو ⟨ψ|Â† أن بما

(8.37)

⟨φ|Â|ψ⟩ = ⟨φ| ·
(
Â|ψ⟩

)
,

=
{(
⟨ψ|Â†

)
· |φ⟩

}∗
,

= ⟨ψ|Â†|φ⟩∗,

Â المؤثر كان إذا .(8.8) العلاقة في المُعْطى الداخلي للضرب الأساسیة الخاصیة و التجمیع خاصیة إستخدمنا حیث
على نحصل فإننا (8.21) یحقق أي ھیرمیشي

(8.38) ⟨φ|Â|ψ⟩ = ⟨ψ|Â|φ⟩∗.

مركباتھ إلى یتحلل أن یمكن Â مؤثر أي حقیقي. (8.38) الداخلي الضرب فإن الحالة، نفس أي ،ψ = φ عندما
التالیة العلاقة حسب Â2 anti-Hermitian ھیرمیشیة العكس و Â1 الھیرمیشیة

(8.39) Â1 =
1

2
(Â+ Â†), and Â2 =

1

2
(Â− Â†).

.Â†2 = −Â2 أن ھو الھیرمیشیة عكس المؤثرات خصائص من لاحظ

التمام علاقات و المتجھة الفضاءات أساسات 8.3
Base vector spaces and completeness relations

خطي و (8.21) الشرط یحقق ھیرمیشي Q̂ بمؤثر عنھا یُعبر Q observable رصودة فیزیائیة كمیة لنفترض
لتحقیق ھو الخطیة شرط فرض إن یمثلھ. الذي النظام ماھیة على تعتمد بأبعاد فضاء لھ و (8.18) الشرط یحقق
الھیرمیشیة شرط فإن المقابل في .linear superposition principle الخطي التراكب مبدأ وھو ألا اساسي مبدأ
جمیع أن القسم ھذا في نثبت سوف عملیاً. قیاسھا یمكن حقیقیة المؤثر طیف قیم أن لضمان ضروري Hermicity

حقیقیة. طیفیة قیم لھا الھیرمیشیة المؤثرات
بالعدد توصف ممكنة طیفیة حالة كل Nو ھو بُعْده و discrete spectrum متقطع Q̂ المؤثر طیف أن فرضنا لو
الأعداد مجموعة تمثل αj ھنا الكمیة. الحالات جمیع على یسري j = 1, 2, · · · , N المؤشر أن حیث ،αj الكمي
discrete spectrum المتقطع الطیف ذو للنظام j رقم الحالة تصف التي و فقط) واحد كمي عدد لیس (و الكمیة
للأعداد ممكنة قیم أصغر تمثل α1 ھنا .{α1, α2, . . . , αN} للنظام الكمیة الأعداد مجوعة نكتب بحیث system
j = 1, 2, · · · ,∞ المؤشر قیم Nفإن =∞ أن أي لانھائي، Q̂ المؤثر فضاء كان إذا .αN حتى α2 تلیھا الكمیة

.α∞ إلى α1 من تتراوح الكمیة الأعداد و
الحالات تُمَثل بالتالي و αj = {n,Π} فإن (4.1) القسم في واحد بعد في لانھائي بئر في لجسیم المثال سبیل على
صندوق في لجسیم آخر مثال إلخ. ،... ،α2 = {1,−} ،α1 = {1,+} أن نقول أن یمكن .|n,Π⟩بالكت الممیزة
ھنا .|n1, n2, n3⟩ بالكت الحالات تُمَثل بالتالي و αj = {n1, n2, n2} فإن (7.1.1) القسم في البعد ثلاثي الجھد
αj = n فإن واحد بعد في البسیطة التوافقیة الحركة جھد في لجسیم ھكذا. و α2 = {1, 2, 1} ،α1 = {1, 1, 1}
و αj = {n, l,m} فإن الھیدروجین ذرة لنظام .α2 = 1 ،α1 = 0 حیث |n⟩ بالكت تُعْطى الممیزة الحالات و
كمیة. أعداد مجموعة أصغر تمثل دائماً α1 أن على سنصطلح عموماً .|n, l,m⟩ بالكت تُعْطى الممیزة الحالات

تعطى eigenkets الممیزة الكِت فضاء متجھات من متعامدة و خطیاً، مستقلة كاملة، مجموعة Q̂ للمؤثر أن نقول
بـ

(8.40) {|αj⟩}Nj=1 = {|α1⟩, |α2⟩, . . . , |αN⟩} ,

(الطیف) الممیزة القیم من مجموعة یقابلھا

(8.41) {qj}Nj=1 = {q1, q2, . . . , qN} ,
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الممیزة المعادلة تتحقق بحیث

(8.42) Q̂|αj⟩ = qj|αj⟩; ∀j = 1, 2, · · · , N.

كالتالي (8.40) في المُعطاة eigenkets الممیزة الكِت فضاء متجھات مجموعة خصائص عن ریاضیاً نعبر

لأن خطیاً مستقلة أنھا نقول .1

(8.43)
N∑
j=1

cj|αj⟩ = 0 ⇔ cj = 0; ∀j = 1, 2, · · · , N.

بـ یُعطي لھا الداخلي الضرب لأن orthonormal معایرة و متعامدة إنھا نقول .2

(8.44) ⟨αi|αj⟩ = δij; ∀i, j = 1, 2, · · · , N.

العلاقة تحقق لأنھا الفضاء متجھات من complete set كاملة أو تامة مجموعة تُكَوِّن .3

(8.45)
ηN∑
j=1

|αj⟩⟨αj| = 1; ∀j = 1, 2, · · · , N.

من مباشرةً إثباتھا یمكن و closure الإنغلاق أو completeness relation التمام علاقة تسمى (8.45) العلاقة
مجموعة بمعلومیة یكتب أن یمكن |φ⟩ الفضاء في عشوائي متجھ أي لذلك الفضاء. تبني الكاملة المجموعة أن حقیقة
(8.5) العلاقة طرفي ضربنا لو .(8.5) العلاقة حسب (8.40) في المُعطاة eigenkets الممیزة الكِت فضاء متجھات

على نحصل (8.44) التعامد شرط تطبیق مع ⟨αi| البرا بـ

⟨αi|φ⟩ =
∑
j

bj⟨αi|αj⟩ =
∑
j

bjδij = bi.

أن أي ،|αj⟩ الممیزة الحالة على |φ⟩ المتجھ مسقط سوى لیست bj المركبة الثوابت فإن بالتالي و

(8.46) bj = ⟨αj|φ⟩.

على نحصل ،(8.46) العلاقة من (8.5) العلاقة في bj قیم بتعویض

(8.47) |φ⟩ =
∑
j

⟨αj|φ⟩|αj⟩ =
∑
j

|αj⟩⟨αj|φ⟩ =

∑
j

|αj⟩⟨αj|

 |φ⟩.
علاقة یحقق مما الوحدة، تساوي الأیمن الطرف أقصى في القوسین بین الكمیة أن نستنتج الطرفین، بین بالمقارنة
معایرة، متعامدة، كاملة، أساسات تعتبر ) متجھ وحدات و بمركبات الإقلیدیة المتجھات تمثیل یماثل ھذا .(8.45) التمام

على لنحصل الفضاء) تبني و
V⃗ =

∑
i

Vxix̂i =
∑
i

(x̂i ·V)x̂i,

.x̂i · x̂j = δij الداخلي الضرب علاقة تتبع {x̂i}Ni=1 المتجھ وحدات مجموعة حیث
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مؤثر لأي ینطبق ھذا (و حقیقیة Q̂ الھیرمیشي للمؤثر {qj}j الممیزة القیم مجموعة أن الآن نثبت سوف
على نحصل (8.42) الممیزة المعادلة علاقة إستخدام مع ⟨αi|Q̂|αj⟩ الداخلي الضرب حسبنا لو ھیرمیشي).

(8.48) ⟨αi|Q̂|αj⟩ = qj⟨αi|αj⟩.

العلاقة تطبیق و (8.42) الممیزة المعادلة علاقة إستخدام مع ،(8.38) المعادلة تحقق Q̂ فإن Q̂ = Q̂† كان إذا
آخر بشكل (8.48) الداخلي الضرب أیضاً نكتب فإننا (8.8)

(8.49) ⟨αi|Q̂|αj⟩ = ⟨αj|Q̂|αi⟩∗ = q∗i ⟨αj|αi⟩∗ = q∗i ⟨αi|αj⟩.

على نحصل (8.48) من (8.49) بطرح

(qj − q∗i ) ⟨αi|αj⟩ = 0

.qj − q∗j = 0 فإن i = j أن حالة في .(8.44) التعامد شرط یثبت مما ⟨αi|αj⟩ = 0 فإن i , j أن حالة في
إذاً نستنتج

(8.50) Q̂ = Q̂† ⇒ qj = q∗j ; ∀j,

ھیرمیشي مؤثر لأي أولھما معاً، حقیقتین أثبتنا ھنا إذا حقیقیة. دائماً الھیرمیشیة للمؤثرات الممیزة القیم أن بمعنى
للمؤثرات الممیزة القیم أن ثانیھما متعامدتین. تكونا مختلفتین ممیزتین لقیمتین المقابلة الممیزة كت متجھات فإن

حقیقیة. دائماً الھیرمیشیة
البرا فضاء متجھات مجموعة لتحدید یستخدم أن یمكن للمؤثر الجبري التعبیر أن الخطي الجبر في المعروف من
المؤثر تحدید عكسیة بطریقة یمكن ھل الآن: السؤال .eigenvalue الممیزة القیم مجموعة و eigenkets الممیزة
المعادلة إلى نعود التساؤل ھذا على للإجابة الممیزة؟ القیم مجموعة و الممیزة البرا فضاء متجھات مجموعة بعلومیة

الشكل على كتابتھا یمكن التي و (8.42) الممیزة

Q̂|αj⟩ = qj|αj⟩ =
∑
i

qi|αi⟩δij.

لنحصل التجمیع، خاصیة إستخدام مع ،(8.44) التعامد علاقة حسب δij = ⟨αi|αj⟩ كرونكر دلتا دالة عن نعبر
على

Q̂|αj⟩ =
∑
i

qi|αi⟩⟨αi|αj⟩ =

(∑
i

qi|αi⟩⟨αi|
)
|αj⟩.

أن إلى نصل الأیسر الطرف أقصى مع الأیمن الطرف أقصى بمقارنة

(8.51) Q̂ =
∑
j

qj|αj⟩⟨αj| =
∑
j

qjΛ̂jj,

إتجاه على Λ̂jj projection operator الإسقاطي المؤثر لتعریف (8.34) الدوران مؤثر تعریف إستخدمنا حیث
أن أي ،|αj⟩ الأساسي الكِت متجھ

(8.52) Λ̂jj = |αj⟩⟨αj|.

التالیة: الخواص لھ فإن لھذا نفسھ. إلى فضاء لمتجھ خطي تحویل ھو (8.52) في Λ̂jj الإسقاطي المؤثر

الرسوخ خاصیة تسمى الإسقاطیة المؤثرات في الخاصیة ھذه أكثر. أو مرتین التأثیر یكافئ مرة بھ التأثیر .1
أو خارجیة مؤثرات أي بفعل معینة حالة على النظام إسقاط أن فیزیائیاً تعني و idempotent property

كالتالي الخاصیة ھذه نثبت أن یمكن ریاضیاً الحالة. تلك على النظام سیبقي ما قیاس

(8.53) Λ̂2
jj = Λ̂jj.
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فإن (8.45) التمام علاقة حسب .2

(8.54)
∑
j

Λ̂jj = 1.

أن أي ھیرمیشي، (8.52) الإسقاطي المؤثر فإن (8.35) العلاقة حسب .3

(8.55) Λ̂†jj = Λ̂jj.

الممیزة القیم فإن ھیرمیشیة Q̂ كانت إذا أنھ مباشر بشكل نبین أن یمكن فإنھ (8.51) في Q̂ المؤثر تعریف حسب
حقیقیة. للمؤثر

♢ الإسقاطیة. للمؤثرات (8.53) التناظریة الخاصیة أثبت :(8.1) سؤال

مجموعة أن یقتضي ھذا فإن ھیرمیشي Q̂ كان إذا أنھ أثبت (8.51) في Q̂ المؤثر تعریف من :(8.2) سؤال
♢ حقیقیة. الممیزة قیمھ

القیاس نظریة و المتقطعة للأطیاف الطیفي التحلیل 8.4
Spectral decomposition and the measurement theory

(8.40) ممیزة كِت متجھات مجموعة لھ ،Q رصودة فیزیائیة كمیة یمثل الذي و ،Q̂ الخطي الھیرمیشي لمؤثرنا
و |Ψ⟩ الكِت بمتجھ system state النظام حالة تُوصف .(8.41) من مجموعتھا تُعطى متقطعة طیفیة قیم تقابلھا

بالشكل الممیزة الكِت متجھات بمعلومیة یكتب الذي

(8.56) |Ψ⟩ =
N∑
j=1

Aj|αj⟩,

كمسقط ریاضیاً یُعْطى الذي و |Ψ⟩ الكلیة الحالة في المُتَضمنة |αj⟩ الجزئیة الحالة كمیة تمثل Aj السعة أن حیث
الداخلي الضرب خلال من |αj⟩ بالكِت ممثلة j رقم الحالة على |Ψ⟩

(8.57) Aj = ⟨αj|Ψ⟩.

نرید ھنا لكن .(3.58) في سابقاً لھ وصلنا عما أیضاً لایختلف الذي و (8.46) في إلیھ وصلنا لما تماماً مطابق ھذا
على نحصل منھ و معایرة، |Ψ⟩ تكون أن نتطلب نحن .(8.57) للسعة الفیزیائي المعنى في نبحث أن

1 = ⟨Ψ|Ψ⟩ =

∑
j

A∗j⟨αj|

 · (∑
i

Ai|αi⟩
)
,

=
∑
ji

A∗jAi⟨αj|αi⟩ =
∑
ji

A∗jAiδji. =
∑
j

|Aj|2

نكتب أو
(8.58)

∑
j

|Aj|2 =
∑
j

|⟨αj|Ψ⟩|2 = 1,
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.(3.59) النتیجة في سابقاً توصلنا كما تماماً
على لنحصل و (8.36 ) الضرب علاقة طریق عن Q الدینامیكي للمتغیر المتوقعة القیمة بحساب الآن سنقوم

⟨Q⟩ ≡ ⟨Ψ|Q̂|Ψ⟩ =

∑
j

A∗j⟨αj|

 Q̂(∑
i

Ai|αi⟩
)
,

=
∑
ji

A∗jAi⟨αj|Q̂|αi⟩ =
∑
ji

A∗jAiqiδji,

بالصیغة المتوقعة القیمة مقدار لنكتب

(8.59) ⟨Q⟩ ≡ ⟨Ψ|Q̂|Ψ⟩ =
∑
j

|Aj|2 qj.

⟨Q⟩ المتوقعة القیمة أن (8.59) الصیغة من أیضاً نلاحظ .(3.61) النتیجة في سابقاً إلیھ توصلنا لما مطابق أیضاً
(3.61) من الأیمن الطرف أقصى في النتیجة من مباشرة إما بطریقتین: ذلك إثبات یمكن ھیرمیشي. Q̂ لأن حقیقیة

.(8.38) الصیغة في المعطاة النتیجة من أو ،(8.50) النتیجة في أثبتنا كما حقیقیة الممیزة القیم أن أساس على

♢ حقیقیة. تكون المتوقعة قیمتھ فإن التجاور) (ذاتي ھیرمیشي Â مؤثر لأي أنھ أثبت :(8.3) سؤال

للمتغیر قیاس أي إجراء إحتمالیة تمثل |Aj|2 = |⟨αj|Ψ⟩|2 أن نستنتج (8.59) و (8.58) في النتائج من
P (qj) الإحتمالیة بدالة تُعْطى qj الممیزة القیمة على الحصول إحتمال إن .qj الممیزة القیمة سیُعْطِي Q الدینامیكي

الشكل على تُكتب التي و
(8.60) P (qj) = |Aj|2 = |⟨αj|Ψ⟩|2 .

الكمیة الحالات من التعبیر) صح إن خطي تراكب (أو خطي مجموع عن عبارة (8.56) حسب الكلي النظام
مجموع أن بحیث ،(8.60) حسب القیاس إجراء عند معینة ظھور إحتمالیة لھا حالة كل .(8.40) المسموحة الجزئیة
على نحصل فإننا |Ψ⟩ للنظام Q الفیزیائیة الكمیة قیاس عند .(8.58) في توصلنا كما معایر الجزئیة الإحتمالیات
.q5 المثال، سبیل على الممیزة، القیمة ھذه لتكن و ،(8.41) المسوحة القیم مجموعة ضمن من واحدة ممیزة قیمة

أن أي القیاس. بفعل Q الرصودة للكمیة |α5⟩ الممیزة الكِت حالة على أُسْقِط النظام أن نقول عندئذٍ

(8.61) |Ψ⟩ −→
Q الكمیة قیاس

|α5⟩.

الممیزة الحالات إحدى تساوي الكلیة الحالة كانت أذا ھو و ألا إستثناء، طبعاً ھنا الحالة. یغیر القیاس أن إذاً نقول
النتیجة فإن ،(8.61) في الأول القیاس على ثاني قیاس أجرینا إذا أنھ یعني ھذا الحالة. یغیر لن القیاس فإن الجزئیة،

أن أي .q5 على حصولنا أیضاً ھي بالتأكید

(8.62) |Ψ⟩ −→
Q الكمیة قیاس

|α5⟩ −→
Q الكمیة قیاس

|α5⟩.

الإحتمالیة فإن ،|α5⟩ الممیزة الحالة على (8.61) الأول القیاس بفعل الكلي النظام سقوط أن إلى یعود السبب
القیاسات من المزید إجراء فإن بالتالي و .j = 5 عدا ما الممكنة، j قیم لجمیع Aj = 0 أن یعني مما .|A5|2 = 1
أخرى ممیزة كِت حالة أي على |α5⟩ الممیزة كِت حالة سقوط عدم إن .q5 الممیزة القیمة بالتأكید سیعطي المتعاقبة3
من .⟨αj,5|α5⟩ = 0 السعة سیجعل الذي و |αj,5⟩ و |α5⟩ بین التعامد إلى یعود ،j , 5 أن بحیث ،|αj⟩

أن یجب القیاسات أن بمعنى النظام. على یؤثر أن الزمني للتطور فرصة نعطي لا حتى متلاحق بشكل و مباشرة تُجْرَى التي بالقیاسات المتعاقبة بالقیاسات ھنا 3نعنى
.relaxation time الإسترخاء زمن من بكثیر أقل بزمن تُجْرى
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بعضا بعضھا یستبعد بدائل تمثل المتعامدة كِت متجھات فإن measurement theory القیاس نظریة نظر وجھة
.mutually exclusive alternatives

النتائج؟ من معینة واحدة قیمة سیعطي القیاس إجراء أن طالما (8.60) الإحتمالیة دالة دور عن نتسأل أن لنا بقي
عند المجھزة و المتماثلة الأنظمة من كبیر عدد نعتبر أن یجب عملیاً فقط. واحد نظام عن نقاشنا لدى لاتتضح الإجابة
توصف جمیعھا الأنظمة أن حقیقة من أتت "نقي" الصفة .pure ensemble نقي تجمیع لتكوِّن الظروف نفس عند
القیمة فیھا ستظھر التي المرات عدد فإن للتجمیع، Q الدینامیكي المتغیر قیاس إجراء بعد أنھ سنجد .|Ψ⟩ بالحالة
تصبح Q متوسط فإن المقابل في .|⟨α5|Ψ⟩|2 الكمیة ستساوي4 التجمیع في النظم عدد على مقسوماً q5 المییزة

عملیاً

⟨Q⟩ =
q1 ظھور مرات عدد
التجمیع في النظم عدد

× q1 +
q2 ظھور مرات عدد
التجمیع في النظم عدد

× q2 + · · ·+ qN ظھور مرات عدد
التجمیع في النظم عدد

× qN ,

.(8.59) العلاقة في المعطاة و نظریاً المتوقعة القیمة تقابل ھي و
الترشیح أو selective measurments الإنتقائیة القیاسات تسمى القیاسات من آخر نوع ھناك أخیراً، و
و حجب و ،|αi⟩ أنھ لنقل و ،Q لـ eigenket ممیز كِت متجھ بإنتقاء جھاز یقوم القیاس عملیة خلال .filteration
.qi الممیزة القیمة ستعطي ھنا القیاس نتیجة .(8.1) الشكل في موضح ھو كما الأخرى كِت متجھات جمیع رفض
مستقطب شعاع على نحصل أردنا إذا المثال سبیل على مؤثرات. بإسخدام القیاس من النوع ھذا على نحصل عملیاً
إتجاه على عمودي متجانس غیر مغناطیسیاً مجالاً نسلط فإننا معین) بإتجاه معزلیة حركة لھ (أي المغزلیة الحركة
الحال ھو كما المغزلي، الزاوي للعزم المغناطیسیة المساقط حسب شعاعات عدة إلى الشعاع فیتحلل المتعادل الشعاع
مثال المرغوب. الإتجاه ذو الشعاع فقط یمرر حاجز بوضح نقوم ثم .(1.25) الشكل في شتیرن-جیرلاخ تجربة في
متجانساً مغناطیسیاً مجالاً المرة ھذه نسلط حیث المشحونة. الجسیمیة للأشعة السرعات إنتقاء جھاز یسمى فیما آخر
السرعات متجھ على عمودیة مغناطیسیة قوة فتتولد الجسیمیات) سرعة على (عمودي الشعاع إتجاه على عمودي
إلى الشحنة نسبة على یعتمد قطر نصف كل مختلفة، أقطار بأنصاف دائریة بمسارات المشحونة الجسیمات تحرف
الباقي. حجب و معینة بسرعة و معینة كتلة إلى شحنة بنسبة شعاع تمریر یمكن حاجز بوضع السرعة. على و الكتلة
أن أي .|Ψ⟩ على (8.52) في المعطى الإسقاطي المؤثر تطبیق خلال من الإنتقائیة القیاسات إلى نصل ریاضیاً،

(8.63) Λ̂ii|Ψ⟩ = |αi⟩⟨αi|Ψ⟩ = ⟨αi|Ψ⟩|αi⟩ = Ai|αi⟩.

(8.34) الدوران مؤثرات و (8.52) الإسقاطیة المؤثرات بإستخدام J. Schwinger شوینجر جولیان العالم قام لقد
على یعتمد الذي measurement symbol القیاس رمز إدخال و الإنتقائیة القیاسات خلال من الكم نظریة لصیاغة
شتیرن-جیرلاخ. بتجربة شبیھة تجارب، عدة من العملیة القیاسات مع حساباتھ نتائج بمقارنة قام و القیاسیة. المؤثرات

المؤثرات. و البرا و الكِت فضاء متجھات لریاضیات كامل تحفیز إلى أدى ھذا

Continous spectra المستمرة الأطیاف 8.5

غیر أو متناھیة فضائاتھا أبعاد الممیزة. القیم من متقطعة أطیاف ذات رصودة فیزیائیة كمیات مع الآن لحد تعاملنا لقد
position الموقع المثال، سبیل على الممیزة، القیم من مستمرة أطیاف لھا رصودة كمیات یوجد المقابل، في متناھیة.
ھیرمیشي بمؤثر تمثل الحركة كمیة أن الرابع الباب في رأینا كما .momentum الحركة) (كمیة الخطي الزخم و
،(4.37) في تعطى التي و الممیزة، للدوال التعامد علاقة حیث (4.34) العلاقة من الممیزة معادلتھا تعطى خطي و
مستمرة رصودة فیزیائیة كمیة أي أن ھو نقولھ أن نرید ما المستمرة. الأطیاف عن للتعبیر لدیراك دلتا دالة تستخدم

لانھائي. بالتأكید سیكون الفضاء ھذا أبعاد لكن ممیز، كِت متجھ لھا الطیف

معایرة. (8.40) الممیزة كِت متجھات مجموعة أن 4بشرط
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|Ψ⟩ للحالة Q فیزیائیة كمیة بقیاس جھاز یقوم حیث selective measurement الإنتقائي القیاس :(8.1) شكل
الأخرى. الحالات باقي یرفض و |αi⟩ فقط واحدة ممیزة كِت لحالة یسمح filter مرشح و

Position الموقع 8.5.1

من كاملة مجموعة لھ x̂ خطي و ھیرمیشي مؤثر لھا رصودة كمیة یمثل الذي و x واحد بعد في الموقع فضاء لنعتبر
الممیزة المعادلة تحقق التي و {|x⟩} الممیزة كِت متجھات

(8.64) x̂|x⟩ = x|x⟩.

كِت متجھ أي أن المتقطعة، للأطیاف الطیفي المفكوك نظریة من رأینا .x̂ المؤثر ننشيء كیف معرفة الھام غیر من
.|φ⟩ =

∑
j bj|αj⟩ (8.5) العلاقة حسب {|αj⟩}j الكاملة الأساسات مجموعة بمعلومیة یُكْتب |φ⟩ عشوائي

المفكوك علاقة حسب {|x⟩} الكاملة الأساسات مجموعة بمعلومیة یُكْتب |ψ⟩ عشوائي كِت متجھ أي الطریقة بنفس
المستمرة للأطیاف الطیفي

(8.65) |ψ⟩ =
∫ ∞
−∞

dx b(x)|x⟩,

المستمرة، للأطیاف
∫∞
−∞ dx التكامل و b(x) بالدالة المتقطعة للأطیاف

∑
j المجموع و bj المعامل إستبدلنا حیث

على تكتب {|x⟩} الممیزة للحالات التعامدیة العیاریة العلاقة فإن التغیر، مستمرة كمیة x أن بما الترتیب. على
الصورة

(8.66) ⟨x′|x⟩ = δ(x′ − x),
كما المتقطعة، للأطیاف دلتا كرونكر دالة عن عوضاً x للمتغیر المستمر الطیف لتمثیل دلتا دیراك دالة إستخدمنا حیث
(8.65) بضرب b(x) الدالة حساب نستطیع الآن المتقطعة. للأطیاف (8.44) العیاریة التعامد علاقة في الحال ھو

على لنحصل الیسار من ⟨x′| بالبرا

⟨x′|ψ⟩ =
∫ ∞
−∞

dx b(x)⟨x′|x⟩ =
∫ ∞
−∞

dx b(x)δ(x′ − x),

= b(x′).

أن إلى ننتھي
(8.67) b(x) = ⟨x|ψ⟩.

على نحصل (8.65) في (8.67) من b(x) قیمة عن عوضنا لو أولھا، ھامة. دلائل لھا (8.67) العلاقة

|ψ⟩ =
∫ ∞
−∞

dx |x⟩⟨x|ψ⟩ =
(∫ ∞
−∞

dx |x⟩⟨x|
)
|ψ⟩,

التمام علاقة مباشرة منھا نستنتج التي و

(8.68)
∫ ∞
−∞

dx|x⟩⟨x| ≡ 1,
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تكامل. إلى المجموع بتبدیل ،(8.45) المتقطعة للأطیاف التمام علاقة تشابھ التي و
قیاس إجراء لدى x القیمة على الحصول إحتمالیة تمثل |b(x)|2 = |⟨x|ψ⟩|2 أن (8.67) للعلاقة الثانیة الدلالة
|b(x)|2 أن من نتحقق أكثر للتأكد !|ψ(x)|2 الإحتمالیة كثافة صفات من الواقع في ھذا لكن .|ψ⟩ الحالة لموقع

أن أي معایر، |ψ⟩ الكِت أن أساس على المعایرة، شرط ∫تحقق ∞
−∞

dx|b(x)|2 =
∫ ∞
−∞

dx|⟨x|ψ⟩|2,

=
∫ ∞
−∞

dx⟨ψ|x⟩⟨x|ψ⟩,

= ⟨ψ|ψ⟩ = 1,

أو b(x) = ψ(x) أن نفھم مما الفضاء، على معایرة |b(x)|2 أن إذاً نجد .(8.68) التمام علاقة إستخدمنا حیث
أن القول یمكننا

(8.69) ψ(x) = ⟨x|ψ⟩.
یمكن ⟨φ|ψ⟩ الداخلي الضرب .|x⟩ فضاء على |ψ⟩ الحالة مسقط بإعتبارھا ψ(x) الموجیة الدالة لمعنى تعمیم ھذا

بالشكل ببساطة یحسب أن

(8.70) ⟨φ|ψ⟩ = ⟨φ|1|ψ⟩ =
∫ ∞
−∞

dx ⟨φ|x⟩⟨x|ψ⟩ =
∫ ∞
−∞

dxφ∗(x)ψ(x),

.(3.9) و (3.4) الأقسام في بالتحدید و الثالث الباب في الموجیة للدالة الإبتدائیة المفاھیم صغنا كما تماماً
{|r⟩} الموقع لمتجھ الكاملة كِت متجھات مجموعة إستخدام علینا سیتعین أبعاد. ثلاث في كثیراً لایختلف الأمر

بـ تعرف التي و
(8.71) |r⟩ ≡ |x, y, z⟩,

التالیة الممیزة المعادلات تتحقق بحیث

(8.72) x̂|r⟩ = x|r⟩; ŷ|r⟩ = y|r⟩; ẑ|r⟩ = z|r⟩.

أن إعتبرنا ضمنیاً إذاً نحن .ẑ و ،ŷ ،x̂ الرصودة للكمیات simultaneous متزامن |r⟩ كِت متجھ أن یعني ھذا
التالیة التبدیل العلاقات أن یعني مما عشوائیة، دقة أي إلى الوقت بنفس قیاسھا یمكن الموقع لمتجھ الثلاث المركبات

تنطبق
(8.73) [x̂, ŷ] = [ŷ, ẑ] = [ẑ, x̂] = 0.

خلال من {|r⟩} الموقع لمتجھ الكاملة كِت متجھات بمعلومیة یكتب |ψ⟩ معایر عشوائي كِت متجھ أي إذاً نقول
العلاقة

(8.74) |ψ⟩ = 1|ψ⟩ =
∫
d3r|r ⟩⟨r|ψ⟩ =

∫
d3r ψ(r)|r⟩,

أبعاد ثلاثة في التمام علاقة إستخدمنا حیث

(8.75)
∫
d3r |r⟩⟨r| ≡ 1.

الموقع فضاء على البرا و الكِت تمثیلات لإسقاط إستخدامھا یمكن الموقع لفضاء المجردة التمثیلات أن إذاً نجد
{|αj⟩}Nj=1 للأساسات (8.44) التعامد علاقة المثال سبیل فعلى الثالث. الباب في كما الدوال تمثیلات على للحصول

یلي كما الموقع فضاء على تسقط أن یمكن

δji = ⟨αj|αi⟩ = ⟨αj|1|αi⟩,

=
∫ ∞
−∞

dx ⟨αj|x⟩⟨x|αi⟩.
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على نحصل بالتالي و ψ∗αj(x) = ⟨αj|x⟩ الكمیة و ψαi(x) = ⟨x|αi⟩ الكمیة

(8.76) ⟨αj|αi⟩ =
∫ ∞
−∞

dx ψ∗αj(x)ψαi(x) = δji; ∀i, j = 1, 2, . . . , N,

علاقة الثالث الباب في إستنبطناھا التي و أیضاً الھامة العلاقات من .(3.54) العیاریة التعامد لعلاقة تماماً مماثلة
یلي كما (8.66) الموقع فضاء في التعامد علاقة إلى إرجاعھا یمكن التي و (3.60) الإنغلاق

δ(x′ − x) =
∑
j

ψαj(x
′)ψ∗αj(x),

=
∑
j

⟨x′|αj⟩⟨αj|x⟩ = ⟨x′|

∑
j

|αj⟩⟨αj|

 |x⟩,
= ⟨x′|x⟩.

Momentum الخطي الزخم 8.5.2

الذي و p واحد بعد في الزخم فضاء لنعتبر الحركة). كمیة (أو الخطي الزخم على تماماً ینطبق للموقع النقاش نفس
تحقق التي و {|p⟩} الممیزة كِت متجھات من كاملة مجموعة لھ p̂ خطي و ھیرمیشي مؤثر لھا رصودة كمیة یمثل

الممیزة المعادلة
(8.77) p̂|p⟩ = p|p⟩.
للأطیاف الطیفي المفكوك علاقة حسب {|p⟩} الكاملة الأساسات مجموعة بمعلومیة یُكْتب |ϕ⟩ عشوائي كِت متجھ أي

المستمرة
(8.78) |ϕ⟩ =

∫ ∞
−∞

dp b(p)|p⟩,

الصورة على تكتب {|p⟩} الممیزة للحالات التعامدیة العیاریة العلاقة فإن التغیر، مستمرة كمیة p أن بما

(8.79) ⟨p′|p⟩ = δ(p′ − p),

المتقطعة. للأطیاف دلتا كرونكر دالة عن عوضاً p للمتغیر المستمر الطیف لتمثیل دلتا دیراك دالة إستخدمنا حیث
أن إلى ننتھي الیسار من ⟨p′| بالبرا (8.78) بضرب b(p) الدالة بحساب الآن

(8.80) b(p) = ⟨p|ϕ⟩.

.|ϕ⟩ الحالة لزخم قیاس إجراء لدى p القیمة على الحصول إحتمالیة تمثل |b(p)|2 = |⟨p|ϕ⟩|2 أن نفھم منھا التي و
|b(p)|2 أن من نتحقق أكثر للتأكد .(3.5) القسم في راینا كما |ϕ(p)|2 الإحتمالیة كثافة صفات من أیضاً ھذا لكن

أن أي معایر، |ϕ⟩ الكِت أن أساس على ،(3.38) المعایرة شرط ∫تحقق ∞
−∞

dp|b(p)|2 =
∫ ∞
−∞

dp|⟨p|ϕ⟩|2,

=
∫ ∞
−∞

dp⟨ϕ|p⟩⟨p|ϕ⟩,

= ⟨ϕ|ϕ⟩ = 1,

التالیة التمام علاقة إستخدمنا حیث
(8.81)

∫ ∞
−∞

dp|p⟩⟨p| ≡ 1,
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أن القول یمكننا أو b(p) = ϕ(p) أن نفھم مما الفضاء، على معایرة |b(p)|2 أن إذاً نجد

(8.82) ϕ(p) = ⟨p|ϕ⟩.

یمكن ⟨φ|ϕ⟩ الداخلي الضرب .|p⟩ فضاء على |ϕ⟩ الحالة مسقط بإعتبارھا ϕ(p) الموجیة الدالة لمعنى تعمیم ھذا
بالشكل ببساطة یحسب أن

(8.83) ⟨φ|ϕ⟩ = ⟨φ|1|ϕ⟩ =
∫ ∞
−∞

dp ⟨φ|p⟩⟨p|ϕ⟩ =
∫ ∞
−∞

dpφ∗(p)ϕ(p),

الثالث. الباب في الموجیة للدالة الإبتدائیة المفاھیم صغنا كما تماماً
بـ تعرف التي و {|p⟩} الزخم لمتجھ الكاملة كِت متجھات مجموعة إستخدام علینا سیتعین أبعاد، ثلاث في

(8.84) |p⟩ ≡ |px, py, pz⟩,

التالیة الممیزة المعادلات تتحقق بحیث

(8.85) p̂x|p⟩ = px|p⟩; p̂y|p⟩ = py|p⟩; p̂z|p⟩ = pz|p⟩.

أن إعتبرنا ضمنیاً إذاً نحن .p̂z و ،p̂y ،p̂x الرصودة للكمیات simultaneous متزامن |p⟩ كِت متجھ أن یعني ھذا
التالیة التبدیل العلاقات أن یعني مما عشوائیة، دقة أي إلى الوقت بنفس قیاسھا یمكن الزخم لمتجھ الثلاث المركبات

تنطبق
(8.86) [p̂x, p̂y] = [p̂y, p̂z] = [p̂z, p̂x] = 0.

خلال من {|p⟩} الزخم لمتجھ الكاملة كِت متجھات بمعلومیة یكتب |ϕ⟩ معایر عشوائي كِت متجھ أي إذاً نقول
العلاقة

(8.87) |ϕ⟩ = 1|ϕ⟩ =
∫
d3p |p⟩⟨p|ϕ⟩ =

∫
d3p ϕ(p)|p⟩,

أبعاد ثلاثة في التمام علاقة إستخدمنا حیث

(8.88)
∫
d3p |p⟩⟨p| ≡ 1.

الخطي الزخم فضاء على البرا و الكِت تمثیلات لإسقاط إستخدامھا یمكن الموقع لفضاء المجردة التمثیلات أن إذاً نجد
الثالث. الباب في كما الدوال تمثیلات على للحصول

التالي لنفترض

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ = ⟨x|1|ψ⟩,

=
∫ ∞
−∞

dp ⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩,

=
∫ ∞
−∞

dp ⟨x|p⟩ϕ(p),

(3.35) العلاقة مع قارنا لو عشوائیة. كِت حالة أي |ψ⟩ أن أساس على ،ϕ(p) = ⟨p|ψ⟩ أن إعتبرنا حیث

ψ(x) =
1√
2π~

∫ +∞

−∞
ϕ(p)eipx/~dp,

على نحصل
(8.89) ⟨x|p⟩ =

1√
2π~

eipx/~.
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على لنحصل (8.66) العلاقة من دلتا دیراك دالة تعریف یمكن

δ(x− x′) = ⟨x|x′⟩ = ⟨x|1|x′⟩,

=
∫ ∞
−∞

dp ⟨x|p⟩⟨p|x′⟩,

على نحصل (8.89) بإستخدام

(8.90) δ(x− x′) =
1

2π~

∫ ∞
−∞

dp eip(x−x
′)/~.

تصبح (8.89) العلاقة أبعاد ثلاث في

(8.91) ⟨r|p⟩ =
1

(2π~)3/2
eip·r/~.

تصبح أبعاد ثلاث في دیراك دالة ان حیث

(8.92) δ(r− r′) =
1

(2π~)3

∫
d3p eip·(r−r′)/~.

توضیح مع الفضاء لمتجھات و للمؤثرات unitary operations الواحدیة العملیات جمیع یلخص (8.2) الجدول
تطبیقاتھا. أھم و عملیة لكل المرتبطة الفیزیائیة المعاني

Generalized uncertainty relation المعممة الیقین عدم علاقة 8.6

على ،∆B̂ و ∆Â بالقیاس حیود) (أو خطأ لھما رصودة، فیزیائیة كمیات یمثلان B̂ و Â مؤثرین إعتبرنا لو
التالیة المتراجحة یحقق ∆B̂ في ∆Â ضرب حاصل فإن الترتیب،

(8.93)
⟨
(∆A)2

⟩ ⟨
(∆B)2

⟩
≥ 1

4

∣∣∣⟨[Â, B̂]⟩∣∣∣2 .
بالعلاقة یعطى B̂ و Â بقیاس الحیود إن المعممة. الیقین عدم بعلاقة تُعْرف (8.93) المتراجحة

(8.94) ∆Â = Â− ⟨A⟩; and ∆B̂ = B̂ − ⟨B⟩.

أن إثبات السھل ⟩من
(∆A)2

⟩
=
⟨
A2
⟩
− ⟨A⟩2,

∆B̂ و ∆Â من كلاً أن الواضح من .⟨ ⟩ لھا المتوقعة القیمة أخذ و (8.94) العلاقة تربیع ھو ھنالك ما كل
ھو الآن نفعلھ أن نرید ما .(8.94) العلاقة تقترح حسبما ،B̂ و Â بـ إرتباطھما بسبب ذلك و ھیرمیشیة مؤثرات
و الموقع كمؤثر الشھیرة، المؤثرات للبعض تطبیقھا ثم صلباً. ریاضیاً إثباتاً (8.93) المتراجحة إثبات أولاً شیئین،

ھایزنبرج. مبدأ تحقق كانت إذا ما لنرى الزخم،
فإن z مركب عدد لأي أنھ المركب التحلیل من نتذكر ،(8.93) المتراجحة لإثبات

|z|2 = (Re z)2 + (Im z)2 ≥ (Im z)2 .

المركب التحلیل من أیضاً .pure imaginary number نقي تخیلي عدد z كان إذا فقط تتحقق المساواة أن حیث
كالتالي Im z التخیلي الجزء نكتب

Im z =
1

2i
(z − z∗).
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تطبیقاتھا. و الكِت و البرا لمتجھات و للمؤثرات الواحدیة القیم علاقات أصل و أنواع :(8.2) جدول
تطبیقاتھا العلاقة أصل الریاضیة الصیغة إسم

العلاقة
الواحدیة

كمفكوك یكتب |φ⟩ عشوائي متجھ أي مجموعة {|α⟩} أن حقیقة ∑
α |α⟩⟨α| = 1 علاقة

.{|α⟩}خطي و المتعامدة الدوال من كاملة أو التمام
|φ⟩ = 1|φ⟩ =

∑
α |α⟩⟨α|φ⟩ المعایرة. الإنغلاق

آخر فضاء إلى فضاء من خطیة تحویلات على نحصل كي بالتعریف Û †Û ≡ 1 المؤثرات
الحصول الداخلي. الضرب ینحفظ بحیث الداخلي الضرب تحفظ علاقة الواحدیة
التشابھي. بالتحویل قطریة مصفوفة على

حساب الطیفي. التحلیل و القیاس نظریة المفھوم نطبق حتى بالتعریف، ⟨Ψ|Ψ⟩ ≡ 1 المعایرة
الدینامیكیة. للمتغیرات المتوقعة القیم الفضاء لمتجھات الإحصائي

الطیفي. التحلیل و القیاس نظریة |Ψ⟩ الكلیة الحالة كِت أن حقیقة ∑
α |Aα|2 = 1 معایرة

للمتغیرات المتوقعة القیم حساب معایرة
∑
α |⟨α|Ψ⟩|2 = 1 معاملات

الدینامیكیة. 1 = ⟨Ψ|Ψ⟩ = ⟨Ψ|1|Ψ⟩ التفكك
= ⟨Ψ|(∑α |α⟩⟨α|)|Ψ⟩ |Ψ⟩ لـ

=
∑
α |⟨α|Ψ⟩|2

حساب الحر، الجسیم الموجیة، الحزم {|p⟩} أو {|x⟩} أن حقیقة
∫
|x⟩⟨x|dx = 1 علاقة

الموجیة. للدوال العیاریة التعامد علاقات الدوال من كاملة مجموعة
∫
|p⟩⟨p|dp = 1 التمام

المعیارة. و المتعامدة للأطیاف
المستمرة

فإن حقیقیة Im z أن بما

(Im z)2 = |Im z|2 =
∣∣∣∣ 12i(z − z∗)

∣∣∣∣2 =
1

4
|z − z∗|2 .

فإن علیھ و
|z|2 ≥ 1

4
|z − z∗|2 .

أن نستنتج فإننا ،z = ⟨ψ|ϕ⟩ أخذنا لو

(8.95) |⟨ψ|ϕ⟩|2 ≥ 1

4
|⟨ψ|ϕ⟩ − ⟨ϕ|ψ⟩|2 ,

تخیلیاًً. ⟨ψ|ϕ⟩ الداخلي الضرب ناتج كان إذا تحدث المساواة أن حیث
القیمة مربع أن تنصعلى التي و Cauchy–Schwarz inequality كوشي-شوارتز متراجحة نتذكر أن یھمنا
إذا تتحقق المساواة مقداریھما. ضرب حاصل یساوي أو من أصغر عشوائیین متجھین لأي الداخلي للضرب المطلقة
و |ψ⟩ عشوائیین متجھین لأي نقول الكِت، فضاء لمتجھات الھندسي. المفھوم في ھو كما متوازیین، المتجھان كان

یحققان ، Cauchy–Schwarz inequality كوشي-شوارتز متراجحة حسب فإنھ ،|ϕ⟩

(8.96) ⟨ψ|ψ⟩⟨ϕ|ϕ⟩ ≥ |⟨ψ|ϕ⟩|2 .
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لمتجھات الفیزیائیة الحالة إعتبرنا أساس على الفیزیائیة، الحالة نفس یمثلان |ϕ⟩ و |ψ⟩ كان إذا تحدث ھنا المساواة
(8.96) كوشي-شوارتز متراجحة مع (8.95) المتراجحة بدمج الإقلیدیة. للمتجھات الھندسي الإتجاه تقابل الكِت

الھامة المتراجحة إلى نصل
(8.97) ⟨ψ|ψ⟩⟨ϕ|ϕ⟩ ≥ 1

4
|⟨ψ|ϕ⟩ − ⟨ϕ|ψ⟩|2 .

كالتالي |Ψ⟩ للنظام الكلیة الحالة بمعلومیة تعریفھا یمكن عشوائیة، متجھات |ϕ⟩ و |ψ⟩ أن بما

(8.98) |ψ⟩ = ∆Â|Ψ⟩; and |ϕ⟩ = ∆B̂|Ψ⟩.

الداخلي الضرب فإن علیھ و

(8.99) ⟨ψ|ψ⟩ = ⟨Ψ|∆Â†∆Â|Ψ⟩ = ⟨Ψ|(∆Â)2|Ψ⟩ = ⟨(∆A)2⟩.

أن نجد الطریقة بنفس
(8.100) ⟨ϕ|ϕ⟩ = ⟨(∆B)2⟩.

الداخلي الضرب أن نجد المقابل في

⟨ψ|ϕ⟩ = ⟨Ψ|(∆Â)†(∆B̂)|Ψ⟩,
= ⟨Ψ|(Â− ⟨A⟩)†(B̂ − ⟨B⟩)|Ψ⟩,
= ⟨Ψ|(ÂB̂ − Â ⟨B⟩ − ⟨A⟩ B̂ + ⟨A⟩ ⟨B⟩)|Ψ⟩,
= ⟨AB⟩ − ⟨A⟩ ⟨B⟩ − ⟨A⟩ ⟨B⟩+ ⟨A⟩ ⟨B⟩ ,

أن إلى لنصل
(8.101) ⟨ψ|ϕ⟩ = ⟨AB⟩ − ⟨A⟩ ⟨B⟩ .

أن نجد الطریقة، بنفس
(8.102) ⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨BA⟩ − ⟨A⟩ ⟨B⟩ .

على نحصل (8.97) في (8.102) و ،(8.101) ،(8.100) ،(8.99) نعوض

⟨(∆A)2⟩⟨(∆B)2⟩ ≥ 1

4
|(⟨AB⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩)− (⟨BA⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩)|2

≥ 1

4
|⟨AB⟩ − ⟨BA⟩|2 ,

≥ 1

4
|⟨AB −BA⟩|2 ,

≥ 1

4

∣∣∣⟨[Â, B̂]⟩
∣∣∣2 .

المركب، ھلبرت لفضاء الخطي الجبر بنیة من جزء الیقین عدم مبدأ إذاً نجد .(8.93) المتراجحة یحقق الذي و
كوشي-شوارتز. متراجحة في الداخلي الضرب علاقة إقتضتھا

بالتعویض ،(2.28) في كما الزخم و الموقع بقیاس الخطأ في ھایزنبرج مبدأ تحقیق ھو العلاقة لھذه إختبار أول
مباشرة. یتحقق ھایزنبرج مبدأ أن نجد .(8.93) في (3.43) التبدیل بعلاقة المباشر

Quantum dynamics الكمیة الدینامیكا 8.7

للنظام الزمني التطور مع سنتعامل كمیة. نظر وجھة من الفیزیائیة الأنظمة دینامیكیة بدراسة سنعنى القسم ھذا في
قوانین حسب ریاضیاً ستُعَالج الأمور ھذه كل الدورانیة. و الإنتقالیة، الحركة الطاقة، مؤثرات)، و/أو فضاء (متجھات

الكم. میكانیكا
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الحركة معادلة و الزمني التطور 8.7.1
Time evolution and equation of motion

بالصیغة لتعطى المجرد بالشكل (3.12) الزمن على المعتمدة شرودنجر معادلة صیاغة إعادة یمكننا

(8.103) Ĥ|ψ(t)⟩ = i~
d

dt
|ψ(t)⟩.

على المعتمدة الفیزیائیة الحالة إلى یشیر time dependent ket state vector الزمن على المعتمد الكِت متجھ
الذي و الإبتدائي، الزمن على من التكامل إجراء و المتغیرات فصل یمكن (8.103) الصیغة خطیة من الزمن.

أن أي ،t زمن أي إلى ،0 سنعتبره

−i(Ĥ/~)dt = d|ψ(t)⟩/|ψ(t)⟩; ⇒ −i(Ĥ/~)
∫ t

0
dt′ =

∫ |ψ(t)⟩

|ψ(0)⟩
d|ψ(t′)⟩/|ψ(t′)⟩,

یـ یعطى للنظام الزمني التطور تصف التي و (8.103) الزمن على المعتمدة المعادلة حل إلى لنصل

(8.104) |ψ(t)⟩ = e−iĤt/~|ψ(0)⟩,

فصل لدى (3.3) القسم في المتبعة الخطوات مع یتفق ھذا .t = 0 عند للنظام الإبتدائي الحل ھو |ψ(0)⟩ حیث
.(3.21) شرودنجر لمعادلة الكلي الحل على الحصول عند بالأخص و المكانیة و الزمانیة المتغیرات

Maclaurin series ماكلورین مفكوك بإستخدام یحلل أن یمكن exp(−iĤt/~) الزمني التطور مؤثر إن
على لنحصل

(8.105) e−iĤt/~ =
∞∑
n=0

(−iĤt/~)n

n!
.

حل بإستخدام المتوقعة لقیمتھ الزمني الإعتماد تحدید بإمكاننا الآن فإنھ الزمن، على صراحة لایعتمد Â مؤثر لأي
أن أي ،(8.104) الحالة متجھ في المعطى و الزمن على المعتمدة شرودنجر معادلة

⟨A⟩(t) = ⟨ψ(t)|Â|ψ(t)⟩,
= ⟨ψ(0)|eiĤ†t/~Âe−iĤt/~|ψ(0)⟩,
= ⟨ψ(0)|eiĤt/~Âe−iĤt/~|ψ(0)⟩,
= ⟨ψ(0)|Â(t)|ψ(0)⟩,

كالتالي Â(t) الزمن على المعتمد المؤثر عرفنا حیث

(8.106) Â(t) = eiĤt/~Âe−iĤt/~.

المقاسة و زمنیاً المستقل Â للمؤثر المتوقعة القیمة أن على تنص (8.106) لإثبات إتبعناھا التي السابقة الخطوات
المعتمد Â(t) للمؤثر المتوقعة القیمة یكافيء ،|ψ(t)⟩ الزمن على معتمدة حالة في المتوقعة) القیمة إلى یعود (ضمیر

.|ψ(0)⟩ زمنیاً مستقلة حالة في المقاسة و الزمن على
من مجموعة نجھز أن المناسب من أنھ حیث كبیرة فائدة ذو الكم لمیكانیكا الرسمیة المعالجة في التكافؤ ھذا
بكیفیة الإكتراث دون نھائي بشكل و واحدة لمرة المجرد الفضاء في معایرة و متعامدة كأساسات الممیزة المتجھات
ھایزنبرج بتصور یسمى ما طبقنا نكون الجبریة المعالجة من النھج لھذا تطبیقنا لدى الزمن. مع الأساسات ھذه تغیر
تطبیق تعني للأساسات الزمني التطور إعتبار و الزمن عن مستقلة Â إبقاء المقابل في .Heisenberg picture
دوران لتوصیف مماثل ھذا التصورین. لكلا نفسھا ھي النھائیة النتیجة .Schrödinger picture شرودنجر تصور
الإسنادیة المحاور من لنظام بالنسبة السكون حالة في توصیفجسم أو الثابتة الإسنادیة المحاور من لنظام بالنسبة جسم

ملائمة. قضیة إلا ھو ما التصورین من لأي إختیارنا إن الدورانیة.
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كالتالي یحسب الزمن مع Â(t) المؤثر تغیر معدل إن

d

dt
Â(t) =

d

dt

(
eiĤt/~Âe−iĤt/~

)
,

=
i

~
ĤeiĤt/~Âe−iĤt/~ − i

~
eiĤt/~ÂĤe−iĤt/~,

=
i

~

(
ĤeiĤt/~Âe−iĤt/~ − eiĤt/~Âe−iĤt/~Ĥ

)
,

=
i

~

(
ĤÂ(t)− Â(t)Ĥ

)
,

أن إلى لننتھي

(8.107) d

dt
Â(t) =

i

~

[
Ĥ, Â(t)

]
.

الحركة. لثوابت حسابنا لدى الرابع الباب في أستنتجناھا التي و (4.32) العلاقة تطابق التي و

ككمیات المؤثرات تمثیل ھو البسیطة التوافقیة الحركة في (8.107) للعلاقة الھامة التطبیقات من :(8.2) مثال
معتمدة كمؤثرات الزخم و الموقع، الھامیلتوني، المؤثر مثل ھایزنبرج. تصور في الحال ھو كما الزمن، على معتمدة

♠ شرودنجر. تصور مع الصورة ھذه تتطابق كیف ضح و الزمن. على

،(6.24) العلاقة حسب Ĥ الھامیلتوني المؤثر مثلنا السادس الباب في :(8.2) مثال حل

Ĥ =
(
â+â− +

1

2

)
~ω.

و الترتیب، على ،(6.23) و (6.22) في معرفان الدرجي الخفض مؤثر â− و الدرجي الرفع مؤثر â+ أن حیث
و â+ المؤثران البسیطة. التوافقیة الحركة نظام في مؤثر أي نبني طریقھما عن التي و القاعدیة المؤثرات یعتبران
بإستخدام الزمن. على معتمدتان â−(t) و â+(t) أن سنعتبر .[â−, â+] = 1 (6.28) التبدیل علاقة یتبعان â−
الزمنیة التفاضلیة المعادلات نستنتج الترتیب، على ،(6.30) و (6.29) التبدیل علاقات إستخدام و (8.107) النتیجة

d

dt
â+(t) =

i

~
[Ĥ, â+(t)] = iωâ+(t),

و
d

dt
â−(t) =

i

~
[Ĥ, â−(t)] = −iωâ−(t).

یصبح الإبتدائیة، الشروط تطبیق بعد التفاضلیتین، المعادلتین ھاتین حل

â+(t) = eiωt â+(0); and â−(t) = e−iωt â−(0).

على نحصل حیث (6.40) الصیغة في الموقع مؤثر عن عبرنا

x̂(t) =

√
~

2mω

[
â+(t) + â−(t)

]
,

=

√
~

2mω

[
â+(0)eiωt + â−(0)e−iωt

]
.

على لنحصل (6.42) من الزخم مؤثر كتابة یمكن الطریقة بنفس

p̂(t) = i

√
m~ω

2

[
â+(0)eiωt − â−(0)e−iωt

]
.
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محافظ. النظام أن یعني الذي و â+(t)â−(t) = â+(0)â−(0) لأن Ĥ(t) = Ĥ(0) أن من بسھولة التأكد یمكن
على نحصل حیث ،(8.107) من مباشرة الزخم و الموقع لمؤثر الحركة معادلة كتابة یمكن أیضاً

dx̂(t)

dt
=

i

~

[
Ĥ, x̂(t)

]
,

=
i

~

[
p̂2(t)

2m
+

1

2
mω2x̂2, x̂(t)

]
=

i

2m~

[
p̂2(t), x̂(t)

]
,

=
i

2m~

{
p̂2(t)x̂(t)− x̂(t)p̂2(t) + p̂(t)x̂(t)p̂(t)− p̂(t)x̂(t)p̂(t)

}
,

=
i

2m~
{p̂(t) [p̂(t), x̂(t)] + [p̂(t), x̂(t)] p̂(t)} ,

=
i

2m~
{p̂(t)(−i~) + (−i~)p̂(t)} =

p̂(t)

m
.

على نحصل للموقع الثانیة الزمنیة المشتقة نأخذ

d2x̂(t)

dt2
=

1

m

dp̂(t)

dt
.

،(8.107) من مباشرة dp̂(t)/dt عن نعوض الآن

dp̂(t)

dt
=
i

~

[
Ĥ, p̂(t)

]
= −mω2x̂(t),

أن على لنحصل
d2x̂(t)

dt2
= −ω2x̂(t),

ھو حلھا الكلاسیكیة. الحركة معادلة نفس ھي و

x̂(t) = Â cosωt+ B̂ sinωt.

الشروط نطبق الزمن. على معتمدة غیر مؤثرات سوى لیست الثوابت أن إختلاف مع الكلاسیكي الحل نفس ھو
كالتالي الثابتة المؤثرات لتحدید dx̂(t)/dt و x̂(t) على الإبتدائیة

x̂(0) = Â and dx̂(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=0

=
p̂(0)

m
= ωB̂,

إلى لننتھي

x̂(t) = x̂(0) cosωt+
p̂(0)

mω
sinωt.

الصیغة على الزمن على المعتمد الزخم مؤثر نكتب أن یمكن تماماً الطریقة بنفس

p̂(t) = p̂(0) cosωt−mωx̂(0) sinωt.

التبدیل لعلاقة الزخم و للموقع التمثیلین ھذین تحقیق من التأكد للقاريء یمكن

[x̂(t), p̂(t)] = [x̂(0), p̂(0)] = i~.
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أن المثال سبیل على لاحظ الكلاسیكیة. المیكانیكا مع تقابلھا و الدرجیة بالمؤثرات التمثیلات مع إتفاقھا كذلك .
الكلاسیكیة، بصیغتھ الثاني نیوتن قانون تعتبر التي و (3.14) الصیغة سوى لیست dp̂(t)/dt = −mω2x̂(t)

♣ .Ehrenfest theorem إیرنفست نظریة نصت حسبما

إذاً الزمني. التطور مؤثر یسمى و Ût بالرمز لھ یرمز واحدي، e−iĤt/~ المؤثر أن لاحظ

(8.108) Ût = e−iĤt/~, and Û †t = Û−1
t = eiĤt/~.

عموماً الكت متجھ على أثره
(8.109) Ût|ψ(t0)⟩ = |ψ(t0 + t)⟩,

الواحدي التشابھي التحویل علاقة حسب Â مؤثر أي على و

(8.110) Â(t) = Û †t ÂÛt = Û−1
t ÂÛt.

الدوران. و الزخم، تبادل و المكاني كالإنتقال أخرى دینامیكیة على أیضاً تجري التحویلات ھذه أن سنرى

Canonical commutation relation القانونیة التبدیل علاقة 8.7.2

و الموقع مؤثري بین الذكر الطیبة (3.43) التبدیل علاقة نتذكر الواحد. البعد ذو إقلیدي فضاء في نظام عن لنتكلم
قانونیاً المترافقة الكمیات بین تربط التي و التبدیلیة العلاقات أساسیات من تعتبر العلاقة ھذه .[x̂, p̂] = i~ الزخم
خلال من بعضھا مع ترتبط التي بالثنائیات قانونیاً المترافقة بالكمیات نقصد .canonical conjugate quantities
على ینطبق ھذا الثالث، الباب في رأینا كما .Fourier transform duals of one another فورییر تحویلات
ما ھذا لكن كثیرة الأمثلة و الزاوي، الزخم و الزاویة الإزاحة (التردد)، الطاقة و الزمن على كذلك الزخم. و الموقع
عدم بعلاقة ثنائیة كل ترتبط و متزامنة غیر الثنائیات ھذه مؤثرات أن بالملاحظة الجدیر من المجال. ھذا في یھمنا

یقین.
بالجدیدة، لیست الكمیة التبدیل علاقات إن الكلاسیكیة. المیكانیكا إلى یعود بالقانونیة (3.43) العلاقة تسمیة سبب إن
كبیرة أھمیة لھا التي و Poisson bracket بواسو بأقواس یعرف فیما الكلاسیكیة، المیكانیكا في یقابلھا ما یوجد بل
نقصد .phase space الطوري الفضاء على القائمة Hamiltonian mechanics الھامیلوتونیة المیكانیكا في
معادلات على للحصول تستخدم بواسو أقواس إن الزمن. و الزخم، الموقع، على المعرف الفضاء الطوري بالفضاء
بطریقة لا أم قانونیة كانت إذا ما المستخدمة الإحداثیات فئة تُحَدِّد كذلك و (8.107) للعلاقة مشابھة بطریقة الحركة
.i~ بالثابت فقط ضربناھا لو الكمیة التبدیل علاقات إلى تؤول بواسو أقواس إن .(3.43) التبدیل لعلاقة مشابھة
یعود الكمیة و الكلاسیكیة التبدیلات بین i~ بالثابت الإختلاف في السبب الوحدة. تساوي كلاسیكیاً (3.43) فالعلاقة
أولاً المجھري العالم إكتشفنا أن حدث لو (الكمیة). الأعم المیكانیكا قبل (الكلاسیكیة) الأخص المیكانیكا إكتشافنا إلى

الوحدة. تساوي الثوابت ھذه لكانت الكلاسیكیة المیكانیكا قبل الكم میكانیكا أسس وضعنا و
على نحصل (3.43) التبدیل لقاعدة تدویر بإعادة قمنا لو

(8.111) [x̂, p̂n] = in~p̂n−1; and [x̂n, p̂] = in~x̂n−1.

التبدیل قاعدة مع (3.43) التبدیل علاقة بإستخدام إما بطریقتین، التبدیلتین ھاتین إثبات یمكن

(8.112) [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ],

x̂ = i~d/dp (أو الیمین في (8.111) للعلاقة p̂ = −i~d/dxالتعویض ببساطة أو مرة، n لـ متكرر بشكل
مشتقات یحوي الطرف ھذا فإن الأیمن، الطرف في i~ الثابت المعامل عن النظر بغض الیسار)5. على نفسھا للعلاقة

العلاقة إلى ننظر ھنا لكن .x̂ = i~d/dp أو p̂ = −i~d/dx بإعتبار الثالث الباب في إثباتھا تم (3.43) العلاقة في تعطى [x̂, p̂] = i~ التبدیل علاقة أن 5نتذكر
جبریة. لیست و بحتة تناظریة نظر وجھة من
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من مفكوك من تتكون F (x̂) و G(p̂) دالة أي إعتبار یمكن الملاحظة، ھذه من مدفوعین .x̂n و p̂n لـ تفاضلیة
على لنحصل (8.111) العلاقة نعمم أن یمكن الترتیب. على ،x̂ و p̂ لـ قوى متسلسلة

(8.113) [x̂, G(p̂)] = i~
dG(p̂)

dp̂
; and [F (x̂), p̂] = i~

dF (x̂)

dx̂
.

canonical القانونیة بالتبدیلات یسمى لما تؤسس التي و (3.43) للعلاقة مباشر ناتج ھي (8.111) التبادیل علاقات
فقد ملاحظ ھو كما لكن مستمرة. p̂ و x̂ أطیاف أن ھو و ألا تماماً نعرفھ إستنتاج إلى المؤدیة و ،commutators
مركبات لھ یصبح الزخم و الموقع فإن الأبعاد المتعددة الفضاءات في واحد. بعد في العلاقات ھذه في أنفسنا قیدنا

لتصبح القانونیة التبدیل علاقات نعمم علیھ و مستقلة،

(8.114) [x̂k, p̂l] = i~δkl [x̂k, x̂l] = 0 and [p̂k, p̂l] = 0,

بالصیغة یعطى الإحداثیات فضاء في الزخم لمؤثر k المركبة أن تقتضي الذي و

(8.115) p̂k = −i~ ∂

∂xk
.

الإقلیدي الفضاء في یتحرك لجسیم المثال سبیل على الممكنة. المركبات جمیع على یجریان l و k المؤشرات أن لاحظ
.k, l = x, y, z فإن البعد ثلاثي

Spatial translations المكاني الإنتقال 8.7.3

التالي یحقق الذي و T̂ (dx) infinitesimal translation الصغر في المتناھي الإنتقال مؤثر لنقترح

القاعدة حسب الموقع كِت متجھ نقل على یعمل .1

(8.116) T̂ (dx)|x⟩ = |x+ dx⟩,

.T̂ (dx) لـ ممیز كِت لیست |x⟩ أن واضح أعلاه. المساواة في الطور قیمة أھملنا حیث

إذا إلا لایتحقق ھذا و معایرة تكون T̂ (dx)|α⟩ الكِت أن المنطقي فمن معایر، |α⟩ الأساس أن إعتبرنا إذا .2
كان

⟨α|T̂ †(dx)T̂ (dx)|α⟩ = 1 = ⟨α|α⟩,
إذاً الإحتمالیة. حفظ بالتالي و للأساسات، الداخلي الضرب حفظ أجل من واحدیة T̂ (dx) أن بمعنى

(8.117) T̂ †(dx)T̂ (dx) = 1.

إتجاه بنفس dx1 تكن لم لو حتى ،dx1 + dx2 بـ الإنتقال یعني T̂ (dx2) ثم T̂ (dx1) لـ المتعاقب التأثیر .3
أن نقول علیھ و .dx2

(8.118) T̂ (dx1)T̂ (dx2) = T̂ (dx1 + dx2).

أن أي الأصلي، الإنتقال مقلوب یكافيء الإتجاه عكس الإنتقال أن المتوقع من .4

(8.119) T̂ (−dx) = T̂−1(dx).
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أن أي الوحدة، مؤثر یعطي الإنتقال فإن dx→ 0 عندما أنھ نتطلب .5

(8.120) lim
dx→0

T̂ (dx) = 1.

.O(dx2) ≃ 0 أن حیث الأولى، الرتبة من dx یحوي أن یجب T̂ (dx) أن یعني مما

كالتالي الصغر، في المتناھي الإنتقال مؤثر كتابة یمكن وعلیھ

(8.121) T̂ (dx) = 1− iK̂dx,

كالتالي تتحقق الواحدیة خاصیة أعلاه. المدرجة الخواص جمیع تحقق (8.121) الصیغة ھیرمیشي. مؤثر K̂ حیث

T̂ †(dx)T̂ (dx) = (1 + iK̂†dx)(1− iK̂dx),
= 1− i(K̂ − K̂†)dx+O(dx2),

≃ 1.

أیضاً الطریقة بنفس تتحقق الثالثة الخاصیة الواحدیة. شرط تحقق K̂ ھیرمیشیة و الصغر في dx تناھي بسبب

T̂ (dx1)T̂ (dx2) = (1− iK̂dx1)(1− iK̂dx2),

= 1− iK̂(dx1 + dx2) +O(dx2)

≃ 1− iK̂(dx1 + dx2),

≃ T̂ (dx1 + dx2).

أیضاً تتحقق الرابعة الخاصیة أیضاً

T̂−1(dx) = (1− iK̂dx)−1,

= 1 + iK̂dx+O(dx2),

≃ 1− iK̂(−dx),
≃ T̂ (−dx).

من مباشرة متحققة الخامسة الخاصیة .T̂−1(dx) = T̂ †(dx) حقیقة إثبات بسھولة یمكن أعلاه، من أیضاً لاحظ
.(8.121) الفرضیة

حسبنا لو .K̂ و x̂ المؤثرین بین أساسیة علاقة لإیجاد الآن نتجھ ،(8.121) بالعلاقة نسلم

x̂T̂ (dx)|x⟩ = x̂|x+ dx⟩ = x+ dx|x+ dx⟩,

و
T̂ (dx)x̂|x⟩ = xT̂ (dx)|x⟩ = x|x+ dx⟩.

على نحصل العلاقتین )بطرح
x̂T̂ (dx)− T̂ (dx)x̂

)
|x⟩ = dx|x+ dx⟩ ≃ dx|x⟩,

كالتالي d|x⟩/dx للكِت التفاضل تعریف بإستخدام |x+ dx⟩ عن عوضنا حیث

|x+ dx⟩ = |x⟩+
(
d|x⟩
dx

)
dx,



8.7 الكمیة الدینامیكا Quantum dynamics 223

(8.121) من علیھا الحصول یمكن أیضاً النتیجة ھذه .dx|x+ dx⟩ القیمة في dx من العلیا الرتب أھملنا و

dx|x+ dx⟩ = dxT̂ (dx)|x⟩ = dx(1− iK̂dx)|x⟩ ≃ dx|x⟩.

أن الفور على لنستنتج
(8.122) [x̂, T̂ (dx)] = dx,

على نحصل (8.122) في (8.121) من T̂ (dx) بتعویض

dx = [x̂, 1− iK̂dx] = [x̂, 1]− idx[x̂, K̂] = −idx[x̂, K̂],

التبدیل علاقة إلى لننتھي
(8.123) [x̂, K̂] = i.

و generator of the infinitesimal translation الصغر في المتناھي الإنتقال مولد علیھ یطلق K̂ المؤثر
الصفات، ھذه لھ مؤثراً بالفعل نعلم لكننا .(8.123) التبدیل علاقة یحقق و ھیرمیشي یكون أن فیھ نتطلبھ ما كل
سوى لیس (8.123) التبدیل علاقة من الأیمن الطرف فإن ھذا، لإستنتاجنا ریاضیة صبغة لإضفاء .p̂/~ وھو ألا

التفاضلیة المعادلة على إذاً نحصل .(8.113) القانونیة التبدیل علاقة حسب i~dK̂/dp̂

dK̂

dp̂
=

1

~
⇒ K̂ =

p̂

~
,

الصغر. في المتناھي الإنتقال مولد ھو الزخم مؤثر أن یعني ھذا التكامل. عن الناتج الطور أھملنا أخرى مرة حیث
ھو الصغر في المتناھي الإنتقال مؤثر یصبح بھذا و

(8.124) T̂ (dx) = 1− ip̂dx/~.

بالصورة الصغر في المتناھي الإنتقال مؤثر نكتب أن یمكن أبعاد ثلاث في

(8.125) T̂ (dr) = 1− ip̂ · dr/~.

finite translation المتناھي الإنتقال على الحصول یمكننا الصغر. في المتناھي الإنتقال على نقاشنا حددنا الآن لحد
∆x بالمقدار واحد بعد في المتناھي الإنتقال لنعتبر المتعاقبة. و الصغر في المتناھیة الإنتقالات من كبیر عدد بتراكب

التأثیر قاعدة حسب
(8.126) T̂ (∆x)|x⟩ = |x+ ∆x⟩.

على لنحصل dx = limN→∞∆x/N إنتقال كل أن نعتبر بحیث الصغر في متناھي إنتقال N بتراكب

T̂ (∆x) = lim
N→∞

(
T̂ (dx)

)N
= lim

N→∞
(1− ip̂ dx/~)N ,

= lim
N→∞

(
1− ip̂∆x/~

N

)N
,

أن حقیقة من

eX = lim
N→∞

(
1 +

X

N

)N
,
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أن إلى ننتھي فإننا
(8.127) T̂ (∆x) = e−ip̂∆x/~.

المتناھي الإنتقال فإن أبعاد، ثلاث في
(8.128) T̂ (∆r) = e−ip̂·∆r/~.

للإنتقال، الأساسیة الخصائص من یعد ھذا المسار. ترتیب على لاتعتمد نقطتین بین المتناھي الإنتقال أن لاحظ
إبدالیة. مختلفة بإتجھات المتعاقبة الإنتقالات

التشابھیة الواحدیة التحویلات خلال من Â مؤثر أي على یؤثر المتناھي الإنتقال مؤثر فإن سابقاً، برھنا كما

(8.129) T̂ †(∆x)ÂT̂ (∆x) = eip̂∆x/~Âe−ip̂∆x/~.

إلى المتناھي الإنتقال تأثیر تحت یتحول x̂ الموقع مؤثر

T̂ †(∆x)x̂T̂ (∆x) = eip̂∆x/~ x̂ e−ip̂∆x/~,

= eip̂∆x/~ x̂
∞∑
n=0

(−ip̂∆x/~)n

n!
,

= eip̂∆x/~
∞∑
n=0

(−i~)n

n!
x̂p̂n(∆x)n,

القانونیة التبدیل علاقة من المنبثقة و (8.111) التبدیلیة العلاقة نستخدم الأسیة. للدالة تایلور مفكوك إستخدمنا حیث
على لنحصل

T̂ †(∆x)x̂T̂ (∆x) = eip̂∆x/~
∞∑
n=0

(−i/~)n

n!
(p̂nx̂+ in~p̂n−1)(∆x)n,

= eip̂∆x/~
( ∞∑
n=0

(−i/~p̂∆x)n

n!
x̂+

∞∑
n=0

(−i/~)n

n!
in~p̂n−1(∆x)n

)
,

= x̂+ eip̂∆x/~
∞∑
n=0

(−i/~)n−1

(n− 1)!
p̂n−1(∆x)n,

= x̂+ eip̂∆x/~
( ∞∑
n=0

(−ip̂∆x/~)n−1

(n− 1)!

)
∆x.

من الأول الحد أن نجد الأیمن، الطرف في ( ) داخل الثاني الحد في المجموع بالخصوص و الأخیرة، الخطوة في
یعني ∞±مما مالانھایة یعطي السالب العدد مضروب أن المعروف من !1−و المقام في یعطي n = 0 المجموع

كالتالي ( ) بین المجموع یصبح بالتالي و n = 1 من المجموع یبدأ لذلك صفر. یعطي الأول المجموع حد أن
∞∑
n=0

(−ip̂∆x/~)n−1

(n− 1)!
=

(−ip̂∆x/~)−1

(−1)!
+
∞∑
n=1

(−ip̂∆x/~)n−1

(n− 1)!
,

= 0 +
∞∑
n=0

(−ip̂∆x/~)n

n!
= e−ip̂∆x/~,

مؤثر بإستخدام الموقع مؤثر تحویل أن إلى ننتھي .
∑∞
n=1 f(n − 1) =

∑∞
n=0 f(n) أن حقیقة إستخدمنا حیث

الإنتقال
(8.130) T̂ †(∆x)x̂T̂ (∆x) = x̂+ ∆x.

لتصبح التحویل علاقة تعمیم یمكن

(8.131) T̂ †(∆x)f(x̂)T̂ (∆x) = f(x̂+ ∆x),
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نفسھ الأمر .(8.110) الزمني التطور مؤثر خلال من للتحویل تماماً مكافيء ھذا الموقع. لمؤثر دالة f(x̂) حیث
نخوضفي لن سوف المثال. سبیل على كالدوران الكم، میكانیكا في الواحدیة التناظریة التحویلات جمیع على ینطبق

الدوران. مولد ھو الزاوي الزخم مؤثر لأن الزاوي الزخم دراسة قبل الدوران تحویلات

تمارین و أسئلة 8.8

مایلي: عن أجِب دیراك، لتمثیلات الأساسیة المفاھیم بإستخدام :(8.4) سؤال

حقیقیة. Â ھیرمیشي لمؤثر {aj}j الممیزة القیم مجموعة أن أثبت (أ)

.(ÂB̂)† = B̂†Â† أن أثبت (ب)

♢ .Â|αj⟩ = aj|αj⟩ یتحقق بحیث {|αj⟩}j الأساسات مجموعة إعتبر

كالتالي تعرف skew-hermitian أو anti-hermitian ھیرمیشیة العكس المؤثرات :(8.5) سؤال

Â† = −Â.

تخیلیة. Â للمؤثر {aj}j الممیزة القیم مجموعة أن أثبت (أ)

ھیرمیشیین؟ عكس لمؤثرین التبدیل عن ماذا ھیرمیشي. عكس مؤثر یعطي ھیرمیشیین لمؤثرین التبدیل أن بین (ب)

المتوقعة القیمة أن تقتضي (أ) الفقرة .Â|αj⟩ = aj|αj⟩ یتحقق بحیث {|αj⟩}j الأساسات مجموعة إعتبر
♢ تخیلیة. ھیرمیشیة عكس للمؤثرات

الشكل على كتابتھا یمكن أنھ أثبت (8.82) في ϕ(p) تعریف من :(8.6) سؤال

ϕ(p) =
∫
dx⟨p|x⟩ψ(x),

♢ .⟨p|x⟩ لـ صیغة أوجد الموجیة، الحزم معادلة مع بمقارنتھا و

أن أثبت ھیرمیشي، Â المؤثر أن بإعتبار و (8.94) العلاقة في ∆Â الحیود مؤثر تعریف من :(8.7) سؤال
♢ ھیرمیشي. ∆Â الحیود مؤثر

كالتالي معرفان B̂ و Â المؤثران لدیك :(8.8) سؤال

Â = a
d

dx
; and B̂ = ebx,

مایلي على أجب مركبة. ثوابت b و a حیث

المؤثرین. قیاس في الیقین عدم علاقة أوجد و [Â, B̂] التبدیل علاقة إحسب (أ)
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إحسب و Âلـ ممیز كِت أیضاً B̂|k⟩ الكِت أن أثبت .Â|k⟩ = k|k⟩ أن بحیث ،Âلـ ممیز كِت |k⟩ كانت إذا (ب)
الممیزة. قیمتھ

متعامدة. و معیرة |k⟩الكِت مجموعة أن علمت إذا c قیمة إحسب و B̂|k⟩ = c|k+ab⟩ كتابة یمكن أنھ ناقش (ج)

علاقة أن لاحظ كذلك .exp (±ikx) الممیزة الدوال أمثلة من لذلك الموقع فضاء في الزخم مؤثر یشابھ Â أن لاحظ
البسیطة التوافقیة الحركة في الھامیلتوني المؤثر مع الخفض و الرفع لمؤثرات التبدیل علاقة تشبھ [Â, B̂] التبدیل

♢ واحد. بعد في

فإن ،â+ الرفع لـمؤثر حدود كثیرة دالة f(â+) كان إذا أنھ أثبت :(8.9) سؤال

â−f(â+)|0⟩ =
df(â+)

dâ+
|0⟩.

أن تذكر

|n⟩ =
(â+)n√
n!
|0⟩.

f(â+) = بالمفكوك f(â+) كتابة یمكن (مساعدة: البسیط. التوافقي للمتذبذب الأساسات مجموعة |n⟩ أن حیث
♢ (.[â−, (â+)n] = n(â+)n−1 التبدیل علاقة إثبات تحتاج و

∑
n cn(â

+)n

أن لإثبات (9) السؤال نتیجة إستخدم :(8.10) سؤال

eλâ
−
f(â+)|0⟩ = f(â+ + λ)|0⟩.

♢ السؤال. لحل f(x+ c) =
∑
n
cn

n!
f (n)(x) أن حقیقة إستخدم

المؤثر علاقة لإثبات (10) السؤال نتیجة إستخدم :(8.11) سؤال

eλâ
−
f(â+)e−λâ

−
= f(â+ + λ).

♢ عشوائیة. كِت حالة أي على تأثیرھا لدى تنطبق أعلاه المؤثر علاقة أن لاحظ

لھا قیمة وأقل (6.46) في تُعْطَى الیقین عدم علاقة أن نعلم البسیطة التوافقیة الحركة في :(8.12) سؤال
الترابط بحالات تُعْرف linear combination state الخطي الجمع من حالة توجد لكن الأرضیة. الحالة عند
لمؤثر ممیزة حالة وجد، كما المترابطة، الحالة ھذه صغرى. قیمة عندھا الیقین عدم علاقة تكون coherent states

أي ،â−الخفض
â−|φ⟩ = λ|φ⟩.

مركب. رقم أي λ أن حیث

الترابط. حالة في الكمات عدد تعطي التي و ⟨φ|â+â−|φ⟩ إحسب (أ)

.(6.43) إلى (6.40) العلاقات إستخدم .|φ⟩ للحالة ⟨p2⟩ و ،⟨p⟩ ،⟨x2⟩ ،⟨x⟩ إحسب (ب)

.∆x∆p = ~/2 أن من تحقق و ∆p و ∆x إحسب (ج)
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الطیفي المفكوك علاقة حسب یكتب أن یمكن |φ⟩ فإن كِت، متجھ كأي (د)

|φ⟩ =
∞∑
n=0

cn|n⟩,

المعاملات أن أثبت
cn =

λn√
n!
c0.

.e−|λ|2/2 تساوي أنھا أثبت و |φ⟩ لـ المعایرة من c0 قیمة إحسب (ھـ)

نكتب أن أیضاً یمكن أنھ أثبت (9) السؤال بإستخدام (و)

|φ⟩ = c0e
λâ+ |0⟩.

الزمن على المعتمدة الحالة في (ز)
|n⟩t = e−iEnt/~|n⟩,

الزمن مع تتطور الممیزة القیم لكن â− لـ ممیزة حالة تبقى |φ(t)⟩ أن أثبت

λ(t) = e−iωtλ.

♢ صغرى قیمة الیقین عدم لیبقى تستمر الترابط حالة أن یعني ھذا

على المعتمد الموقع لمؤثر صیغة لإیجاد (8.107) للمؤثرات العامة الحركة معادلة إستخدم :(8.13) سؤال
أن بحیث ،x̂(t) الزمن

Ĥ =
p̂2(t)

2m
+mgx̂(t).

♢ الثقالة. تأثیر تحت mیتحرك كتلتھ جسم یمثل النظام

كھربائي مجال تأثیر تحت واحد بعد في بسیط توافقي متذبذب تصف ھامیلتون معادلة إفترض :(8.14) سؤال
E خارجي

Ĥ =
p̂2(t)

2m
+

1

2
mω2x2(t)− eE x̂(t).

القانونیة التبدیل علاقة و (8.107) العامة العلاقة بإستخدام p̂(t) و x̂(t) للمؤثرات الحركة معادلات إحسب
x̂(t) لـ صیغة إوجد الكلاسیكیة. المعادلة سوى لیست الحركة معادلة كانت إذا ما تحقق .[x̂(t), p̂(t)] = i~

أن أیضاً أثبت .p̂(0) و x̂(0) بمعلومیة p̂(t) و

[x̂(t1), x̂(t2)] , 0, for t1 , t2.

♢ مختلفة. أزمنة عند كذلك تكون أن لایجب الزمن نفس عند الإبدالیة المؤثرات أن یعني ھذا

بإستخدام فقط و مختلفة بطریقة الموقع لمؤثر (8.130) التشابھیة الواحدیة الإنتقال علاقة إثبت :(8.15) سؤال
♢ .(8.113) التبدیل علاقات
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9
Matrix representation المصفوفات تمثیل

بربط ھایزنبرج قام لقد .W. Heisenberg ھایزنبرج وارنر العالم ید على كان الكم لمیكانیك الأصلي الإكتشاف
ضرب قاعدة لھا أقترح و الأرقام من square arrays مربعة بترتیبات p الزخم و x كالموقع الفیزیائیة الكمیات
مصفوفات سوى لیست الترتیبات ھذه الفور على إستنتج Max Born بورن ماكس .x2 مثل كمیات على للحصول
معادلة إكتشاف إن ھایزنبرج. مع الكم لمیكانیكا الأساسیة الصیغ بوضع P. Jordan العالم و ھو قام و matrices
دیراك، ید على المؤثرات و المتجھة الفضاءات في تجریداً أكثر ریاضیة صیغ مباشرة تبعھا لاحقاً، أتت شرودنجر
لتطور الزمني بالترتیب نلتزم لم محضة، تعلیمیة لأسباب و الكتاب، ھذا في إذاً الثامن. الباب في درسناھا التي و
ھذا في و المجردة، دیراك تمثیلات حسب الكم صیاغة أعدنا ثم شرودنجر، تصور بدایة درسنا حیث الكم. میكانیكا
ھایزنبرج. إقترح كما مصفوفات، شكل على مؤثرات، و متجھات المتجھ، الفضاء في الكم میكانیكا تمثیل سنعید الباب
المیكانیكا في یقابلھا ما لھا لیس فیزیائیة كمیات مع التعامل لنا یسمح لأنھ كبیرة فائدة ذو المصفوفات تمثیل إن
الكم میكانیكا ینقل المصفوفات تمثیل فإن ذلك، إلى بالإضافة المثال. سبیل على للجسیمات، المعزلیة كالحركة التقلیدیة،
الفیزیائیة للحالات الرقمیة القیم على للحصول مقدرة لنا تصبح بالتالي الرقمیة. صورتھا إلى الرمزیة صورتھا من

للمصفوفات. الجمع و الضرب قواعد بإستخدام المتوقعة القیم و

الأساسات بإستخدام العام المصفوفات تمثیل 9.1
General matrix representation using basis

بإستخدام ذلك و مربعة بمصفوفة Â مؤثر أي نمثل أن یمكن الكِت، فضاء متجھات من أساسات مجموعة أي بمعرفة
الشكل على Â نكتب حیث ،(8.45) التمام علاقة

Â = 1Â1 =

(
N∑
i=1

|αi⟩⟨αi|
)
Â

 N∑
j=1

|αj⟩⟨αj|

 ,
=

N∑
i,j=1

|αi⟩⟨αi|Â|αj⟩⟨αj|,

N2 لدینا أنھ یعني مما للنظام. الممكنة الكمیة الأعداد جمیع خلال ممكنة قیمة N على تسري j و i المؤشران ھنا
الشكل على نكتبھ و matrix element المصفوفة عنصر إسم علیھ سنطلق الذي و ⟨αi|Â|αj⟩ للعدد ممكنة قیمة

(9.1) Aij ≡ ⟨αi|Â|αj⟩,
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بالصیغة Â المؤثر نكتب بالتالي و

(9.2) Â =
N∑

i,j=1

Aij|αi⟩⟨αj|.

لـ ممیزة كِت لیست الكِت متجھات من الأساسات مجموعة أن و Â مؤثر أي على ینطبق النقاش أن ثانیة مرة نؤكد
الممیزة. القیم (9.1) التعریف لأعطى إلا و Â

ترتیب یعطي i المؤشر أن Nبحیث ×N أبعادھا مربعة بمصفوفة ⟨αi|Â|αj⟩ المصفوفة عنصر ترتیب یمكن
أن أي .column order الأعمدة ترتیب یعطي j المؤشر و raw order الصفوف

(9.3) Â→ A =


⟨α1|Â|α1⟩ ⟨α1|Â|α2⟩ · · · ⟨α1|Â|αN⟩
⟨α2|Â|α1⟩ ⟨α2|Â|α2⟩ · · · ⟨α2|Â|αN⟩

...
...

...
...

⟨αN |Â|α1⟩ ⟨αN |Â|α2⟩ · · · ⟨αN |Â|αN⟩

 .

بأي الریاضیة الصیغة تمثیل تكتب الكتب من كثیراً .A بمصفوفة Â المؤثر مثلنا أننا یعني Â → A الرمز إن
.Â=̇A نكتب أن یمكن لذلك .represented by أو بـ" "التمثیل تعني الذي و =̇ بالعلامة ممكنة جبریة صورة

نكتب أن نستطیع (8.37) العلاقة من

⟨αi|Â|αj⟩ = ⟨αj|Â†|αi⟩∗.

نكتب ھیرمیشیة، أي ،Â = Â† أن حالة في

(9.4) ⟨αi|Â|αj⟩ = ⟨αj|Â|αi⟩∗ ⇒ Aij = A∗ji,

complex المركب المرافق أن أي (9.4) الشرط عناصرھا تحقق التي ھي الھیرمیشیة المصفوفة أن یعني ھذا
إذاً نقول نفسھ. المصفوفة عنصر یساوي المصفوفة عنصر transpose لمنقول conjugate

(9.5) Â = Â† ⇒ Aᵀ∗ = A,

بالأعمدة. الصفوف تبدیل یعني المصفوفة منقول .A المصفوفة transpose منقول Aᵀ أن حیث
الشكل على المصفوفة بعنصر الضرب یمثل (9.1) العلاقة حسب فإنھ Â = B̂Ĉ مؤثرین ضرب عن تحدثنا لو

Aij = ⟨αi|Â|αj⟩ = ⟨αi|B̂Ĉ|αj⟩ =
∑
k

⟨αi|B̂|αk⟩⟨αk|Ĉ|αj⟩,

=
∑
k

B̂ikĈkj.

المصفوفة عنصر أن جداً واضح .Ĉ و B̂ بین ،(8.45) التمام علاقة حسب الوحدة، مؤثر إدخال ھو فعلناه ما كل
ھو المؤثرات ضرب نكتب وعلیھ .Ĉ في j ترتیبھ الذي بالعمود B̂ في i ترتیبھ الذي الصف ضرب عن ینتج Aij

أي المصفوفات، ضرب نفسھ
(9.6) Â = B̂Ĉ → A = BC.

أنھ قلنا للتوضیح، عمودیة. المصفوفة المرة ھذه بمصفوفة. كِت فضاء متجھ أي تمثیل نستطیع نفسھا، بالطریقة
المعاملات أن حیث ،(8.5) العلاقة حسب الكِت فضاء متجھات من أساسات مجموعة أي بدلالة یكتب كِت متجھ أي
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|φ⟩ الكِت متجھ مصفوفة عناصر فإن لذلك .(8.47) العلاقة على النھایة في لنحصل ،(8.46) العلاقة من تُعْطى bj
الشكل على واحد عمود في تترتب المعاملات، ھذه من عنصر N لدینا .bj = ⟨αj|φ⟩ المعاملات سوى لیست

(9.7) |φ⟩ → φ =


⟨α1|φ⟩
⟨α2|φ⟩
...

⟨αN |φ⟩

 .

الشكل على رسمي بشكل نكتبھ فإننا ،Â|φ⟩ الخطي التحویل عن ناتج |χ⟩ الكِت متجھ إعتبرنا لو

(9.8) |χ⟩ = Â|φ⟩ → χ = Aφ.

نكتب المصفوفات تمثیل حسب

|χ⟩ → χ =


⟨α1|Â|α1⟩ ⟨α1|Â|α2⟩ · · · ⟨α1|Â|αN⟩
⟨α2|Â|α1⟩ ⟨α2|Â|α2⟩ · · · ⟨α2|Â|αN⟩

...
...

...
...

⟨αN |Â|α1⟩ ⟨αN |Â|α2⟩ · · · ⟨αN |Â|αN⟩



⟨α1|φ⟩
⟨α2|φ⟩
...

⟨αN |φ⟩

 ,

=


⟨α1|Â|α1⟩⟨α1|φ⟩+ ⟨α1|Â|α2⟩⟨α2|φ⟩+ · · · ⟨α1|Â|αN⟩⟨αN |φ⟩
⟨α2|Â|α1⟩⟨α1|φ⟩+ ⟨α2|Â|α2⟩⟨α2|φ⟩+ · · · ⟨α2|Â|αN⟩⟨αN |φ⟩

...

⟨αN |Â|α1⟩⟨α1|φ⟩+ ⟨αN |Â|α2⟩⟨α2|φ⟩+ · · · ⟨αN |Â|αN⟩⟨αN |φ⟩

 ,

=


∑N
j=1⟨α1|Â|αj⟩⟨αj|φ⟩∑N
j=1⟨α2|Â|αj⟩⟨αj|φ⟩

...∑N
j=1⟨αN |Â|αj⟩⟨αj|φ⟩

 =


⟨α1|Â|φ⟩
⟨α2|Â|φ⟩

...

⟨αN |Â|φ⟩

 .

.χ عمودیة مصفوفة شكل على |χ⟩ الكِت متجھ یعطي الذي و
التحویل عن ناتج ھذا البرا متجھ أن التذكر أولاً علینا یجب فإننا بالمصفوفات، ⟨χ| البرا متجھ تمثیل أردنا لو
أن مباشرة نستنتج یجعلنا ھذا .Aᵀ∗ المصفوفات في یقابلھ Â† فإن (9.5) العلاقة حسب .⟨χ| = ⟨φ|Â† الخطي

یصبح البرا فضاء في یقابلھ ما في (9.8) الخطي التحویل تمثیل

(9.9) ⟨χ| = ⟨φ|Â† → χᵀ∗ = φᵀ∗Aᵀ∗ = (Aφ)ᵀ∗.

یتضح ھذا .⟨χ| البرا متجھ لتمثل χᵀ∗ أفقیة مصفوفة على للحصول تغیر للمصفوفات الضرب ترتیب أن لاحظ
على لنحصل ،(8.47) العلاقة في (8.6) التقابل علاقة نستخدم فإننا ⟨φ| برا متجھ أي تمثیل اردنا إذا كبیر بشكل

(9.10) ⟨φ| =
∑
j

(⟨αj|φ⟩)∗ ⟨αj| =
∑
j

(⟨φ|αj⟩) ⟨αj|.

من عنصر N لدینا إذاً .⟨αj|φ⟩∗ = ⟨φ|αj⟩ المعاملات سوى لیست ⟨φ| البرا متجھ مصفوفة عناصر فإن لذلك
الشكل على واحد صف في تترتب المعاملات، ھذه

⟨φ| → φᵀ∗ =
[
⟨α1|φ⟩∗ ⟨α2|φ⟩∗ · · · ⟨αN |φ⟩∗

]
, (9.11)

=
[
⟨φ|α1⟩ ⟨φ|α2⟩ · · · ⟨φ|αN⟩

]
. (9.12)
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الشكل على یكتب أن یمكن ⟨χ|φ⟩ الداخلي الضرب فإن لھذا

⟨χ|φ⟩ = ⟨χ|1|φ⟩ = ⟨χ|

∑
j

|αj⟩⟨αj|

 |φ⟩,
=

∑
j

⟨χ|αj⟩⟨αj|φ⟩ =
∑
j

(⟨αj|χ⟩∗) ⟨αj|φ⟩,

=
[
⟨α1|χ⟩∗ ⟨α2|χ⟩∗ · · · ⟨αN |χ⟩∗

]

⟨α1|φ⟩
⟨α2|φ⟩
...

⟨αN |φ⟩

 ,
= χᵀ∗φ.

=̇ →أو السھم نستعمل لم و للمصفوفات، الداخلي بالضرب الفضاء لمتجھات الداخلي الضرب ساوینا إننا لاحظ
قیاسیة قیمة وھي النتیجة، نفس یعطي التمثیلیین كلا في الداخلي الضرب لأن صحیح ھذا الجبریة. العملیة لتمثیل

الشكل على بالمصفوفات یمثل الداخلي الضرب عموماً، الخطیة. بالتحویلات لاتتغیر

(9.13) ⟨χ|φ⟩ → χᵀ∗ φ.

لیكون بھ التنبأ السھل من یصبح بالمصفوفات الخارجي الضرب تمثیل فإن بالمقابل

(9.14) |φ⟩⟨χ| → φ χᵀ∗.

ضرب عن ناتج ،N × N أبعادھا مصفوفة المؤثر المصفوفات تمثیل حسب مؤثر، یعطي الخارجي الضرب إن
التالي حسب أفقیة بأخرى عمودیة مصفوفة

|φ⟩⟨χ| → φ χᵀ∗,

=


⟨α1|φ⟩
⟨α2|φ⟩
...

⟨αN |φ⟩


[
⟨α1|χ⟩∗ ⟨α2|χ⟩∗ · · · ⟨αN |χ⟩∗

]
,

=


⟨α1|φ⟩⟨α1|χ⟩∗ ⟨α1|φ⟩⟨α2|χ⟩∗ · · · ⟨α1|φ⟩⟨αN |χ⟩∗
⟨α2|φ⟩⟨α1|χ⟩∗ ⟨α2|φ⟩⟨α2|χ⟩∗ · · · ⟨α2|φ⟩⟨αN |χ⟩∗

...
...

...
...

⟨αN |φ⟩⟨α1|χ⟩∗ ⟨αN |φ⟩⟨α2|χ⟩∗ · · · ⟨αN |φ⟩⟨αN |χ⟩∗

 .

أعلاه: نقاشنا من خاصتین حالتین نذكر أن بقي

المصفوفة عنصر فإن لھا الممیزة كِت مجموعة بإستخدام ذلك و بمصفوفة Q̂ رصودة كمیة مؤثر تمثیل أردنا إذا أولاً:
كالتالي ،(9.1) حسب یصبح، Qij

(9.15) Qij = ⟨αi|Q̂|αj⟩ = qj⟨αi|αj⟩ = qj δij,

(9.2) الصیغة فإن بالتالي و .(8.44) العیاریة التعامد علاقة و (8.42) الممیزة المعادلة علاقة إستخدمنا حیث
اي .α = β كان إذا إلا صفر یساوي (9.15) العلاقة في Qαβ المصفوفة عنصر إن .(8.51) إلى ستؤول
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أن أي الممیزة. القیم عن عبارة عناصرھا diagonal matrix قطریة مصفوفة على نحصل أننا

(9.16) Q̂→ Q =


q1 0 · · · 0
0 q2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · qN

 .

ترتیب یمثل الذي الصف عدا ما أصفاراً، عناصرھا عمودیة بمصفوفة تمثل الكِت أساسات فإن الوقت بنفس
الأساسات، بأحد |φ⟩الكِت بإستبدال ،(9.7) العلاقة من یتضح ھذا الوحدة. یساوي الذي و للكِت، الكمیة الحالة

أن نجد فإننا

(9.17) |α1⟩ →


1
0
...
0

 , |α2⟩ →


0
1
...
0

 , . . . , |αN⟩ →


0
0
...
1

 .

،(8.44) العیاریة التعامد علاقة یحقق و متعامد و معایر (9.17) الأساسات تمثیل أن بسھولة التحقق یمكن
.(9.16) العلاقة في یُعْطى الذي Q̂ المؤثر مع (8.42) الممیزة العلاقة كذلك یحقق و

مصفوفة فإن ،N →∞ أن أي ،infinite dimension ket basis لانھائیة الكِت أساسات أبعاد كانت إذا ثانیاً:
الأبعاد لانھائیة تصبح (9.3) المؤثر

Â→ A =


⟨α1|Â|α1⟩ ⟨α1|Â|α2⟩ · · ·
⟨α2|Â|α1⟩ ⟨α2|Â|α2⟩ · · ·

...
...

. . .

 .

الأبعاد لانھائیة أیضاً تصبح (9.7) الكِت فضاء متجھ لمصفوفة الحال كذلك

|φ⟩ → φ =


⟨α1|φ⟩
⟨α2|φ⟩
...

 .

من المتناھیة. المصفوفات عن الخارجي و الداخلي للضرب الجبریة العملیات في شيء أي لایغیر ھذا إن
شكل على الفیزیائیة الحالات و المؤثرات تمثیل أجل من بكثرة تستعمل والتي نھائیة، الغیر الأساسات أشھر
إلى یعود البسیطة التوافقیة الحركة أساسات أبعاد لانھائیة إن البسیطة. التوافقیة الحركة أساسات مصفوفات،
لجھد الھامیلتوني للمؤثر الممیزة الدوال مجموعة أیضاً اللانھائیة الأساسات من ملانھایة. إلى الجھد إمتداد
للأساسات. متناھیة الغیر الأبعاد على الحصول إلى أدى مالانھایة إلى الجھد إمتداد أخرى مرة اللانھائي. البئر

كالتالي الأساسات على تأثیره قاعدة بحیث ،D̂ المؤثر و ،{|1⟩, |2⟩} التالیة الأساسات مجموعة لدیك :(9.1) مثال

D̂|1⟩ = −i|2⟩; and D̂|2⟩ = i|1⟩.

♠ ھیرمیشي. انھ أثبت و مصفوفة شكل على D̂ تمثیل أوجد

على تأثیره قاعدة لأن ،D̂ لـ ممیزة كِت متجھات لیست {|1⟩, |2⟩} الأساسات أن واضح :(9.1) مثال حل
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متناھیة مربعة بمصفوفة ستمثل D̂ فإن الأساسات من إثنین لدینا أنھ بما .(8.42) الممیزة العلاقة لاتتبع الأساسات
الشكل على D̂ نكتب فإننا (9.3) العلاقة من .2× 2 أبعادھا

D̂ → D =

[
⟨1|D̂|1⟩ ⟨1|D̂|2⟩
⟨2|D̂|1⟩ ⟨2|D̂|2⟩

]
,

=

[
−i⟨1|2⟩ i⟨1|1⟩
−i⟨2|2⟩ i⟨2|1⟩

]
,

=

[
0 i
−i 0

]
.

أي ،(9.5) العلاقة نستخدم لا، أم ھیرمیشیة D̂ كانت إذا ما للتحقق

Dᵀ∗ =

[
0 −i
i 0

]∗
=

[
0 i
−i 0

]
= D.

♣ ھیرمیشي. D̂ بالتالي و D̂ = D̂† أن یعني مما Dᵀ∗ = D إذاً

المعرف و â+ الرفع مؤثر مثل البسیط، التوافقي المتذبذب فضاء في المناسبة الأساسات بإستخدام :(9.2) مثال
♠ المصفوفة. من 4× 4 أول مثل .(6.31) في المعطاة تأثیره قاعدة حسب بمصفوفة (6.22) في

،{|n⟩}∞n=0 بـ تعطى البسیط التوافقي المتذبذب فضاء في الممیزة كِت متجھات مجموعة سنعتبر :(9.2) مثال حل
قاعدة فإن (6.31) العلاقة حسب الأبعاد. لانھائیة بمصفوفة سیمثل â+ أن یعني ھذا منتھیة. غیر مجموعة ھي و

بـ تعطى â+ تأثیر
â+|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩.

بـ سیعطى a+
mn = ⟨m|â+|n⟩ المصفوفة عنصر

a+
mn = ⟨m|â+|n⟩ =

√
n+ 1⟨m|n+ 1⟩ =

√
n+ 1δm,n+1.

بواحد. العمود رتبة عن فیھا الصف رتبة تزید التي العناصر عدا ما أصفار المصفوفة عناصر جمیع أن یعني ھذا
بـ كمصفوفة الرفع مؤثر یعطى بذلك و إلخ. ... ،a+

43 =
√

3 ،a+
32 =

√
2 ،a+

21 =
√

1 العناصر اي

a+ =



a+
11 a+

12 a+
13 a+

14 · · ·
a+

21 a+
22 a+

23 a+
24 · · ·

a+
31 a+

32 a+
33 a+

34 · · ·
a+

41 a+
42 a+

43 a+
44 · · ·

...
...

...
...

. . .

 =



0 0 0 0 · · ·√
1 0 0 0 · · ·

0
√

2 0 0 · · ·
0 0

√
3 0 · · ·

...
...

...
...

. . .

 .

أي ، |2⟩ الحالة على a+ المصفوفة تأثیر نحقق أن یُمْكِن

0 0 0 0 · · ·√
1 0 0 0 · · ·

0
√

2 0 0 · · ·
0 0

√
3 0 · · ·

...
...

...
...

. . .

 ·


0
0
1
0
...

 =
√

3



0
0
0
1
...

 ,

(n = 3) الرابع الصف إلى (n = 2) الثالث الصف من الأساس⟨2| رتبة من تزید a+ الرفع مؤثر مصفوفة أن أي
♣ .â+ تأثیر قاعدة مع یتفق الذي و ،

√
3 بـ مضروباً |3⟩ الأساس على لنحصل
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عامة حالة متجھات بإستخدام المصفوفات تمثیل 9.2
Matrix representation using generic state vectors

الممیزة المعادلة تطیع التي و الممیزة كت متجھات بإستخدام لمؤثرات مصفوفات بناء حالة رأینا السابقین المثالین في
{|ψn⟩}Nn=1 أساسات غیر لكنھا ممیزة كت متجھات مجموعة لھ Â مؤثر لأي عممنا لو الفضاء. في أساسات تعتبر و

الممیزة المعادلة یحقق بحیث
(9.18) Â|ψn⟩ = an|ψn⟩,

إخترنا لقد .{|ψn⟩}Nn=1 الممیزة المتجھات مجموعة تقابل التي الممیزة القیم مجموعة تمثل {an}Nn=1 أن حیث
أبعاد مع متوافقاً N إلى 1 من تتراوح قیم لھ و الممیزة القیمة و الممیز الكت متجھ ترتیب على لیدل n المؤشر
المتجھات مجموعة .(9.1) العلاقة حسب Â لـ المصفوفة عناصر لبناء تستخدم التي و {|αj⟩}Nj=1 الأساسات

المعروفة العلاقة خلال من {|αj⟩}Nj=1 الأساسات مع ترتبط {|ψn⟩}Nn=1 الممیزة

(9.19) |ψn⟩ =
∑
j

bjn|αj⟩.

العلاقة من تُعْطَى التي و |ψn⟩ الممیز الكت لمتجھ العمودیة المصفوفة عناصر بناء وحدة bjn أن حیث

(9.20) bjn ≡ ⟨αj|ψn⟩,

التالیة الترافق خاصیة لھا التي و

(9.21) b∗jn = ⟨αj|ψn⟩∗ = ⟨ψn|αj⟩ = bnj.

بالصیغة لتصبح (9.18) الممیزة المعادلة من الأیسر الطرف إلى (8.45) التمام علاقة إضافة ∑یمكن
j

Â|αj⟩⟨αj|ψn⟩ = an|ψn⟩,

على المصفوفة) (عناصر الموترات بصیغة (9.18) الممیزة المعادلة لنكتب ⟨αi| بالبرا الطرفین ضرب ثم ومن
الشكل

(9.22)
∑
j

Aijbjn = anbin.

التالیة الخطوات خلال أكثر العلاقة نبسط

0 =
∑
j

Aijbjn − anbin,

=
∑
j

Aijbjn −
∑
j

anbjnδij,

=
∑
j

(Aij − anδij) bjn.

التالي المصفوفات تمثیل في تكافيء الأخیرة الخطوة
A11 − an A12 · · · A1N

A21 A11 − an · · · A2N
...

...
...

...
AN1 AN2 · · · ANN − an



b1n
b2n
...
bNn

 = 0.



236 Matrix representation المصفوفات تمثیل .9

معاملاتھا و {bjn} الممیزة الكت لمتجھات العمودیة المصفوفة عناصر لمجموعة متجانسة خطیة معادلة تمثل ھي و
المصفوفة لعلاقة nontrivial solution صفري غیر حل على نحصل كي .(Aij − anδij) ھي coefficients

التالیة المحدد علاقة تتحقق أن لابد أعلاه

(9.23) det |Aij − anδij| = 0.

الصیغة على بالمصفوفات تكتب (9.23) العلاقة

(9.24) det |A− aI| = 0,

للمؤثرات الممیزة المتجھات و الممیزة القیم لحساب الریاضیة الطرق أنجع من ھذه الوحدة. مصفوفة ھي I أن حیث
جذورھا N الدرجة من an لـ صفریة حدود كثیرة (9.24) المعادلة حل عن ینتج المتناھیة. بالمصفوفات المُمَثّلة
ھذه المتناھیة غیر للمصفوفات .(9.18) الممیزة العلاقة في تُعطى التي و {an}Nn=1 الممیزة القیم مجموعة تعطي

شرودنجر. معادلة حل تكافيء و التطبیق صعبة تصبح الطریقة
كت متجھات مجموعة و حقیقیة {an} الممیزة المؤثر قیم فإن ،Â† = Â أن أي الھیرمیشیة، المؤثرات بإعتبار

تحقق أي معایرة، و متعامدة {|ψn⟩}n لھ الممیزة

(9.25) ⟨ψn|ψm⟩ = δnm.

تمثیل یمكن ،(9.20) التعریف إستخدام و (9.25) في الكِت و البرا بین (8.45) التمام علاقة من الواحد بإدخال
الشكل على المصفوفة) (عناصر الموترات بصیغة (9.25) المعایرة و التعامد علاقة

(9.26)
∑
j

b∗jn bjm =
∑
j

bnj bjm = δnm.

مصفوفة على للحصول إضافیة طریقة تمنحنا التي و الواحدیة المصفوفات بناء في الأخیرة التعامد علاقة من سنستفید
الممیزة. المتجھات مجموعة و الممیزة القیم تحدید بالتالي و قطریة، غیر مصفوفة من قطریة

یمكن أنھ بین و D̂ للمؤثر الممیزة القیم مجموعة و الممیزة الكِت مجموعة أوجد (9.1) المثال في :(9.3) مثال
العلاقة یحقق الممیزة قیمھ و متجھاتھ مع D̂ المؤثر أن أثبت كذلك لھ. مكافئة قطریة مصفوفة شكل على كتابتھ

♠ .(8.51)

characteristic polynomial الخاصة الحدود كثیرة معادلة بحل D لـ الممیزة القیم نحسب :(9.3) مثال حل
بـ eigen vectors الممیزة المتجھات مجموعة إلى نرمز دعنا للتوضیح، الممیزة. المعادلة من تستنتج التي و

الممیزة المعادلة تتحقق بحیث ،{q1, q2} الممیزة القیم مجموعة یقابلھا {d1,d2}

D di = qi di; ∀i = 1, 2.

بـ تكتب التي و الخاصة، الحدود كثیرة معادلة الممیزة المعادلة ھذه عن ینتج

det(D− qI) = 0,

الوحدة. مصفوفة ھي I أن ∣∣∣∣∣حیث
[

0 i
−i 0

]
−
[
q 0
0 q

]∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ −q i
−i −q

∣∣∣∣∣ = q2 − 1 = 0,

القیم مجموعة فإن علیھ و .q = ±1 الخاصة الحدود كثیرة معادلة تحقق التي و الممكنة الممیزة القیم یعطي الذي و
أن لنعتبر ھیرمیشي. D̂ → D المؤثر أن إلى یعود ھذا حقیقیة، الممیزة القیم أن لاحظ .{1,−1} الممیزة

d1 =

[
x1

y1

]
; and d2 =

[
x2

y2

]
.
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على نحصل Dd1 = q1d1 = d1 الممیزة العلاقة ]من
0 i
−i 0

] [
x1

y1

]
=

[
x1

y1

]
,[

iy1

−ix1

]
=

[
x1

y1

]
.

لتصبح d1 نكتب إذاً .y1 = −ix1 أن منھ نستنتج الذي و

d1 = x1

[
1
−i

]
.

ھو المعایرة شرط .x1 قیمة لتحدید d1 لنعایر

1 = dᵀ1∗ d1 = x∗1
[

1 i
]
x1

[
1
−i

]
,

= |x1|2 (1× 1 + i× (−i)) ,
= 2 |x1|2 .

نكتب أو

|x1|2 =
1

2
⇒ x1 =

eiδ1√
2
.

كالتالي d1 تصبح علیھ و ھنا. نھملھ لم الذي و الطور قیمة ھو δ1 حیث

d1 =
eiδ1√

2

[
1
−i

]
.

على نحصل Dd2 = q2d2 = −d2 الممیزة العلاقة من و الخطوات ]بنفس
0 i
−i 0

] [
x2

y2

]
= −

[
x2

y2

]
,[

iy2

−ix2

]
= −

[
x2

y2

]
.

لتصبح d2 نكتب إذاً .y2 = ix2 أن منھ نستنتج الذي و

d2 = x2

[
1
i

]
.

ھو المعایرة شرط .x2 قیمة لتحدید d2 لنعایر

1 = dᵀ2∗ d2 = x∗2
[

1 −i
]
x2

[
1
i

]
,

= |x2|2 (1× 1 + (−i)× i) ,
= 2 |x2|2 .
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نكتب أو

|x2|2 =
1

2
⇒ x2 =

eiδ2√
2
.

كالتالي d2 تصبح علیھ و ھنا. نھملھ لم الذي و الطور قیمة ھو δ2 حیث

d2 =
eiδ2√

2

[
1
i

]
.

أي دائماً، صفراً یعطي الداخلي الضرب أن حیث متعامداتین d2 و d1 أن من التحقق یمكن

dᵀ1∗ d2 = dᵀ2∗ d1 = 0,

لدى تنبع الطور أھمیة إن التعامد. و المعایرة على لاتؤثر الطور قیم أن لاحظ .δ2 و δ1 للطور عشوائیة قیم لأي ذلك و
|δ1− δ2| الطور فرق أن حیث .|d2⟩ و |d1⟩ الجزئیتین للحالتین خطي) (جمع خلط كحالة ما فیزیائیة حالة وصف
،D̂ المؤثر مصفوفة الإحتمالیة. توزیع دالة حساب لدى الجزئیتین الحالتین بین الحاصل التداخل في ھاماً دوراً تلعب

كالتالي قطریة مصفوفة شكل على تكتب Dبـ تعطى التي و

D̂ → D =

[
⟨d1|D̂|d1⟩ ⟨d1|D̂|d2⟩
⟨d2|D̂|d1⟩ ⟨d2|D̂|d2⟩

]
,

=

[
⟨d1|d1⟩ −⟨d1|d2⟩
⟨d2|d1⟩ −⟨d2|d2⟩

]
,

=

[
1 0
0 −1

]
.

كالتالي ،(8.51) العلاقة یحقق الممیزة قیمھ و متجھاتھ مع D̂ المؤثر أن أیضاً التحقق یمكن

D = q1d1dᵀ1∗ + q2d2dᵀ2∗,

= +1
eiδ1√

2

e−iδ1√
2

[
1
−i

] [
1 i

]
+ (−1)

eiδ2√
2

e−iδ2√
2

[
1
i

] [
1 −i

]
,

=
1

2

[
1 i
−i 1

]
− 1

2

[
1 −i
i 1

]
,

=

[
0 i
−i 0

]
.

من یقابلھا ما بإستخدام لكن (8.51) المؤثرات و الفضاء متجھات علاقة بتطبیق D المصفوفة نفس على حصلنا
♣ المصفوفات. تمثیل

التشابھیة التحویلات و الواحدیة المصفوفات 9.3
Unitary matrices and the similarity transformation

أنھا للأساسات تحویلاتھا خواص من أن بینا و (8.22) العلاقة في عرفناھا و الواحدیة المؤثرات عن سابقاً تحدثنا
و (8.25) بالصیغ ریاضیاً المؤثرات ھذه عن عُبِّر ذلك إلى بالإضافة .(8.24) في كما الداخلي، الضرب لاتغیر
و الجبریة خصائصھا بدراسة سنقوم و بمصفوفات، الواحدیة المؤثرات نمثل كیف القسم ھذا في سنرى .(8.26)

.unitary similarity transformation التشابھیة الواحدیة التحویلات في تطبیقاتھا فوائدھا
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The construction of unitary matrices الواحدیة المصفوفات بناء 9.3.1

بالعلاقة تعطى عناصرھا التي و U مصفوفة لنعتبر

(9.27) Ujn = bjn,

أن ھذا عن ینتج .(9.20) بالعلاقة تُعْطى bjn أن حیث

(9.28) (Ujn)
† = U∗nj = b∗jn.

كالتالي U†AU الضرب لحاصل المصفوفة عنصر عن التعبیر أن )یمكن
Û †ÂÛ

)
nm

=
∑
ij

U∗niAijUjm =
∑
i

b∗in
∑
j

Aijbjm,

=
∑
i

b∗in
∑
j

⟨αi|Â|αj⟩⟨αj|ψm⟩︸                         ︷︷                         ︸
⟨αi|Â|ψm⟩=am⟨αi|ψm⟩

= am
∑
i

b∗in bim︸         ︷︷         ︸
δnm

,

= amδnm.

الموترات علاقة إستخدمنا كذلك الترتیب. على ،(9.28) و (9.27) العلاقتین من U∗ni و Ujm عن عوضنا حیث
أنھا أي amδnm ھي عناصرھا U†AU عن الناتجة المصفوفة إن .(9.26) للتعامد الموترات علاقة و (9.22)
مصفوفة إلى A المصفوفة یحول الضرب ھذا إذاً الممیزة. القیم سوى لیست فیھا القطر عناصر قطریة، مصفوفة

بـ تعطى U†AU قطریة

(9.29) Û †ÂÛ → U†AU =


a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · aN

 .

أن حیث ،(8.22) العلاقة تحقق أي unitary واحدیة أنھا U المصفوفة خصائص )من
Û †Û

)
nm

=
∑
j

U∗njUjm =
∑
j

b∗jn bjm,

= δnm, (9.30)

فإن لھذا الوحدة. مصفوفة یعني δnm المصفوفة عنصر أن حیث

U†U = I ⇒ U† = U−1.

قطریة مصفوفة إلى Â المؤثر تحول التي و الواحدیة المصفوفة تمثیل یمكن وبالتالي .(8.22) العلاقة تحقق أي
الصیغة حسب b(j)α = ⟨α|ψj⟩ لھ الممیزة كت متجھات بإستخدام

(9.31) Û → U =



b11 b12 · · · b1N

b21 b22 · · · b2N
...

...
. . .

...
bN1 bN2 · · · bNN

 .
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الشكل على الواحدیة المصفوفة نكتب صراحة أكثر بشكل أو

(9.32) Û → U =


⟨α1|ψ1⟩ ⟨α1|ψ2⟩ · · · ⟨α1|ψN⟩
⟨α2|ψ1⟩ ⟨α2|ψ2⟩ · · · ⟨α2|ψN⟩

...
...

. . .
...

⟨αN |ψ1⟩ ⟨αN |ψ2⟩ · · · ⟨αN |ψN⟩

 .

نفس لھا المتشابھھ المصفوفات .similarity transformation التشابھي التحویل یسمى U−1AU التحویل إن
الممیزة الحدود كثیرة ،eigenvalues الممیزة القیم ،trace النزرة أو الأثر ،determinant المحدد ،rank الرتبة
المقسومات و ،minimal polynomial الدنیا الحدود كثیرة ،characteristic polynomial (9.25) عن الناتجة

.elementary divisors الأولیة

الواحدیة للتحویلات الجبریة الخصائص 9.3.2
Algebraic characteristics of unitary transformation

المحدد علاقة حقیقة من
det(AB) = det(A) det(B),

أن نجد فإننا
det(UU†) = det(U) det(U†) = det(I) = 1.

الواحدیة للمصفوفة تمثیلاتنا من نعلم لكن

det(U†) = det(U)∗; ⇒ det(UU†) = | det(U)|2 = 1,

أن نستنتج یالتالي و
(9.33) | det(U)|2 = 1.

أن نجد فإننا D = U†AU للتحویل علیھ و

det(D) = det(U†AU) = det(U) det(U)∗ det(A),

= | det(U)|2 det(A) = det(A),

أن حقیقة من أنھ حیث trace الأثر على أیضاً ینطبق ھذا المحدد. لایغیر الواحدي التحویل أن أي

Tr(AB) = Tr(BA),

فإن

Tr(D) = Tr(U†AU) = Tr(AUU†),
= Tr(A).

الواحدیة. التحویلات تحت لایتغیر الأثر أن أي
للمصفوفات الجیریة العملیات في تطبیقھا ھو قطریة مصفوفة على الحصول و الواحدي للتحویل الجمة الفوائد من
من Ân حساب فإن ،A قطریة غیر بمصفوفة یُمَثَّل Â مؤثر أخذنا لو ما. قوة إلى المصفوفة رفع تتضمن التي و
غیر أو كبیرة أبعاد ذات المصفوفة كانت إذا خصوصاً جداً، معقداً سیكون n بنفسھا A المصفوفة ضرب خلال
وجدنا لو القوة. تلك إلى إلى القطریة العناصر رفع فقط یتضمن قوة لأي القطریة المصفوفة رفع المقابل في نھائیة.
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كتابة یمكن فإننا ،D = U†AU الواحدي التحویل خلال من D قطریة مصفوفة إلى A تحول U واحدیة مصفوفة
كالتالي D بمعلومیة A

A = UDU†

تصبح An فإن بالتالي و

An =
(
UDU†

) (
UDU†

) (
UDU†

)
· · ·

(
UDU†

)
︸                                                    ︷︷                                                    ︸,

nمرة

= UDU†UDU†UDU† · · ·UDU†,
= UDnU†.

الشكل على أو

An = U


dn1 0 0
0 dn2 0

0 0
. . .

U†,

التطبیقات أھم من .D القطریة للمصفوفة الممیزة القیم تمثل التي و القطریة العناصر ھي ...إلخ ، d2 ، d1 أن حیث
حسب لھ ماكلورین مفكوك حساب یمكن e−iĤt/~ الزمني التطور معامل في الحصر، لا المثال، سبیل على تأتي

على لنحصل (8.105) العلاقة

e−iĤt/~ =
∞∑
n=0

(−iĤt/~)n

n!
=
∞∑
n=0

(−it/~)n

n!

(
Ĥ
)n
,

=
∞∑
n=0

(−it/~)n

n!
U
(
Ĥ ′
)n
U †,

= U

[ ∞∑
n=0

(−iĤ ′t/~)n

n!

]
U †,

= U


∑∞
n=0

(−iE1t/~)n

n!
0 0 · · ·

0
∑∞
n=0

(−iE2t/~)n

n!
0 · · ·

0 0
∑∞
n=0

(−iE3t/~)n

n!
· · ·

...
...

...
. . .

U †,

معاملات على أیضاً ینطبق النقاش ھذا إلخ. ... ،E2 ،E1 ممیزة بقیم قطري ھامیلتون Ĥ ′ = Û †ĤÛ أن حیث
التطور معامل أو ،∆x بإزاحة الحالة إنتقال إلى یؤدي الذي ،e−ip̂∆x/~ المكاني التطور كمعامل الأخرى، التطور

.∆θ زاویة بإزاحة الحالة دوران إلى یؤدي الذي و e−iL̂∆θ/~ الدوراني

Change of basis الأساسات تبدیل 9.3.3

تحویل عنھا ینتج التي و (8.23) العلاقة في المعطاة الخطیة التحویلات ھي الواحدیة للمؤثرات الھامة التطبیقات من
یطلق التحویل ھذا آخر. فضاء في أخرى أساسات مجموعة إلى {|αj⟩}j المتعامدة الكاملة الأساسات مجموعة
التحویل أن بما .change of representation التمثیل تغییر أو change of basis الأساسات تغییر إسم علیھ
و متعامدة و كاملة الجدیدة الأساسات أن إثبات السھل فمن ،(8.24) في أثبتنا كما الداخلي، الضرب یحفظ (8.23)
{|αj⟩}j الأساسات مجموعة یحول و Û

†Û = Û Û † = 1, الواحدیة شرط بحقق ،Û مؤثر أن لنعتبر معایرة.
التالیة المعادلة حسب ،{|βj⟩}j الأساسات إلى

(9.34) |βj⟩ = Û |αj⟩.
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بناء الممكن من المقابل، في الواحدي. الخطي التحویل تحت معایرة و متعامدة، كاملة، {|βj⟩}j الجدیدة الأساسات
حسب {|βj⟩}j الجدیدة الأساسات مجموعة و {|αj⟩}j الأصلیة الأساسات مجموعة بمعلومیة Û الواحدي المؤثر

العلاقة
(9.35) Û =

∑
j

|βj⟩⟨αj|,

متجھ على Û تأثیر بدراسة (9.34) التحویل من التحقق یمكننا .(8.45) التمام علاقة مع مباشرة إثباتھا یمكننا التي و
كالتالي |αi⟩ الكِت

Û |αi⟩ =
∑
j

|βj⟩⟨αj|αi⟩ =
∑
j

|βj⟩δji,

= |βi⟩,
كالتالي (9.35) في للمؤثر الواحدیة شرط من التحقق یمكن .(9.34) التحویل یحقق أنھ أي

Û †Û =

(∑
i

|βi⟩⟨αi|
)†∑

j

|βj⟩⟨αj|,

=
∑
ij

|αi⟩⟨βi|βj⟩⟨αj| =
∑
ij

|αi⟩⟨αj|δij,

=
∑
i

|αi⟩⟨αi| = 1.

Û Û † = 1 الضرب أن لاحظ .{|αj⟩}j لـ التمام و {|βj⟩}j لـ التعامد خاصیة تحقق بشرط الواحدیة تحققت
.{|βj⟩}j تمام و {|αj⟩}j تعامد بإستخدام یتحقق

من تحقق و ،(8.22) الشرط من تحقق و الواحدیة المصفوفة إحسب (9.3) و (9.1) المثالین في :(9.4) مثال
♠ .(9.29) في كما الممیزة القیم ھي أقطارھا قطریة مصفوفة إلى D تحول الواحدیة المصفوفة أن

′Dمصفوفة أن حیث ،U−1D U = D′ Uتحقق واحدیة مصفوفة توجد أنھ نقول الحالة ھذه في :(9.4) مثال حل
الواحدیة المصفوفة نبني الممیزة. القیم تمثل الأقطار عناصر إن .(9.16) في الرصودة المؤثرات مصفوفة تشبھ قطریة

و d1 = eiδ1√
2

[
1
−i

]
. أن حیث ،U لـ كأعمدة d2 و d1 الممیزة المتجھات نستخدم و (9.32) أو (9.31) من

كالتالي U تصبح بذلك و d2 = eiδ2√
2

[
1
i

]
.

U =

 eiδ1√
2

eiδ2√
2

−i eiδ1√
2

i e
iδ2√
2

 =
1√
2

[
eiδ1 eiδ2

−ieiδ1 ieiδ2

]
.

كالتالي (8.22) الشرط من نتحقق

U†U =
1√
2

[
e−iδ1 ie−iδ1

e−iδ2 −ie−iδ2

]
1√
2

[
eiδ1 eiδ2

−ieiδ1 ieiδ2

]
,

=
1

2

 (
e−iδ1

) (
eiδ1

)
+
(
ie−iδ1

) (
−ieiδ1

) (
e−iδ1

) (
eiδ2

)
+
(
ie−iδ1

) (
ieiδ2

)(
e−iδ2

) (
eiδ1

)
+
(
−ie−iδ2

) (
−ieiδ1

) (
e−iδ2

) (
eiδ2

)
+
(
−ie−iδ2

) (
ieiδ2

)  ,
=

1

2

[
1 + 1 ei(δ2−δ1) − ei(δ2−δ1)

e−i(δ2−δ1) − e−i(δ2−δ1) 1 + 1

]
,

=
1

2

[
2 0
0 2

]
=

[
1 0
0 1

]
.
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كالتالي قطریة المصفوفة على نحصل كي ،U†D U التشابھي التحویل الآن سنحسب .U† = U−1 أن نستنتج إذاً

U†DU =
1√
2

[
e−iδ1 ie−iδ1

e−iδ2 −ie−iδ2

] [
0 i
−i 0

]
1√
2

[
eiδ1 eiδ2

−ieiδ1 ieiδ2

]
,

=
1

2

[
e−iδ1 ie−iδ1

e−iδ2 −ie−iδ2

] [
eiδ1 −eiδ2
−ieiδ1 −ieiδ2

]
,

=
1

2

[
2 0
0 −2

]
=

[
1 0
0 −1

]
.

♣ .−1 و 1 الممیزة القیم عناصرھا قطریة مصفوفة على حصلنا أي

Summary ملخص 9.4

كالتالي: متناھیة بمصفوفة المُمَثِّلة الھیرمیشیة للمؤثرات الھامة الخصائص نلخص

الأساسات. أبعاد على تعتمد المصفوفة ھذه أبعاد أساسات. مجموعة بإستخدام بمصفوفة یمثل أن یمكن مؤثر أي .1

المصفوفة عناصر الواحدیة. التحویلات بإستخدام diagonalized تتقطرن أن یمكن Â ھیرمیشیة أيمصفوفة .2
أصفار. الباقي و الممیزة، القیم مجموعة تمثل القطر طول على حقیقیة أعداد الناتجة القطریة

الإنحلال قضیة نتحاشى كي مختلفة تكون أن نحتاج و المؤثر بطیف تسمى الحقیقیة الممیزة القیم مجموعة إن .3
.degeneracy

أبعاد تساوي المعادلة رتبة إن .(9.24) secular equation العامة للمعادلة جذور ھي الممیزة القیم إن .4
.Â للمؤثر المصفوفة

المجموعة لھذه فإن إبدالیة، ھیرمیشیة Nمصفوفة من مجموعة عن عبارة {Âi}Ni=1 المجموعة إعتبرنا إذا .5
simultaneouslyالوقت بنفس المصفوفات ھذه لقطرنة تستخدم أن یمكن التي و الأساسات من مشتركة مجموعة
متجھین أي المتزامنة. الممیزة القیم بمعلومیة تُعَرَّف الممیزة المتجھات الحالة ھذه في .diagonalized

الممیزة. قیمھم إختلفت إذا یتعامدان ممیزین

الوقت. بنفس قطرنتھما یمكن لا الھیرمیشیة المصفوفات من إبدالي غیر زوج أي .6

اللاحقة. الأبواب في ھام مرجع ستكون لكنھا الریاضي، لبرھانھا التطرق دون النظریة ھذه سنسرد أخیراً، .7
یحقق بحیث ھیرمیشي)، غیر عام (بشكل مؤثر أي B̂ و ، a ممیزة بقیمة Â للمؤثر ممیز كِت |a⟩ كانت إذا

.B̂|a⟩ ∝ |a+ b⟩ فإن ثابت، b حیث ،[Â, B̂] = bB̂ التبدیل علاقة

علاقة لھا التي و الدرجیة المؤثرات على بالإخص و البسیطة التوافقیة الحركة في الأخیرة المادة ملاحظة یمكن
الفضاء إذا خاصة نھائي الغیر ھیلبرت فضاء على ینطبق ذكر ما أن نقول أن بقي الھامیلتون. مع مشابھة تبدیل
الأطیاف ذات الزخم و الموقع أساسات مثل nondenumerable متناھیة غیر و مستمرة بأساسات spanned تمدد
صالحة غیر أعلاه المسرودة المواد عندھا تكون التي و التفاعلات لبعض الخصوصیة بعض یحدث قد المستمرة.

التفاعل. لھذا خاصة ریاضیة صیاغة نبتكر أن یجب عندئذٍ للتطبیق.
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تمارین و أسئلة 9.5

(6.41) و (6.40) العلاقات إلى تحتاج البسیط. التوافقي للمتذبذب x2 و x لـ المصفوفات تمثیل أوجد :(9.1) سؤال
.4 × 4 لمصفوفة الأولى العناصر یحوي الذي المربع بالركن فقط إحتفظ كمصفوفات. الدرجیة المؤثرات تمثیل و

♢

و (6.42) العلاقات إلى تحتاج البسیط. التوافقي للمتذبذب p̂2 و p̂ لـ المصفوفات تمثیل أوجد :(9.2) سؤال
الذي المربع بالركن فقط إحتفظ السابق. السؤال في كمصفوفات â− و â+ الدرجیة المؤثرات تمثیل إستخدم .(6.43)

♢ .4× 4 لمصفوفة الأولى العناصر یحوي

العمودیة بالمصفوفة تعطى |0⟩ البسیطة التوافقیة للحركة الأرضیة الحالة لدیك :(9.3) سؤال

|0⟩ →


1
0
0
...

 .

إحتفظ لانھائیة، مصفوفة â+ أن بما قوى. عدة إلى â+ الرفع مؤثر لحساب تحتاج .|3⟩ ،|2⟩ ،|1⟩ الحالات إحسب
♢ .4× 4 لمصفوفة الأولى العناصر یحوي الذي المربع بالركن فقط

العمودیة بالمصفوفة ممثل البسیطة، التوافقیة للحركة الحالة متجھ أعطیت إذا :(9.4) سؤال

|Ψ⟩ → 1√
6



1
2
1
0
...

 .

التالیة: الكمیات إحسب

الحالة. لھذه ⟨H⟩ (أ)

الحالة. لھذه ،⟨p2⟩ ،⟨p⟩ ،⟨x2⟩ ،⟨x⟩ (ب)

.(∆p)2 و (∆x)2 الخطأ إحسب (ج)

♢ (ج). الفقرة في المطلوب لحساب (ب) الفقرة في النتائج إستخدم

التالیة المصفوفة لدیك :(9.5) سؤال

A =

 −3
√

19
4
eiπ/3√

19
4
e−iπ/3 6

 .
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ھیرمیشیة. A أن أثبت (أ)

.A لـ الممیزة القیم إحسب (ب)

.A لـ الممیزة المتجھات إحسب (ج)

قطریة. مصفوفة إلى A تحول الذي و U الواحدیة المصفوفة أوجد (د)

♢ لا. أم أساسات الممیزة المتجھات أن من تأكد الواحدیة المصفوفة لتحدید

التالیة المصفوفة لدیك :(9.6) سؤال
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 .

♢ لھا. الممیزة المتجھات و الممیزة القیم إحسب

أن أثبت .A ھیرمیشیة عشوائیة مصفوفة إفترض :(9.7) سؤال

Tr(A) =
N∑
i=1

Aii,

.(Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) أن حقیقة إستخدم (مساعدة: .A لـ الممیزة القیم مجموع لیسسوى
♢

مصفوفة U لتكن .[Â, B̂] = 0 أن أي إبدالیتین، B و A ھیرمیشیتین مصفوفتین إفترض :(9.8) سؤال
أیضا تحول U نفس فإن مختلفة، جمیعھا Aلـ الممیزة القیم كانت إذا أنھ بین قطریة. مصفوفة إلى A تحول واحدیة
بشكل بالإثبات القیام و 4× 4 مصفوفة لنقل متناھیة، مصفوفة إخذ للبرھان طریقة (أبسط قطریة. مصفوفة إلى B

♢ صریح).

المصفوفي بالتمثیل لھ الھامیلتون یُعْطى three-level system معینة ثلاثحالات لھ نظام إعتبر :(9.9) سؤال

H =

 a 0 b
0 c 0
b 0 a

 ,
.(a− c , ±b (إعتبر حقیقیة أرقام c و ،b ،a حیث

الحالة من النظام بدأ إذا (أ)

|α2(0)⟩ → α2(0) =

 0
1
0

 ,
⟨α2(t)|؟ ھو فما
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الحالة من النظام بدأ إذا (ب)

|α3(0)⟩ → α3(0) =

 0
0
1

 ,
⟨α3(t)|؟ ھو فما

♢ الزمني. التطور معامل حساب إلى تحتاح

المصفوفي بالتمثیل لھ الھامیلتون یُعْطى three-level system حالات ثلاث ذو نظام إعتبر :(9.10) سؤال

H = ~ω

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 .
التالیتین بالمصفوفتین یمثلان و رصودان، B̂ و Â مؤثران یوجد

A = λ

 0 1 0
1 0 0
0 0 2

 , B = µ

 2 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,
موجبة. و حقیقیة أرقام µ و ،λ ،ω حیث

.B و ،A ،H لـ المعایرة الممیزة المتجھات و الممیزة القیم أوجد (أ)

المختلطة الحالة من إبتدأ النظام إفترض (ب)

|ψ(0)⟩ → ψ(0) =

 c1
c2
c3

 ,
.B̂ و Â ،Ĥ لـ (t = 0 (عند المتوقعة القیم إحسب .|c1|2 + |c2|2 + |c3|2 = 1 حیث

الإحتمالیة مع علیھا، نحصل أن یمكن التي القیم ماھي ،(t زمن (عند الحالة لھذه الطاقة قست إذا ⟨ψ(t)|؟ ھو ما (ج)
.B̂ و Â لـ أیضاً السؤال ھذا عن أجب قیمة؟ لكل

♢ الزمني. التطور معامل حساب إلى تحتاح
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The orbital angular momentum المداري الزاوي الزخم

لقد الكمیة. الفیزیاء في أیضاً أھمیة یقل لا الذي و الكلاسیكیة الفیزیاء في الھامة الكمیات من عام بشكل الزاوي الزخم
حیث المركزیة، الجھود تأثیر تحت الأنظمة دینامیكا دراسة لدى المداري الزاوي الزخم أھمیة السابع الباب في رأینا
لذرة بوھر نموذج مع ظھرت المداري الزاوي الزخم تكمیة فكرة إن محفوظ. الأنظمة لھذه الزاوي الزخم أن وجدنا
.(1.25) الشكل في كما شتیرن-جیرلاخ تجربة في لاحقاً إثباتھا تم التي و ،(1.8) القسم في رأینا كما الھیدروجین
في الإلكترونات حركة الجزیئات، دوران وصف في ھاماً دوراً تلعب الزاوي الزخم تكمیة فإن ذلك إلى بالإضافة
الأنظمة لدراسة رئیس متطلب الزاوي للزخم الكم نظریة فإن السبب، لھذا الأنویة. في النیوكلونات حركة و الذرات،

النوویة. و الذریة، الجزیئیة،
و الزخم لمؤثرات خصائص عدة بإختبار المداري الزاوي للزخم العامة الصیغة بدراسة الباب ھذا في سنقوم
فیما نقاشنا إن الممیزة. الحالات و القیم معرفة یمكننا منھا التي و تحكمھا، التي الجبر أساسیات و تناظراتھا معرفة
العام الزاوي الزخم لیشمل یمتد أن یمكن ممیزة متجھات و كمؤثرات المداري الزاوي الزخم كم بمیكانیكا یتعلق
الحركة نظیر و بل ،spin angular momentum المغزلي الزاوي العزم ،general angular momentum
لھا یرمز الذي special unitary group الخاصة الواحدیة المجموعة تتبع تناظرات أي و isospin المغزلیة

الضعیفة. للقوة gauge transformation المقیاس تحویلات في الحال ھو كما ،SU(2) بالرمز
الحركة نظیر و المغزلي الزاوي العزم بخلاف كلاسیكیاً تماماً معروفة دینامیكا لھ المداري الزاوي الزخم أن یبقى
مختلفة ریاضیة طرق بإستخدام اسلس و أوضح الكمیة الحالة إلى الكلاسیكیة الحالة من الإنتقال یجعل مما المغزلیة،

عملیاُ. منھا التحقق أمكن النتائج ھذه النتائج. نفس إلى تؤدي لكنھا

Operators of the orbital angular المداري الزاوي الزخم مؤثرات 10.1
momentum

على أساسي بشكل یعتمد الزاوي الزخم فإن المرجع، نقطة أو الأصل نقطة على لایعتمد الذي الخطي للزخم خلافاً
بإختلاف كلیاً یختلف إتجاھاً و مقداراً الزاوي الزخم إن نقطة. حول الزاوي الزخم تحدیداً نقول لذلك المرجع. نقطة
للزخم الكلاسیكیة الصیغة فإن ،r ھو المرجع نقطة إلى بالنسبة موقعھ و p الخطي زخمھ لجسیم المرجع. نقطة

بالتعریف تُعْطَى المرجع نقطة حول للجسیم الزاوي

(10.1) L ≡ r× p.
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الزاوي الزخم متجھ لأن الابعاد ثلاثي الإقلیدي الفضاء ھو الزاوي للزخم التقلیدي الفضاء فإن التعریف ھذا حسب
الزاوي الزخم فإن (10.1) التعریف من أن أیضاً الخطي. الزخم و الموقع متجھي یحوي الذي المستوى على عمودي
تحت یندرج ھو و axial vector محوري متجھ یسمى لذلك الزخم و الموقع لمتجھي المتجھ الضرب عن ناتج L
لھا الخواص ھذه بالإنعكاسیة. إتجاھھا لایتغیر التي المتجھات ھي و pseudovector الكاذبة بالمتجھات یسمى ما

لاحقاً. سنرى كما كثیرة معاني
یمكن حیث إستثناء، لیس الزاوي الزخم خطیة. و ھیرمیشیة بمؤثرات الفیزیائیة الكمیات عن نعبر الكم میكانیكا في

على لنحصل p̂ = −i~∇ الخطي الزخم مؤثر بمعاونة بمؤثر عنھ التعبیر

(10.2) L̂ = r× p̂ = −i~r×∇.

القطبیة الإحداثیات أو الكارتیزیة الإحداثیات في L̂ الزاوي الزخم مؤثر عن التعبیر سھولة ∇ھو إستخدام من المیزة
بـ یعطى الزاوي الزخم الكارتیزیة الإحداثیات في الإسطوانیة. أو كالكرویة المنحنیة

L̂ = r× p̂ =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
x y z
p̂x p̂y p̂z

∣∣∣∣∣∣∣ ,
الكارتیزیة الإحداثیات في الزاوي الزخم مؤثر مركبات إلى ننتھي المحدد فك بعد

(10.3) L̂x = yp̂z − zp̂y; L̂y = zp̂x − xp̂z; and L̂z = xp̂y − yp̂x.

أن یمكن L̂x المركبة المثال سبیل على تفاضلي. كمؤثر الكارتیزیة المركبات من أي عن التعبیر سھولة بكل یمكن
لنكتب تفاضلي بمؤثر تمثل

L̂x = −i~
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
.

p̂y = −i~∂/∂y على لنحصل ،(8.115) الصیغة بإستخدام الفضاء في الخطي الزخم مؤثرات عن عبرنا حیث
الزخم مركبات بمعلومیة تفاضلیة كمؤثرات الكارتیزیة المركبات باقي كتابة أیضاً یمكن .p̂z = −i~∂/∂z و

الخطي.
ھي (10.3) العلاقة من الزاوي الزخم لمؤثر الخاصة النتائج من

(10.4) L̂× L̂ = i~L̂.

السابع الباب في فعلنا كما اللیفي-سیفیتا رمز و tensor analysis الموتر التحلیل بإستخدام إثباتھا یمكن العلاقة ھذه
نحصل (10.4) العلاقة من الأیسر للطرف ith component i المركبة أخذنا لو .(7.21) المتجھ الضرب تحلیل في

على

(L̂× L̂)i =
∑
jk

εijk(r× p̂)j(r× p̂)k,

=
∑
jk

εijk

(∑
lm

εjlmxlpm

)(∑
st

εkstxspt

)
,

=
∑
jlmst

(∑
k

εijkεkst

)
εjlmxlpmxspt,

=
∑
jlmst

(δisδjt − δitδjs) εjlmxlpmxspt,

=
∑
jlmst

εjlm (δisδjtxlpmxspt − δitδjsxlpmxspt) ,

=
∑
jlm

εjlm (xlpmxipj − xlpmxjpi) ,
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Á 

y 

x 

z 

µ 

(r; µ; Á) 

.ϕ و θ زاوي موقع و r قطریة مسافة على تقع لنقطة الكرویة القطبیة الإحداثیات :(10.1) شكل

الموقع مركبات ترتیب على حافظنا كیف لاحظ .(7.24) في المعرفة للیفي-سیفیتا التقلص علاقة إستخدمنا حیث
pm = −i~∂/∂xm تفاضلیة بمؤثرات الخطي الزخم مركبات عن نعوض إبدالیة. غیر لأنھا الخطي الزخم و
لرمز الدوریة التقلبات تطبیق إلى بالإضافة ھكذا، و ∂xi/∂xm = δim أن ملاحظة مع ،(8.115) الصیغة حسب

على لنحصل (7.23) في المعطى الیفي-سیفیتا

(L̂× L̂)i = −i~
∑
jlm

εjlm

(
xl
∂xi
∂xm

pj − xl
∂xj
∂xm

pi

)
,

= −i~

∑
jlm

εjlmδimxlpj −
∑
jlm

εjlmδjmxlpi

 ,
= −i~

∑
jl

εjlixlpj −
∑
jl

εjljxlpi

 ,
= −i~

∑
jl

εijlxlpj − 0 = i~
∑
jl

εiljxlpj,

= i~ (r× p)i = i~
(
L̂
)
i
,

تفاضلي. بمؤثر الخطي الزخم تمثیل بفضل العلاقة ھذه إلى وصلنا أننا لاحظ مباشرة. (10.4) العلاقة یثبت الذي و
لذلك الإقلیدیة للفضاءات صالحة غیر لكنھا الكم، میكانیكا في نجدھا لذلك عموما المتجھة الفضاءات في نتیجة ھي إذاً

الصفر. دائماً یساوي متوازیین لمتجھین المتجھ الضرب أن تحتم التي و الكلاسیكیة المیكانیكا في نجده لا
الزخم تعریف یمتد أن یمكن المنحنیة، القطبیة الإحداثیات و الكارتیزیة الإحداثیات بین الخطیة التحویلات بمعرفة
تعریف جداً المفید من النظام. تناظرات تقتضیھ ما حسب الإسطوانیة، أو الكرویة الإحداثیات إلى المداري الزاوي
من لھا لما ،(10.1) الشكل في الموضحة و الكرویة، القطبیة الإحداثیات في (10.2) المداري الزاوي الزخم مؤثر

كالتالي (r, θ, ϕ) الكرویة ∇بالإحداثیات عن نعبر ذلك لعمل الفیزیاء. أفرع مختلف في ھامة تطبیقات

∇ = r̂ ∂
∂r

+ θ̂
1

r

∂

∂θ
+ ϕ̂

1

r sin θ
∂

∂ϕ
,

على لنحصل (10.2) في نعوضھا و

L̂ = −i~r
(

r̂× r̂ ∂
∂r

+ r̂× θ̂1

r

∂

∂θ
+ r̂× ϕ̂ 1

r sin θ
∂

∂ϕ

)
,
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على نحصل ، r̂× ϕ̂ = −θ̂ أخیراً و ، r̂× θ̂ = ϕ̂ و ، r̂× r̂ = 0 أن حقیقة من .r = rr̂ حیث

(10.5) L̂ = −i~
(
ϕ̂
∂

∂θ
− θ̂ 1

sin θ
∂

∂ϕ

)
.

الكارتیزیة مركباتھما إلى ϕ̂ و θ̂ الوحدة متجھات نحلل فإننا الكرویة بالإحداثیات L̂ لـ الكارتیزیة المركبات عن للتعبیر
العلاقات من

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ,
θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ, (10.6)
ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ,

كالتالي L̂ لـ الكارتیزیة المركبات على لنحصل (10.5) في لنعوضھا

(10.7) L̂x = −i~
(
− sinϕ ∂

∂θ
− cosϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
,

(10.8) L̂y = −i~
(
cosϕ ∂

∂θ
− sinϕ cot θ ∂

∂ϕ

)
,

أخیراً و
(10.9) L̂z = −i~ ∂

∂ϕ
.

على لنحصل L̂2 الزاوي الزخم مربع مؤثر حساب یمكننا (10.5) العلاقة من

L̂2 = −~2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
,

∇2 لابلاس مؤثر في التعویض من (7.19) العلاقة حسب السابع الباب في وجدنا ما مع تماماً تتفق قیمتھ أن لنجد
الخطي. الزخم مربع في

كالتالي یعرفان اللذان و الترتیب، على ،L̂− و L̂+ الخفض و الرفع مؤثري إلى نحتاج سوف

(10.10) L̂± = L̂x ± iL̂y.

لیسا L̂− و L̂+ من كلاً أن الملاحظ من .(10.3) القسم في الخفض و الرفع بمؤثري تسمیتھما سبب نتعرف سوف
أن إثبات السھل من أنھ حیث البعض. لبعضھما مجاوران ھما بل ھیرمیشیین)، (أو التجاور بذاتیي

(10.11) (L̂+)† = L̂−,

على لنحصل (10.10) في (10.8) و (10.7) من مباشرة L̂− و L̂+ لـ الكارتیزیة المركبات عن التعبیر یمكن

L̂± = −i~
[
(− sinϕ± i cosϕ)

∂

∂θ
− (cosϕ± i sinϕ) cot θ ∂

∂ϕ

]
.

إلى نصل e±iϕ = cosϕ± sinϕ أویلر علاقة بإستخدام

(10.12) L̂± = ±~ e±iϕ
(
∂

∂θ
± i cot θ ∂

∂ϕ

)
.

التالي. القسم في التبدیل لعلاقات دراستنا لدى L̂− و L̂+ الخفض و الرفع مؤثري خصائص عن المزید سنعرف
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Commutation relations التبدیل علاقات 10.2

مؤثرات أنھا یعني ھذا البعض. بعضھا مع إبدالیة غیر L̂z و ،L̂y ،L̂x الخطي الزخم لمؤثرات الكارتیزیة المركبات
إبدالیة، غیر عملیة الدوران أن حقیقة مع یتفق ھذا الممیزة. المتجھات من مشتركة مجموعة لھا لایوجد و متزامنة غیر

كالتالي ،L̂y و L̂x بین المثال، سبیل على التبدیل، علاقات تحدید یمكن التقلیدیة. المیكانیكا من نعلم كما

[L̂x, L̂y] = [(yp̂z − zp̂y), L̂y],
= [yp̂z, L̂y]− [zp̂y, L̂y],

= [yp̂z, (zp̂x − xp̂z)]− [zp̂y, (zp̂x − xp̂z)],
= [yp̂z, zp̂x]− [yp̂z, xp̂z]− ([zp̂y, zp̂x]− [zp̂y, xp̂z]) .

= [yp̂z, zp̂x]− [y, x] (p̂z)
2 − z2[p̂y, p̂x] + [zp̂y, xp̂z],

= [yp̂z, zp̂x]− 0− 0 + [zp̂y, xp̂z],

(8.73) التبدیل علاقات بإستخدام التبدیل. علاقات بفك قمنا و L̂y و L̂x للتعویضعن (10.3) الصیغ إستخدمنا حیث
تختفي الأخیرة الخطوة من الأیمن الطرف في التبدیلات جمیع فإن ،(8.114) القانونیة التبدیل علاقات و (8.86) و

على لنحصل الرابع. التبدیل و الأول التبدیل عدا ما

[L̂x, L̂y] = [yp̂z, zp̂x] + [zp̂y, xp̂z],

= {yp̂z (zp̂x)− zp̂x (yp̂z)}+ {zp̂y (xp̂z)− xp̂z (zp̂y)} ,
= {yp̂x (p̂zz)− yp̂x (zp̂z)}+ {xp̂y (zp̂z)− xp̂y (p̂zz)} ,

ترتیبھما، على نحافظ أن یجب لذلك z و p̂z المؤثران ماعدا إبدالیة الأیمن الطرف في المؤثرات جمیع أنھ لاحظ
عامل p̂zz فیھا التي الحدود نجمع مشكلة. أي دون الأیمن الطرف في الاخرى المؤثرات ترتیب تغیر یمكننا بینما

على نحصل بھذا و بعضھا مع مشترك عامل zp̂z فیھا التي الحدود نجمع و بعضھا مع مشترك

[L̂x, L̂y] = (yp̂x − xp̂y) p̂zz + (xp̂y − yp̂x) zp̂z,
= −L̂zp̂zz + L̂zzp̂z,

= L̂z[z, p̂z],

= i~L̂z.

على لنحصل التبدیل علاقات بقیة حساب یمكن الطریقة بنفس

(10.13) [L̂x, L̂y] = i~L̂z; [L̂z, L̂x] = i~L̂y; and [L̂y, L̂z] = i~L̂x.

الزاوي للزخم الكارتیزیة للمركبات التبدیل علاقات في cyclic permutation تدویریة تقلبات یوجد انھ لاحظ
التبدیل علاقات نعمم أن یمكن التشابھ، ھذا بإستخدام .(7.23) العلاقة في لیفي-سیفیتا للرمز عرفناھا التي تلك تشبھ

مختزلة واحدة علاقة في (10.13)

(10.14) [L̂j, L̂k] = i~
∑
l

εjklL̂l.
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مع برابط یوحي أیضا ھذا .x, y, z المركبات على تجري قیم لھا j, k, l المؤشرات فإن الكارتیزیة الإحداثیات في
أن سنجد L̂× L̂ لحساب المحدد طریقة إستخدمنا فلو .(10.4) الكمیة الصیغة

L̂× L̂ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
L̂x L̂y L̂z
L̂x L̂y L̂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
= î(L̂yL̂z − L̂zL̂y) + ŷ(L̂zL̂x − L̂xL̂z) + k̂(L̂xL̂y − L̂yL̂x),
= î[L̂y, L̂z] + ĵ[L̂z, L̂x] + k̂[L̂x, L̂y],

= i~
(̂
iL̂x + ĵL̂y + k̂L̂z

)
,

= i~L̂.

(8.114) القانونیة التبدیل علاقات بین ما التكافؤ نفس ھي و ،(10.4) العلاقة تحقق (10.13) التبدیل علاقات أن أي
ھذه شاھدنا كما .(8.115) الصیغة في كما تفاضلي بمؤثر الزخم مؤثر تمثیل مع الموقع و الخطي الزخم لمؤثرات

متساویین. صفین لھ أن بسبب الصفر یساوي المحدد فإن إلا و إبدالیة الغیر المؤثرات ضرب في خاصة نتیجة
فإن ،(10.13) التبدیل علاقات في رأینا كما البعض، بعضھا مع إبدالیة غیر الزاوي الزخم مؤثر مركبات أن بما
یمكن .(8.93) المعممة الیقین عدم علاقة حسب الأخرى المؤثرات قیاس دقة على یؤثر المؤثرات ھذه من أي قیاس
على لنحصل L̂y و L̂x المثال سبیل على الزاوي، الزخم مؤثر مركبات من مركبتین أي قیاس في الخطأ حساب

المعممة الیقین عدم علاقة

(10.15) ⟨(∆Lx)2⟩⟨(∆Ly)2⟩ ≥ ~
2

4
|⟨Lz⟩|2.

أن حالة في .z و ،y ،x لـ cyclic permutation التدویریة التقلبات بتطبیق الباقیتین المتراجحتین إستنباط یمكن
التي و S الطیفیة حالة في النظام أن یعني ھذا واحد. آن في دقیقة قیم لھم L̂y و L̂x أن یعني ھذا فإن ⟨Lz⟩ = 0
في دقیقة قیم لھ المداري الزاوي الزخم مركبات جمیع أن یعني مما ⟨Lx⟩ = ⟨Ly⟩ = ⟨Lz⟩ = 0 أن تعني أیضاً

الوقت. نفس
مشتركة مجموعة على نحصل حتى الإبدالیة الزاوي الزخم مؤثرات من مجموعة عن البحث المفید من سیكون
مع إبدالي الزاوي الزخم مؤثر مربع أن (7.4) القسم الھیدروجین ذرة في رأینا الممیزة. الدوال) (أو المتجھات من

بـ الزاوي الزخم مربع یعطى الكارتیزیة الإحداثیات في الھامیلتون.

(10.16) L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z,

أن نجد حیث ،L̂x المثال سبیل على الزاوي، الزخم مؤثر مركبات مع أیضاً إبدالیاً یكون الذي و

[L̂2, L̂x] = [L̂2
x, L̂x] + [L̂2

y, L̂x] + [L̂2
z, L̂x],

= 0 + L̂y[L̂y, L̂x] + [L̂y, L̂x]L̂y + L̂z[L̂z, L̂x] + [L̂z, L̂x]L̂z,

= L̂y(−i~L̂z) + (−i~L̂z)L̂y + L̂z(i~L̂y) + (i~L̂y)L̂z,

= 0,

إبدالیة L̂2 أن نجد الطریقة بنفس .(8.112) التبدیل علاقة طبقنا و نفسھ مع إبدالي مؤثر كل أن حقیقة إستخدمنا حیث
نكتب أي .L̂z و L̂y من كل مع

(10.17) [L̂2, L̂x] = 0; [L̂2, L̂y] = 0; and [L̂2, L̂z] = 0 ⇒ [L̂2, L̂] = 0.

فصاعداً. الآن من كقاعدة بھا سنسلم لھ. دالة أي مع دائماً إبدالي مؤثر أي أن حقیقة مع تتفق الأخیرة النتیجة
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كلاً أن مباشرة نستنتج (10.13) التبدیل علاقات حسب و (10.10) في L̂± الرفع و الخفض مؤثري تعریف من
كالتالي تحسب أن یمكن لھما التبدیل علاقة حیث إبدالیین، غیر L̂− و L̂+ من

[L̂+, L̂−] = [(L̂x + iL̂y), (L̂x − iL̂y)],
= [L̂x, L̂x]− i[L̂x, L̂y] + i[L̂y, L̂x] + [L̂y, L̂y],

= −2i[L̂x, L̂y],

إلى ننتھي (10.13) التبدیل علاقات بإستخدام و

(10.18) [L̂+, L̂−] = 2~L̂z.

الضرب حاصل إن

L̂±L̂∓ = (L̂x ± iL̂y)(L̂x ∓ iL̂y),
= L̂2

x + L̂2
y ∓ iL̂xL̂y ± iL̂yL̂x,

= L̂2
x + L̂2

y ∓ i(L̂xL̂y − L̂yL̂x),
= L̂2

x + L̂2
y ∓ i[L̂x, L̂y] = L̂2

x + L̂2
y ± ~L̂z,

إلى ننتھي الأیمن الطرف في L̂2
z طرح و بجمع .(10.13) التبدیل علاقات من [L̂x, L̂y] = i~L̂z إستخدمنا حیث

(10.19) L̂±L̂∓ = L̂2 − L̂2
z ± ~L̂z.

أن نستنتج (10.17) من مباشرة التجاور. ذاتي مؤثر یُعْطي L̂±L̂∓ الضرب ناتج أن واضح

(10.20) [L̂2, L̂±] = 0.

القسم في سنرى كما الزاویة العزوم لمؤثرات الممیزة المتجھات دراسة لدى ھام مغزى (10.20) للعلاقة سیكون
بإستخدام مباشرة حسابھا یمكن والتي L̂± و L̂z بین التبدیل علاقة إیجاد لاحقاً، سنرى كما الھام، من .(10.3)

على لنحصل ،(10.13) الزاوي للزخم التبدیل علاقات

[L̂z, L̂±] = [L̂z, L̂x ± iL̂y],
= [L̂z, L̂x]± i[L̂z, L̂y],
= i~L̂y ± i(−i~L̂x),
= ±~(L̂x ± iL̂y),

أن إلى ننتھي أو
(10.21) [L̂z, L̂±] = ±~L̂±.

السابعة. النقطة بالأخص و (9.4) بالقسم تذكرنا (10.21) العلاقة

الزاوي الزخم لمؤثرات الممیزة القیم و المتجھات 10.3
Eigenvectors and eigenvalues of the angular momentum

العلاقة في كما خصوصاً مركباتھ مع و عموماً الزاوي الزخم مؤثر مع إبدالي الزاوي الزخم مؤثر مربع أن حقیقة
الأنظمة أغلب في Ĥ الھامیلتون مع إبدالي L̂2 أن ذلك إلى أضف متزامنة. متجھات بوجود إھتمامنا یثیر (10.17)
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القصور عزم I حیث ،L2/2I مع تتناسب المداریة و الزاویة الحركة عن الناتجة الحركیة الطاقة لأن الفیزیائیة
التبدیل علاقة نستنتج ھذا من المركزیة. الجھود تأثیر تحت الأنظمة في L̂2 لـ دالة Ĥ أن كیف رأینا لقد للنظام. الذاتي

(10.22) [Ĥ, L̂2] = 0.

عدم عن ناتج ھذا .Ĥ مع إبدالیة L̂z المركبة أن (7.4) القسم في الھیدروجین ذرة في لاحظنا ذلك، إلى بالإضافة
أخذ لدى السمتیة المركبات على Ylml(θ, ϕ) الكروي التوافق دالة ھو و ألا الموجیة الدالة من الزاوي الجزء إعتماد

أن نجد لذلك .Yl ml(θ, ϕ) ∝ e±imlϕ أن حیث الزاویة. التوزیع دالة لحساب المطلقة قیمتھا

(10.23) [Ĥ, L̂z] = 0.

السمتیة الزاویة لدوران كمحور و منھ θ الزاویة نقیس كمرجع القطبیة، الكرویة الإحداثیات في ،z محور إختیار إن
و الخارجیة المجالات إتجاه نعتبر ما دائماً لذلك، أضف إصطلاح. محض إلا ھو ما حولھ ϕ azimuthal angle
بسبب الفیزیائیة المسائل مع ریاضیاً التعامل یسھل الإختیار ھذا .z محور ھو المجھریة الأنظمة مع تتفاعل التي
أدى شتیرن-جیرلاخ تجربة في المغناطیسي للمجال z إتجاه إختیار المثال سبیل على المرجعیة. z محور أھمیة
إن المغناطیسي. المجال مع المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم تفاعل بسبب الشعاع تفصل z بإتجاه قوة حدوث إلى
المغناطیسي المجال مع تفاعلھ لدى و L⃗ للذرات المداري الزاوي الزخم مع یتناسب المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم
الزاوي، للزخم المغناطیسي بالمسقط یعرف ما أو ،Lz الزاوي الزخم مركبة فإن ،(1.47) العلاقة حسب الخارجي
زیمان. أثر یسمى فیما الطیفیة الإنقسامات في یسھم أیضاً التفاعل ھذا الطاقة. قیم في الإختلاف في تساھم من ھي

جداً المناسب من سیكون المرجعیة، أھمیتھما و ،Ĥ مع إبدالیان لأنھما إنحفاظھما و L̂z مع L̂2 إبدالیة بسبب
الممیزتین المعادلتین یحقق بحیث L̂z و L̂2 لـ متزامن |λ, µ⟩ ممیز كت إعتبار

(10.24) L̂2|λ, µ⟩ = λ|λ, µ⟩; and L̂z|λ, µ⟩ = µ|λ, µ⟩,

التوالي. على ،L̂z و L̂2 لـ الممیزة الحالات توصف التي و الممیزة للقیم الكمیة بالأعداد یرتبطان µ و λ أن حیث
أن إثبات یمكن .L̂2 و L̂± المؤثرین لكلا ممیز متجھ |λ, µ⟩ الكت أن نستنتج (10.20) التبدیل علاقة حسب

أن أي .λ الممیزة بالقیمة L̂2 لـ أیضاً ممیز كت ھو L̂±|λ, µ⟩ الكت

L̂2
(
L̂±|λ, µ⟩

)
= L̂±L̂2|λ, µ⟩ = λ

(
L̂±|λ, µ⟩

)
,

(10.21) التبدیل علاقة إلى نحتاج الممیزة القیمة لمعرفة .L̂z لـ ممیز متجھ أیضاً L̂±|λ, µ⟩ الكت فإن بالتالي و
كالتالي L̂z لـ ممیز متجھ أیضاً L̂±|λ, µ⟩ الكت أن إثبات یمكن منھا التي و L̂± و L̂z بین

L̂z
(
L̂±|λ, µ⟩

)
= (L̂±L̂z ± ~L̂±)|λ, µ⟩ = (L̂±µ± ~L̂±)|λ, µ⟩,

أن إلى ننتھي
(10.25) L̂z

(
L̂±|λ, µ⟩

)
= (µ± ~)

(
L̂±|λ, µ⟩

)
,

بالأحرى (أو یُسْقِط L̂+ المؤثر أن یعني ھذا .µ± ~ ممیزة بقیمة L̂z لـ ممیز متجھ أیضاً L̂±|λ, µ⟩ الكت أن أي
الحالة إلى |λ, µ⟩ الحالة یخفض) بالأحرى (أو یُسْقِط L̂− المؤثر و ،|λ, µ+ ~⟩ الحالة إلى |λ, µ⟩ الحالة یرفع)
المؤثرات في في فعلنا لما تماماً مشابھة الطریقة ھذه الخفض. بمؤثر L̂− و الرفع مؤثر L̂+ یُسمى لھذا، .|λ, µ−~⟩

البسیطة. التوافقیة الحركة في الدرجیة
لن بعدھا التي و ،µmax لتكن و ،µ من عظمى قیمة إلى الحالة تصل أن إلى تتواصل أن یمكن الرفع عملیة إن

أن أي صفراً، سیعطي الرفع مؤثر بالتالي و الحالة رفع یمكن

L̂+|λ, µmax⟩ = 0; L̂z|λ, µmax⟩ = µmax|λ, µmax⟩; and L̂2|λ, µmax⟩ = λ|λ, µmax⟩.
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أن نعتبر أن المناسب فمن ،~ لـ كمضاعفات تزداد µ أن اي ،~ بوحدة الرفع أن بما

(10.26) µmax = l~,

الضرب علاقة من .|λ, l~⟩ لیصبح µ الكمي العدد من رتبة أعلى إلى الكت عندھا یصل عشوائي. عدد l حیث
بالصیغة L̂2 كتابة یمكننا (10.19)

L̂2 = L̂−L̂+ + L̂2
z + ~L̂z,

على نحصل فإننا |λ, l~⟩ الكت على تأثیره لدى

L̂2|λ, l~⟩ = (L̂−L̂+ + L̂2
z + ~L̂z)|λ, l~⟩,

λ|λ, l~⟩ =
(
0 + (l~)2 + ~(l~)

)
|λ, l~⟩,

= l(l + 1)~2|λ, l~⟩,

أن مباشرة منھ نستنتج الذي و
(10.27) λ = l(l + 1)~2.

لتكن و ،µ من صغرى قیمة إلى الحالة تنخفص أن إلى تتواصل الخفض عملیة إن أن نقول النقاش، نفس بتطبیق
أن أي صفراً، سیعطي علیھا الخفض مؤثر بالتالي و منھا أقل إلى الحالة خفض یمكن لن بعدھا التي و ،µmin

L̂−|λ, µmin⟩ = 0; L̂z|λ, µmin⟩ = µmin|λ, µmin⟩; and L̂2|λ, µmin⟩ = λ|λ, µmin⟩.

أن نعتبر أن المناسب فمن ،~ بوحدة الخفض أن بما

(10.28) µmin = l′~,

الضرب علاقة من .|λ, l′~⟩ لیصبح µ الكمي العدد من رتبة أقل إلى الكت عندھا یصل عشوائي. عدد l′ أیضاً
بالصیغة L̂2 كتابة یمكننا (10.19)

L̂2 = L̂+L̂− + L̂2
z − ~L̂z,

على نحصل فإننا |λ, l′~⟩ الكت على تأثیره لدى

L̂2|λ, l′~⟩ = (L̂+L̂− + L̂2
z − ~L̂z)|λ, l′~⟩,

λ|λ, l′~⟩ =
(
0 + (l′~)2 − ~(l′~)

)
|λ, l′~⟩,

= l′(l′ − 1)~2|λ, l′~⟩,

أن مباشرة منھ نستنتج الذي و
(10.29) λ = l′(l′ − 1)~2.

على نحصل ،(10.29) و (10.27) النتیجتین بمقارنة

l(l + 1) = l′(l′ − 1),

أن یعني لأنھ فیزیائیاً مرفوض الحل ھذا و l′ = l + 1 إما حلین: یُعْطِینا l′ لـ أعلاه التربیعیى المعادلة حل
.|λ, µ⟩ للحالة رتبة أقل ھي µmin و |λ, µ⟩ للحالة رتبة أعلى ھي µmax بأن الفرض یناقض مما µmin > µmax

أن مؤكد بشكل لنقول ،(10.27) النتیجة تتطابق (10.29) النتیجة یجعل الحل ھذا و l′ = −l ھو الثاني الحل

(10.30) λ = l(l + 1)~2.
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أن (10.28) و (10.26) من نجد

−l~ ≤ µ ≤ l~; ⇒ −l ≤ µ/~ ≤ l,

للمعادلتین فرضنا من جلیاً یتضح ھذا و z محور على الزاوي الزخم بمسقط یرتبط µ الكمي العدد أن من جداً واضح
بالمسقط یعرف ما أو ،z محور على الزاوي الزخم لمسقط الكمي العدد ml نعرف علیھ و .(10.24) الممیزتین

بـ لیُعْطى المغناطیسي، المجال بإتجاه یُحدد z إتجاه إن حیث الزاوي للزخم المعناطیسي

(10.31) ml = µ/~ ⇒ −l ≤ ml ≤ l,

المعادلتین تصبح ثم ومن ،L̂z و L̂2 المتزامنین للمؤثرین الممیزة المتجھات مجموعة {|l,ml⟩}l ml لیصبح
الصیغة على (10.24) الممیزتین

(10.32) L̂2|l,ml⟩ = l(l + 1)~2|l,ml⟩; and L̂z|l,ml⟩ = ml~|l,ml⟩,

|l,ml + 1⟩ الحالات إلى رفعھا ،(10.25) حسب ،|l,ml⟩ الحالة على المتعاقبة L̂+ الرفع مؤثر أثر یكون و
حسب ،|l,ml⟩ الحالة على المتعاقبة L̂− الخفض مؤثر أثر فإن المقابل، في .|l, l⟩ إلى، ... ،|l,ml + 2⟩ ،

أن حقیقة إلى لنصل .|l,−l⟩ إلى، ... ،|l,ml − 2⟩ ، |l,ml − 1⟩ الحالات إلى خفضھا ھو ،(10.25)

(10.33) L̂+|l, l⟩ = 0 and L̂−|l,−l⟩ = 0,

تصبح mlالممكنة قیم أن یعني ھذا

(10.34) ml = l, l − 1, · · · ,−(l − 1),−l,

الكمي للعدد الممكنة القیم أن لاحظ .ml الكمي للعدد ممكنة قیمة 2l+ 1 یوجد l الكمي للعدد ممكنة قیمة لكل أنھ أي
.l = 0, 1

2
, 1, 3

2
, · · · المداري الزاوي

السطوح الإقلیدي. الفضاء في l = 2 الكمي للعدد المداري الزاوي الزخم لمتجھ نموذج یوضح (10.2) الشكل
الزخم لمتجھ possible orientations الممكنة الإتجاھات توضح الشكل في الرأس المتحدة للمخاریط الھندسیة
لاحظ القاعدة. إلى الرأس من المتجھ طول یمثل و

√
l(l + 1)~ =

√
6~ یساوي مقداره الذي و المداري، الزاوي

نفس لھ الزاوي الزخم متجھ المخروط سطح على للقاعدة. الرأس من المستقیمة المسافة نفس لھا المخاریط جمیع أن
لھذا تحدیدھم، لایمكن Ly و Lx لكن بدقة محددة Lz المركبة أن حقیقة تمثل الحلقة .ml المغناطسي الكمي العدد
بالمساقط تُعْطى Lz المحددة القیم مخروطاً. مكوناً Lz من محددة قیم لھ

√
6~ یساوي بطول كلاسیكي متجھ كل

ml = المغناطسي الكمي للعدد الممكنة الكمیة الأعداد تمثلھا التي و z محور على الزاوي الزخم لمتجھات العمودیة
أي لھ لیس الزاوي الزخم متجھ لأن ذلك و دائرة، أصبح المخروط ml = 0 الحالة في لاحظ .−2,−1, 0, 1, 2
سطح على مكان أي في التواجد mlیمكنھا و l الكمیة بالأعداد تُعَرّف للحالة الممیزة القیم إن .z محور بإتجاه مركبة
إبدالیة غیر الزاوي الزخم مركبات لأن واحداً نظاماً المخروط ھذا یمثل أن الأحوال من حال لأي لایمكن و المخروط
أن أي ،z لمركبة ممكنة قیمة أعلى من أكبر الزاوي الزخم متجھ مقدار أن حقیقة من یتضح ھذا البعض. بعضھا مع

.l = 0 عندھا التي و التافھة الحالة ماعدا ،
√
l(l + 1) > l أن إلى یعود ھذا و |L| > Lmax

z

الأولى للوھلة .z محور طول على كلیاً یتجھ L الزاوي الزخم متجھ نجعل أن الممكن غیر من أنھ الواضح من
الزخم متجھ طول على z محور یكون بحیث الإحداثیة المحاور نختار أن یمكننا لا كیف منطقي، غیر ھذا أن یبدو
ینافي وھذا اللحظة، بنفس المداري الزاوي للزخم الثلاث المركبات جمیع معرفة علینا یجب بذلك للقیام L؟ الزاوي
بل وحسب، ھذا لیس متزامن. بشكل L مركبات جمیع تحدید المستحیل من أنھ تنص التي (10.15) الیقین عدم علاقة
الزخم فضاء مثلنا فإننا السبب لھذا بالفضاء. محدد بشكل نفسھ المداري الزاوي الزخم متجھ تحدید الممكن غیر من أنھ
أمراً یبدو ھذا سھم). و مستقیم (خط بمتجھ لیس و (10.2) بالشكل الموضحة بالمخاریط ھندسیاً المداري الزاوي
بسطوح تحدد أصبحت بل التقلیدیة، المیكانیكا في علیھا تعودنا التي بالبساطة تعد لم الإقلیدیة المتجھات بأن غریباً

الیقین. عدم مبدأ بركات من طبعاً ھذا ھندسیة. بحجوم أسوء حتى أو ھندسیة،
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الفضاء. في l = 2 الكمي للعدد المداري الزاوي الزخم متجھ لنموذج توضیح :(10.2) شكل

نعتبر لذلك ،|l,ml ± 1⟩ مع یتناسب أنھ نعلم نحن .L̂±|l,ml⟩ عن الناتج الكت نعرف أن بقي

(10.35) L̂±|l,ml⟩ = C±|l,ml ± 1⟩,

ضرباً L̂+|l,ml⟩ = C+|l,ml + 1⟩ المعادلة بضرب ذلك و C+ الثابت حساب یمكننا مركب. ثابت C± حیث
على لنحصل ⟨l,ml|L̂†+ = ⟨l,ml + 1|C∗+ لھا المرافق بالبرا الیمین) إلى الیسار (من داخلیاُ

⟨l,ml|L̂†+L̂+|l,ml⟩ = ⟨l,ml + 1|C∗+C+|l,ml + 1⟩,
⟨l,ml|L̂−L̂+|l,ml⟩ = |C+|2⟨l,ml + 1|l,ml + 1⟩,

و الأیسر، الطرف في (10.19) النتیجة نستخدم أعلاه، المعادلة في المجاور. لأخذ (10.11) العلاقة إستخدمنا حیث
على نحصل الأیمن، الطرف في التعامد علاقة نطبق

⟨l,ml|(L̂2 − L̂2
z − ~L̂z)|l,ml⟩ = |C+|2,(

l(l + 1)−m2
l −ml

)
~2⟨l,ml|l,ml⟩ = |C+|2.

على لنحصل C− الثابت قیمة حساب یمكن الطریقة )بنفس
l(l + 1)−m2

l +ml

)
~2⟨l,ml|l,ml⟩ = |C−|2.

أن إلى ننتھي التعامد علاقة بتطبیق

(10.36) |C±| = ~
√
l(l + 1)−ml(ml ± 1),

بالصیغة تعطى L̂±|l,ml⟩ الكِت قیمة إلى نصل (10.36) في الطور قیمة بإھمال

(10.37) L̂±|l,ml⟩ = ~
√
l(l + 1)−ml(ml ± 1)|l,ml ± 1⟩.

mlالعظمى. قیم عند (10.33) المعادلات تحقق (10.37) أن لاحظ
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و التعامد علاقة لنكتب {|l,ml⟩}l ml الممیزة كِت لمجموعة التمام علاقات و التعامد علاقات نعرف أن بقي
المعایرة

(10.38) ⟨l′,m′l|l,ml⟩ = δll′ δmlm′l .

في تعلمنا كما كاملة. {|l,ml⟩}l ml فإن خطیة، و ھیرمیشیة لمؤثرات ممیزة كِت مجموعة {|l,ml⟩}l ml أن بما
بالصیغة {|l,ml⟩}l ml بمعلومیة سیكتب |φ⟩ عشوائي كِت أي فإن ،(8.47) و (8.46)

(10.39) |φ⟩ =
∞∑
l=0

+l∑
ml=−l

⟨l,ml|φ⟩|l,ml⟩,

التالیة التمام علاقة تقتضي التي و

(10.40)
∞∑
l=0

+l∑
ml=−l

|l,ml⟩⟨l,ml| = 1.

المستمرة الأطیاف ذات الزاویة للإزاحات صیغ إیجاد الآن یمكننا الزاوي الزخم لمؤثرات الممیزة بالمتجھات مسلحین
ھو L̂ المداري الزاوي الزخم مؤثر أن تذكرنا فیما فھمھ یمكن ھذا .ϕ السمتیة الزاویة و θ العمودیة الزاویة مثل

الدوران. مولد

المداري الزاوي للزخم الممیزة الدوال 10.4
Eigenfunctions of the orbital angular momentum

و الواحدیة، التناظریة للتحویلات فھمنا ضوء في و الكمیة، بالدینامیكا الخاص و (8.7) للقسم دراستنا خلال من
الإزاحة مولد ھو الخطي الزخم كون من السابقة خبراتنا حسب و الزاوي، و الخطي الزخم بین التقابل الضوء على
على المعرفة و ϕ و θ الزاویة للإزاحات مولد ھو المداري الزاوي الزخم أن نستنبط فإننا الإنتقال، أو الخطیة
للنظام الزاویة (الحالة) الإحداثیات لیمثل |θ, ϕ⟩ الزاویة للإزاحة كِت متجھ نُعَرِّّف لذلك الكرویة. القطبیة الإحداثیات

.L̂2 الزاوي الزخم بمؤثر المداریة حركتھ توصف الذي
مجموعة أن سنعتبر مستمرة. |θ, ϕ⟩للكِت الطیفیة القیم فإن مستمرة، ϕ و θ الزاویة للإزاحات الممكنة القیم أن بما
لكن Ω̂ لـ الجبریة التعابیر بكل نخوض لن سوف .Ω̂ الفراغیة) (الزاویة الزاویة الإزاحة لمؤثر ممیزة |θ, ϕ⟩ الكِت

الممیزة المعادلة یحقق و ھیرمیشي و خطي أنھ سنعتبر

(10.41) Ω̂|θ, ϕ⟩ = Ω|θ, ϕ⟩,

Ω على أكثر للتعرف .steradian المجسمة بالرادیان تُعْطى وحدتھ لكن فیزیائیة أبعاد لاتحمل و حقیقیة Ω حیث
و dθ الأفقیة رأسھ زاویة و r الجانبي ضلعھ طول للھرم dΩ الفراغیة الزاویة عنصر لنعرف (10.3) الشكل نأخذ

بالتعریف تعطى dA ھي قاعدتھ مساحة و dϕ الدورانیة

dΩ ≡ dA

r2
.

dA = على لنحصل (r sin θdϕ)العرض في (rdθ) الطول أي الھرم، قاعدة مساحة یساوي dA المساحة عنصر
فإن عام بشكل الكرویة. الأحداثیات من سابقاً معروف ھذا .dΩ = sin θdθdϕ فإن بالتالي و r2 sin θdθdϕ
منھ نقیس (حیث z محور لمرجعیة (r, θ, ϕ) إحداثیھا كرة سطح على تتحرك نقطة تصنعھا التي المجسمة الزاویة

التالي التكامل من تُحْسب ،(10.1) الشكل یوضح كما ،(ϕ الزاویة منھ نقیس الذي (و x محور و (θ الزاویة

Ω =
∫
Ω
dΩ′ =

∫ θ

0
sin θ′dθ′

∫ ϕ

0
dϕ′,
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رأسھ زاویة و r ضلعھ طول dA المساحة عنصر یصنعھا التي و dΩ الفراغیة الزاویة عنصر :(10.3) شكل
.dθ

إلى لنصل
Ω =

A

r2
= ϕ(1− cos θ),

تصبح (10.41) العلاقة فإن بالتالي و

(10.42) Ω̂|θ, ϕ⟩ = ϕ(1− cos θ)|θ, ϕ⟩,

خطي Ω̂ أخذنا أننا بما مستمرة. طیفیة قیم یمثل ھو و Ω̂ للمؤثر الممیزة القیمة ϕ(1 − cos θ) إعتبرنا ھنا حیث
تحقق |θ, ϕ⟩ فإن علیھ و خطیاً. مستقلة كاملة، |θ, ϕ⟩ لھ الممیزة كِت مجموعة فإن مستمر، طیفھ و ھیرمیشي و

التعامد علاقة
(10.43) ⟨θ′, ϕ′|θ, ϕ⟩ = δ(cos θ′ − cos θ)δ(ϕ′ − ϕ)

دلتا لدوال الفراغیة الزاویا على التكامل لمساواة حاجتنا عن ناتج (10.43) التعامد علاقة في دلتا دوال لقیم إختیارنا
أن أي للوحدة،

1 =

"
Ω

⟨θ′, ϕ′|θ, ϕ⟩dΩ =

"
θ,ϕ

δ(cos θ′ − cos θ)δ(ϕ′ − ϕ) sin θdθdϕ,

= −
∫ π

θ=0
δ(cos θ′ − cos θ)d(cos θ)

∫ 2π

ϕ=0
δ(ϕ′ − ϕ)dϕ,

=
∫ 1

−1
δ(u′ − u)du

∫ 2π

ϕ=0
δ(ϕ′ − ϕ)dϕ = 1,

نفس ھو و u لفضاء الممكنة القیم على تم du على التكامل علیھ و 1 ≥ u ≥ −1 بالتالي و u = cos θ أن حیث
من دلتا. دوال بوجود الوحدة سیعطي التكاملین ناتج .2π ≥ ϕ ≥ 0 لـ الممكنة القیم جمیع على dϕ للتكامل الحال

أن نثبت أن السھل من التكاملات، داخل معرفة دلتا دوال أن حقیقة من و أعلاه

δ(cos θ′ − cos θ) =
1

sin θδ(θ
′ − θ).
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و التمام علاقة تحقق فإنھا الزاویة، الإزاحة فضاء تبني أساسات أنھا أي كاملة، |θ, ϕ⟩ كِت مجموعة أن حقیقة من
الصیغة على بھا نتنبأ أن نستطیع التي

(10.44)
∫
Ω
|θ, ϕ⟩⟨θ, ϕ|dΩ =

" π,2π

θ,ϕ=0

|θ, ϕ⟩⟨θ, ϕ| sin θdθdϕ = 1.

في .|θ, ϕ⟩ فضاء على |l,ml⟩ الكِت فضاء إسقاط لدى تظھر فائدتھا لكن محدودة، |θ, ϕ⟩ الكِت تطبیقات إن
الكروي التوافق دالة ھي و جیداً، نعرفھا دالة سوى لیس السابقین الكِت لمتجھي الداخلي الضرب فإن الأمر واقع

كالتالي الممیزة كِت متجھات بمعلومیة سنُعَرِّفُھا التي و ،Yl ml(θ, ϕ)

(10.45) Yl ml(θ, ϕ) = ⟨θ, ϕ|l,ml⟩.

الكروي التوافق معادلة أن و (7.19) العلاقة من یعطى L̂2 الزاوي الزخم مربع مؤثر أن السابع الباب في وجدنا
التي و (7.30) الممیزة المعادلة الفور على تعطي التي و (A.44) المزاملة لیجندر لمعادلة حل ھي Yl ml(θ, ϕ)
للمؤثر الممیزة الدوال مجموعة ھي Yl ml(θ, ϕ) أن الفور على ندرك یجعلنا ھذا .(10.32) الممیزة المعادلة تماثل
معادلة أن بما .L̂z و L̂2 إبدالیة بسبب L̂z للمؤثر ممیزة دوال مجموعة Ylml(θ, ϕ) أن بل حسب، و ھذا لیس .L̂2

علاقة تتبع و خطیاً مستقلة و كاملة Ylm(θ, ϕ) الكروي التوافق دوال فإن الترافق، ذاتیة (A.44) المزاملة لیجندر
.(A.46) التمام علاقة و (A.45) التعامد

في ذلك رأینا كما للنظام، الزاوي التوزیع دالة تمثل |Ylml(θ, ϕ)|2 = |⟨θ, ϕ|l,ml⟩|2 الحقیقیة الدوال إن
محددة قیم عند الزاوي التوزیع دالة مقدار أن .(A.2) الشكل یوضح كما الأبعاد ثلاثیة دوال ھي و الھیدروجین، ذرة
و l الكمیة بالأعداد الزاویا تلك عند الجسیم نجد أن (sterradian لكل (إحتمالیة الإحتمالیة كثافة تُعطي ϕ و θ من
المجسمة الزاویة بین النظام یتواجد أن إحتمال تعني |Yl ml(θ, ϕ)|2dΩ = |⟨θ, ϕ|l,ml⟩|2dΩ فإن علیھ و .ml

.(10.3) الشكل في الموضحة الفراغیة الزاویة عنصر في محصوراً یكوم كأن ،Ω + dΩ و Ω

كالتالي (10.32) العلاقة بإستخدام (7.30) العلاقة صیاغة إعادة یمكن

L̂2Ylml(θ, ϕ) = L̂2⟨θ, ϕ|l,ml⟩ = ⟨θ, ϕ|L̂2|l,ml⟩,
= l(l + 1)~2⟨θ, ϕ|l,ml⟩,
= l(l + 1)~2Yl ml(θ, ϕ).

أن نجد الطریقة بنفس

L̂zYlml(θ, ϕ) = L̂z⟨θ, ϕ|l,ml⟩ = ⟨θ, ϕ|L̂z|l,ml⟩,
= ml~⟨θ, ϕ|l,ml⟩,
= ml~Yl ml(θ, ϕ).

المشتقة تؤثر حیث ،(A.43) التمثیل على مباشرة تؤثر التي و (10.9) العلاقة یإستخدام مباشرة إثباتھا یمكن التي و
(10.38) التعامد علاقة من أعلاه. النتیجة في كما ،ml~ على لنحصل exp(imlϕ) الأسیة الدالة i~∂/∂ϕ−على

أن نجد (10.44) التمام علاقة و

δll′ δmlm′l = ⟨l′,m′l|l,ml⟩ = ⟨l′,m′l|
(" π,2π

θ,ϕ=0

|θ, ϕ⟩⟨θ, ϕ| sin θdθdϕ
)
|l,ml⟩,

=

" π,2π

θ,ϕ=0

⟨l′,m′l|θ, ϕ⟩⟨θ, ϕ|l,ml⟩ sin θdθdϕ,

=

" π,2π

θ,ϕ=0

Y ∗l′m′
l
(θ, ϕ)Ylml(θ, ϕ) sin θdθdϕ,
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و (10.43) التعامد علاقة من المقابل، في .(A.45) الصیغة في الكروي التوافق لدوال التعامد علاقة نفس ھي و
نجد (10.40) التمام علاقة

δ(cos θ′ − cos θ)δ(ϕ′ − ϕ) = ⟨θ′, ϕ′|θ, ϕ⟩ = ⟨θ′, ϕ′|

 ∞∑
l=0

+l∑
ml=−l

|l,ml⟩⟨l,ml|

 |θ, ϕ⟩,
=

∞∑
l=0

+l∑
ml=−l

⟨θ′, ϕ′|l,ml⟩⟨l,ml|θ, ϕ⟩,

=
∞∑
l=0

+l∑
ml=−l

Ylml(θ
′, ϕ′)Y ∗lml(θ, ϕ),

.(A.46) التمام علاقة نفس وھي
الجمیل النسق ھذا المداري. الزاوي الزخم للدینامیكا الفضاء متجھ و الدوال تمثیلي مابین التوافق حقیقة الرائع من
ھناك أن إذ یظھر، كما وردیاً لیس المداري الزاوي للزخم الخاصة الدوال تمثیل بین و الخطي الفضاء جبر تمثیل بین
فردیة. أعداد أنصاف أو صحیحة موجبة قیم تأخذ l قیمة أن وجدنا الخطي الفضاء جبر ففي القصة. ھذه في منعطف
تُقید المداریة الزاویة الحركة عن الناتج الزاوي الجزء حل و المتغیرات فصل عن الناتجة الكرویة التوافق دوال لكن

یتقارب. لن المزاملة لیجندر معادلة حل فإن إلا و صحیحة، موجبة أعداد فقط لیكون l الكمي العدد قیم
المستخدم الدینامیكا واقع إلى تعود السؤال ھذا على الإجابة l؟ الكمي العدد لقیم التمثیلین بین الإختلاف سبب ماھو
لیجندر معادلة مصدرھا (7.30) الكروي التوافق لدوال الممیزة المعادلة أن وقت في الممیزة. المعادلات حساب في
عامة (10.32) الممیزة المعادلة فإن المداریة، الزاویة الحركة دینامیكا عن ناتجة بدورھا التي و (A.44) المزاملة
المداري. الزاوي الزخم یحققھا التي تلك توافق symmetrical properties التناظریة خصائصھا دینامیكا لأي

صحیحة. أعداداً لیكون l الكمي العدد قیم نقید فإننا فقط، المداري الزاوي الزخم حالة في لذلك،
لكن الجبریة التناظر خصائص نفس لھا المداریة، الحركة عدا زاویة، حركات) حتى (أو حركة ھناك ھل لكن
المغزلیة الزاویة الحركة یسمى ما لدینا نعم! ھي الإجابة فردیة؟ أعداد أنصاف قیم تحمل الكمیة أعدادھا) (أو عددھا
علاقات تتبع عامة الزاوي الزخم تناظرات أن بل القادم. الباب في سندرسھا التي و spin angular momentum
حیث ذلك، من أكبر الصورة أن حتى .SU(2) specialأو unitary group 2 الثانیة الخاصة الواحدیة المجموعة
الكمي العدد على یطلق التي و الضعیفة القوة وھي SU(2) المجموعة تتبع الطبیعة في الأساسیة القوى إحدى أن

.isospin المغزلیة الحركة نظیر لھا الخاص

معایرة. الدالة ھذه أن أثبت ،Y22(θ, ϕ) = 3
√

5
96π
sin2 θe2iϕ الكروي التوافق دالة من :(10.1) مثال
♠ .Y21(θ, ϕ) لحساب الرفع/الخفض مؤثر إستخدم

كالتالي یحسب المجسمة الزاویة على الكرویة التوافق لدوال المعایرة شرط :(10.1) مثال ∫حل
Ω
|Y22(θ, ϕ)|2dΩ = 9

5

96π

∫ π

0
sin θdθ sin4 θ

∫ 2π

0
dϕ e−2iϕe2iϕ,

= −9
5

96π

∫ π

0
d(cos θ) sin4 θ

∫ 2π

0
dϕ,

= −(2π)9
5

96π

∫ π

0
d(cos θ)(sin2 θ)2 = −15

16

∫ π

0
d(cos θ)(1− cos2 θ)2,

على نحصل السالبة الإشارة من للتخلص قلبھا و التكامل حدود تبدیل مع u = cos θ ∫بأخذ
Ω
|Y22(θ, ϕ)|2dΩ =

15

16

∫ 1

−1
du(1− u2)2 =

15

16

∫ 1

−1
du(1− 2u2 + u4) =

15

16
(u− 2

3
u3 +

1

5
u5)|1−1,

=
15

16

[
(1− 2

3
+

1

5
)− (−1 +

2

3
− 1

5
)
]

=
15

16

[
(

8

15
)− (− 8

15
)
]

= 1.
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الطرف و الأیمن الطرف على الخفض(10.37) مؤثر نستخدم Y22(θ, ϕ) من Y21(θ, ϕ) قیمة لحساب معایرة! إذاً
على لنحصل (10.45) العلاقة في الأیسر

L̂−Y22(θ, ϕ) = L̂−⟨θ, ϕ|2, 2⟩.

یصبح الأیمن الطرف

L̂−⟨θ, ϕ|2, 2⟩ = ⟨θ, ϕ|L̂−|2, 2⟩ = ~
√

2(2 + 1)− 2(2− 1)⟨θ, ϕ|2, 1⟩,
= 2~Y21(θ, ϕ).

یصبح علیھ و

Y21(θ, ϕ) =
1

2~
L̂−Y22(θ, ϕ) =

1

2~
(−~) e−iϕ

(
∂

∂θ
− i cot θ ∂

∂ϕ

)3

√
5

96π
sin2 θe2iϕ

 ,
= −3

2

√
5

96π
e−iϕ

(
2e2iϕ sin θ cos θ − i cot θ sin2 θ(2i)e2iϕ

)
,

= −3

2

√
5

96π
e−iϕ

(
4e2iϕ sin θ cos θ

)
= −6

√
5

96π
eiϕ sin θ cos θ.

♣ .(A.2) الجدول في Y21(θ, ϕ) قیمة مع تتفق النتیجة

المداري الزاوي الزخم لمؤثرات المصفوفات تمثیل 10.5
Matrix representations of angular momentum operators

الزاوي الزخم مؤثرات نمثل أن اللاحق، الباب في سنرى كما أخرى أحیاناً الھام من بل أحیاناً، المناسب من
الكمیین بالعدین توصف الحالة أن نرى أن نستطیع (10.38) الزاوي الزخم لأساسات التعامد علاقة من بمصفوفات.
السؤال ھذا على للإجابة المصفوفة؟ أبعاد یحدد الكمیین العددین ھذین من أي نفسھ یطرج الذي السؤال .ml و l

نجد منھا التي و (10.17) التبدیل علاقات نعتبر

0 = ⟨l′,m′l|[L̂2, L̂j]|l,ml⟩,
= ⟨l′,m′l|L̂2 L̂j|l,ml⟩ − ⟨l′,m′l|L̂j L̂2|l,ml⟩,
= ~2 [l′(l′ + 1)− l(l + 1)] ⟨l′,m′l|L̂j|l,ml⟩,

بالتالي .l′ = l عندما إلا صفري غیر ⟨l′,m′l|L̂j|l,ml⟩ , 0 المصفوفة عنصر أن إذاً نجد .j = x, y, z حیث
.l المداري الزاوي الكمي العدد قیم من ثابتة لقیمة ممكن المداري الزاوي الزخم لمؤثرات المصفوفات تمثیل فإت

(10.38) التعامد علاقة و (10.32) العلاقة بإستخدام L̂z للمؤثر المصفوفة عنصر كتابة یمكننا فإننا علیھ بناء
على لنحصل

(10.46) ⟨l,m′l|L̂z|l,ml⟩ = ml~ δm′
l
ml ,

.2l+1 أبعادھا ~mlو = l~, (l−1)~, · · · ,−(l−1)~,−l~ ھي عناصرھا قطریة مصفوفة یعطي الذي و
نكتب أي

(10.47) Lz = ~



l 0 · · · 0 0
0 l − 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −(l − 1) 0
0 0 · · · 0 −l

 .
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كالتالي تعطى الممیزة قیمھا و الأساسات أن لاحظ

(10.48) |l, l⟩ �



1
0
...
0
0

 , |l, l − 1⟩ �



0
1
...
0
0

 , · · · , |l,−l + 1⟩ �



0
0
...
1
0

 , |l,−l⟩ �


0
0
...
0
1

 ,

یحوي الذي الصف رتبة من یُخَفِّض L̂+ الرفع مؤثر فإن ،(10.47) في L̂z بتمثیل المتبع الإصطلاح على بناء
یحوي الذي الصف رتبة من یرفع L̂− الخفض مؤثر فإن المقابل، في .(10.48) الأساسات مجموعة في الوحدة
دور التي و البسیطة التوافقیة للحركة الدرجیة المؤثرات تماماً یعاكس ھذا .(10.48) الأساسات مجموعة في الوحدة
الحاوي الصف رتبة خفض أو â− الخفض مؤثر و الوحدة، یحوي الذي الصف رتبة زیادة ھو â+ الرفع مؤثر
بینما ،(2) المثال في ھو كما القطر تحت صفریة غیر عناصر سیعطي â+ لـ المصفوفات تمثیل فإن لھذا للوحدة.

القطر. فوق صفریة غیر عناصر سیعطي â− لـ المصفوفة عناصر
الصفریة الغیر العناصر و القطر فوق ستكون L̂+ الرفع مؤثر لمصفوفة الصفریة الغیر العناصر أن نستنتج وعلیھ
بإستخدام الخفض و الرفع لمؤثري المصفوفة عناصر تحسب القطر. أسفل ستكون L̂− الخفض مؤثر لمصفوفة

على لنحصل ،(10.38) التعامد علاقة و (10.37)

(10.49) ⟨l,m′l|L̂±|l,ml⟩ = ~
√
l(l + 1)−ml(ml ± 1) δm′

l
ml±1.

نذھب أي ml = −l إلى نصل حتى الوحدة بمقدار بالخفض نبدأ و ml = l من نبتدأ L± المصفوفة لحساب
|l,ml⟩ الأساس من إسقاطھ یمكن l الكمي العدد قیمة ثبات عند .(10.48) في الیسار إلى الیمین من بالأساسات
عناصر عندئذٍ تصبح المصفوفة. مساحة لتقلیل محضة تحریریة لاسباب ذلك و ،|ml⟩ بالشكل الأساس لیُكتب

كالتالي L± المصفوفة

L± =



⟨l|L̂±|l⟩ ⟨l|L̂±|l − 1⟩ · · · ⟨l|L̂±| − l + 1⟩ ⟨l|L̂±| − l⟩
⟨l − 1|L̂±|l⟩ ⟨l − 1|L̂±|l − 1⟩ · · · ⟨l − 1|L̂±| − l + 1⟩ ⟨l − 1|L̂±| − l⟩

...
...

. . .
...

...

⟨−l + 1|L̂±|l⟩ ⟨−l + 1|L̂±|l − 1⟩ · · · ⟨−l + 1|L̂±| − l + 1⟩ ⟨−l + 1|L̂±| − l⟩
⟨−l|L̂±|l⟩ ⟨−l|L̂±|l − 1⟩ · · · ⟨−l|L̂±| − l + 1⟩ ⟨−l|L̂±| − l⟩


,

الرفع لمؤثر المصفوفات تمثیل على نحصل علیھ و

(10.50) L+ = ~



0
√

2l 0 · · · 0 0 0

0 0
√

2(2l − 1) · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0
√

2(2l − 1) 0

0 0 0 · · · 0 0
√

2l
0 0 0 · · · 0 0 0


,
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الخفض لمؤثر المصفوفات تمثیل على و

(10.51) L− = ~



0 0 0 · · · 0 0 0√
2l 0 0 · · · 0 0 0

0
√

2(2l − 1) 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · ·
√

2(2l − 1) 0 0

0 0 0 · · · 0
√

2l 0


.

المعامل. ھذا تعطي لن نحسبھا، لم التي و العناصر، بقیة لان كمعامل
√

2 نخرج لم أننا لاحظ
L̂y و L̂x المداري الزاوي الزخم مؤثر مركبتي كتابة یمكن (10.10) الخفض و الرفع مؤثري تعریف من

التالیة الصیغة على L̂±الخفض و الرفع مؤثري بمعلومیة

(10.52) L̂x =
1

2
(L̂+ + L̂−); and L̂y =

1

2i
(L̂+ − L̂−).

بالمصفوفات L̂y و L̂x تمثیل یمكن ،L̂±الخفض و الرفع لمؤثري و(10.51) (10.50) المصفوفات تمثیل بإستخدم
على لنحصل

Lx =
~

2



0
√

2l 0 · · · 0 0 0√
2l 0

√
2(2l − 1) · · · 0 0 0

0
√

2(2l − 1) 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0
√

2(2l − 1) 0
0 0 0 · · ·

√
2(2l − 1) 0

√
2l

0 0 0 · · · 0
√

2l 0


,

(10.53)
و

Ly =
~

2i



0
√

2l 0 · · · 0 0 0
−
√

2l 0
√

2(2l − 1) · · · 0 0 0
0 −

√
2(2l − 1) 0 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 · · · 0

√
2(2l − 1) 0

0 0 0 · · · −
√

2(2l − 1) 0
√

2l
0 0 0 · · · 0 −

√
2l 0


.

(10.54)
المداري، الزاوي الزخم لمؤثر الجبریة العلاقات جمیع یحقق أعلاه العام المصفوفات تمثیل أن من التحقق یمكن
سیكون العام المصفوفات حجم كبر بسبب لكن .(10.32) الممیزة العلاقات و .(10.21)-(10.17) التبدیل كعلاقات
.l المداري الزاوي الكمي العدد قیم من محددة لقیمة ذلك سنقوم التالي المثال في العلاقات. ھذه تحقیق الصعب من

الزاوي الكمي للعدد وذلك .L̂2 و L̂z المداري الزاوي الزخم لمؤثرات المصفوفات تمثیل إوجد :(10.2) مثال
♠ .(10.32) الممیزة المعادلة و (10.17) التبدیل علاقة تحقق أنھا من أثبت و ،l = 1 المداري

m1 = 1, 0,−1 فإن l = 1 عند أنھ علمنا إذا ،(10.47) أو (10.46) من L̂z إیجاد السھل من :(10.2) مثال حل
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على لنحصل

Lz = ~

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .
L̂± المؤثرین من نحددھما اللذان و L̂y و L̂x من كلاً معرفة أیضاً نحتاج فإننا L̂2 لحساب

L± =

 ⟨1, 1|L̂±|1, 1⟩ ⟨1, 1|L̂±|1, 0⟩ ⟨1, 1|L̂±|1,−1⟩
⟨1, 0|L̂±|1, 1⟩ ⟨1, 0|L̂±|1, 0⟩ ⟨1, 0|L̂±|1,−1⟩
⟨1,−1|L̂±|1, 1⟩ ⟨1,−1|L̂±|1, 0⟩ ⟨1,−1|L̂±|1,−1⟩

 ,
√

2~ یُعْطي كلاھما و ⟨1, 0|L̂+|1,−1⟩ و ⟨1, 1|L̂+|1, 0⟩ ھي L̂+ للمؤثر صفریة الغیر العناصر نجد حیث
بالصیغة L+ على نحصل .(10.49) العلاقة حسب

L+ =
√

2~

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .
أي ،L̂+ للمؤثر الصفریة غیر للعناصر المجاور ھي L̂− للمؤثر صفریة الغیر العناصر أن نجد الطریقة، بنفس
لنحصل .(10.49) العلاقة حسب

√
2~ یُعْطي أیضاً كلاھما و ⟨1,−1|L̂−|1, 0⟩ و ⟨1, 0|L̂−|1, 1⟩ العنصرین

بالصیغة L− على

L− =
√

2~

 0 0 0
1 0 0
0 1 0

 .
،|1, الأساس⟨0 المثال سبیل على لنأخذ .|1,−1⟩ و ،|1, 0⟩ ،|1, الأساسات⟨1 على (10.37) العلاقة تحقیق یمكن

أن نجد

L̂+|1, 0⟩ �
√

2~

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


 0

1
0

 ,

=
√

2~

 1
0
0

 � √2~|1, 1⟩.

فإن كذلك

L̂−|1, 0⟩ �
√

2~

 0 0 0
1 0 0
0 1 0


 0

1
0

 ,

=
√

2~

 0
0
1

 � √2~|1,−1⟩.

كالتالي المصفوفات بصیغة تكتب L̂x المركبة أن نجد (10.53) و (10.52) معادلة من

Lx =
~√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 .
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كالتالي المصفوفات بصیغة تكتب L̂y المركبة أن نجد (10.54) و (10.52) معادلة من نجد المقابل في

Ly = i
~√
2

 0 −1 0
1 0 −1
0 1 0

 .
كالتالي (10.17) التبدیل علاقة من نتحقق

LxLy =
i~2

2

 1 0 −1
0 0 0
1 0 −1

 ; and LyLx =
i~2

2

 −1 0 −1
0 0 0
1 0 1

 ,
أن لنجد

LxLy − LyLx = i~2

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 = i~Lz,

على لنحصل (10.16) نستخدم L̂2 حساب أردنا إذا التبدیل. علاقة إذاً تحقق

L2 = L2
x + L2

y + L2
z ,

=
~2

2

 1 0 1
0 2 0
1 0 1

+
~2

2

 1 0 −1
0 2 0
−1 0 1

+ ~2

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

= 2~2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
♣ .L̂2 للمؤثر الممیزة القیمة ھي و l(l + 1)~2 عن ناتج 2~2 المعامل أن لاحظ

الزخم لتمثیل لنا ھامة قاعدة سیكون إنھ إلا فریداً، لیس كان وإن المداري، الزاوي للزخم المصفوفات تمثیل إن
تعتبر التي و للجسیمات المغزلیة الحركة طبیعة بسبب للدوال تمثیل أي لایملك الذي و اللف) (أو المغزلي الزاوي

لھا. داخلیاً تناظراً

تمارین و أسئلة 10.6

الإحداثیات في الوحدة متجھات بتحلیل و الكارتیزیة و الكرویة الإحداثیات ∇بین مساواة طریق عن :(10.1) سؤال
أن أثبت ،(10.6) العلاقات حسب الكارتیزیة مركباتھا إلى الكارتیزیة

∂

∂x
= sin θ cosϕ ∂

∂r
+ cos θ cosϕ1

r

∂

∂θ
− sinϕ
r sin θ

∂

∂ϕ
,

∂

∂y
= sin θ sinϕ ∂

∂r
+ cos θ sinϕ1

r

∂

∂θ
+
cosϕ
r sin θ

∂

∂ϕ
,

∂

∂z
= cos θ ∂

∂r
− sin θ1

r

∂

∂θ
.
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معلومیة إلى الكارتیزیة معلومیةالمركبات من الزاوي الزخم لمؤثرات الكارتیزیة المركبات تحویل تسھل العلاقات ھذه
♢ الكرویة. الكقطبیة المركبات

أن أثبت (1) السؤال من :(10.2) سؤال

x
∂

∂y
− y ∂

∂x
=

∂

∂ϕ
.

♢ L̂z؟ وتمثیل أعلاه العلاقة بین الشبھ ماھو

في الوحدة متجھات بتحلیل و (10.5) العلاقة من (10.9)-(10.7) العلاقات بالتفصیل أثبت :(10.3) سؤال
♢ .(10.6) العلاقات حسب الكارتیزیة مركباتھا إلى الكارتیزیة الإحداثیات

♢ الكرویة. القطبیة الإحداثیات في (10.4) العلاقة أثبت :(10.4) سؤال

أن أثبت (10.16) في (10.9)-(10.7) العلاقات بإستخدام :(10.5) سؤال

L̂2 = −~2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
.

♢ الكرویة. القطبیة بالإحداثیات لابلاس مؤثر تمثیل من إثباتھا تم التي و (7.19) العلاقة نفس ھي ھذه

الزاوي الزخم مركبات أوجد (10.2) العلاقة في الإسطوانیة الإحداثیات ∇في تمثیل بإستخدام :(10.6) سؤال
بمؤثرات مثلھا و ،R قطرھا نصف إسطوانة سطح على یتحرك لجسم الإسطوانیة الإحداثیات في الكارتیزیة المداري

♢ تفاضلیة.

أن أثبت الموتر، التحلیل بإستخدام أو المركبات لجمیع التبدیل علاقة بحساب إما :(10.7) سؤال

[xj, L̂k] = i~εjknxn; and [p̂j, L̂k] = i~εjknp̂n.

♢ فیزیائیاً؟ و ریاضیاً الزاوي الزخم مع الخطي الزخم أو الزاوي الزخم مع الموقع إبدالیة عدم تفسیر تستطیع ھل

rigid rod صلب بقضیب M2مرتبتطین M1و كتلتیھما ككرتین CN الجزيء نمذجة یمكن :(10.8) سؤال
مركز خلال یمر محور حول المستوى في یدور الدمبل .dumbbell shape الدمبل شكل الجزيء لیأخذ a طولھ

المستوى. على عمودي و الكتلة
الحركة. تصف التي ھامیلتون معادلة أكتب �أ-

للطاقة. الممكنة الطیفیة القیم ماھي �ب-
.a و الكتل بمعلومیة الأولى الإثارة حالة و الأرضیة الحالة بین الطاقة لفرق ریاضیاً تعبیراً أكتب �ج-

♢ ذوالجسمین. النظام أمثلة من آخر مثال ھذا
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♢ .x, y, z لـ كدوال l = 0, 1, 2 لـ الكروي التوافق عن عبر :(10.9) سؤال

،⟨l,m1|L̂2
x|l,m2⟩ ،⟨l,m1|L̂y|l,m2⟩ ،⟨l,m1|L̂x|l,m2⟩ التالیة: المصفوفة إحسبعناصر :(10.10) سؤال

♢ .L̂±الخفض و الرفع مؤثرات إستخدام المناسب من .⟨l,m1|L̂2
y|l,m2⟩ و

یُغْطى an axially symmetric rotator المتناظر المحوري للدوار ھامیلتون معادلة :(10.11) سؤال
بالعلاقة

H =
L2
x + L2

y

2I1
+
L2
z

2I3

.Ĥ لـ الممیزة القیم إحسب الكم، میكانیكا و المؤثرات تمثیل بإستخدام �أ-
.I1 > I3 أن بإعتبار الممیزة) (القیم الطیف أرسم �ب-
♢ I1؟ ≫ I3 عندما النھایة في الطیف یصبح كیف �ج-

قیم لجمیع Y4ml إحسب المعایرة، Nثابت حیث ،Y4 4(θ, ϕ) = Ne4iϕ sin4 θ من إبتداءً :(10.12) سؤال
♢ mlالموجبة.

التالي الھامیلتوني بالمؤثر یوصف نظام :(10.13) سؤال

Ĥ =
L̂2

2I
+ αL̂z,

♢ النظام؟ لھذا الطاقة) (طیف الممیزة القیم ماھي

(ب) ،L̂z (أ) للمؤثرات الممیزة القیم ھي ما .l = 2 المداري الزاوي العزم حالة إعتبر :(10.14) سؤال
♢ ؟ 2L̂x − 6L̂y + 3L̂z (ج) و ،35 L̂x −

4
5
L̂y

الموجیة بالحزمة توصف حالة في كرویاً متناظر جھد تأثیر تحت جسیم :(10.15) سؤال

ψ(x, y, z) = N(xy + yz + zx)e−αr
2

,

وجد إذا 2~6؟ القیمة L̂2 قیاس یعطي أن إحتمالیة ماھو صفر؟ L̂2 قیاس یعطي أن إحتمالیة ماھو ثابت. N حیث
♢ m؟ = 2, 1, 0,−1,−2 لـ النسبیة الإحتمالات ماھي ،l = 2 أن



This is page 269
Printer: Opaque this

11
The spin angular momentum المغزلي الزاوي الزخم

الدینامیكا على تدل ما الغَزْل)1لجسیم ببساطة (أو المغزلي الزاوي الزخم تسمیة فإن الباب، ھذا عنوان یدل كما
جوھریة خاصیة تعتبر المغزلیة الحركة فإن السبب لھذا نفسھ. الجسیم داخل تقع مرجع نقطة حول بالدوران المتعلقة
واقعیاً. لایكون قد البسیط التصور ھذا و السھولة، بھذه لیست القضیة الأمر واقع في .intrinsic property للجسیم
الحركة فإن الذریة، النواة أو النیوترون، البروتون، الحصر: لا المثال سبیل على داخلیة، تراكیب لھا التي للجسیمات
في الكتلة. مركز حول الجسیمات ھذه لمكونات المغزلیة و المداریة الزاویة للعزوم الجبري الجمع عن ناتجة المغزلیة
لھا لاتراكیب point particles نقطیة جسیمات لكنھا غَزْل تملك مثلاً، كالإلكترون الأساسیة، الجسیمات المقابل،
، massless particles كتلة عدیمة بعضالجسیمات ھو الأدھى و بل كتلة. مركز لھا لیس بالتالي و structureless
علاقة لھا لیست الكم میكانیكا في بالغَزْل المرتبطة الدینامیكا بالتالي و غزْل. لھ المثال، سبیل على photon كالفوتون
المثال، سبیل على محاورھا. حول الكواكب دوران في الحال ھو كما المغزلیة، للحركة النمطیة الكلاسیكیة بالصورة
رمل. حبات و صخور الأرضمن لمكونات المداري الزاوي الزخم محصلة عن ناتج محورھا الأرضحول دوران
لایمكن حیث كالإلكترون التراكیب، عدیم نقطي لجسیم المغزلیة للحركة كلاسیكي دینامیكي معنى أي لایوجد لكن

كتلة. مركز لھ لایوجد حیث الفوتون كما الكتلة عدیم لجسیم أو أساسیة، مكونات إلى تحلیلھ
علاقة أي لھ لیست exclusive quantum pheneomena كمیة ظاھرة حصریاً ھو ھنا الغزل آخر بكلام
كما تماماً ، intrinsic property للجسیم جوھریة خاصیة spin الغزل أن حقیقة تبقى لكن الكلاسیكیة. بالصورة
التي الكھربائیة الشحنة حقیقة ماھي الأسطر، ھذه كتابة لحظة حتى لانعلم، نحن الكھربائیة. الشحنة في الحال ھو
الكھربائیة المجالات مع الجسیمات تفاعل خلال من تأثیراتھا و بوجودھا نعلم لكننا الأولیة الجسیمات بعض تحملھا
مغناطیسیة عزوم تكون خلال من المشحونة للجسیمات المغزلیة الحركة وجود على نستدل المفھوم بنفس الخارجیة.
مع تتفاعل مجھریة مغانط المجھریة الجسیمات ھذه یجعل مما magnetic dipole moments القطبیة ثنائیة

الخارجیة. المغناطیسیة المجالات
سردھا نختصر سوف الذي و الغزل إكتشاف قصة إلى راجع ھذا الواقع في التسمیة؟ في الفھم سوء و الخلط إذاً لماذا
بدأت .Samuel Abraham Goudsmit 1978–1902 جاودسمیث صامویل العالم وھو ألا مكتشفیھا، أحد من
الإستبعاد مبدأ تتضمن بحث ورقة Wolfgang Pauli باولي ولفجانج نشر عندما 1925م عام بدایات في الفكرة
الحالات نفس عند معاً إلكترونین لتواجد لایسمح المبدأ ھذا بإسمھ. لاحقاً سمي الذي و ،exclusion principle

عن للتعبیر المِغْزَل و spin motion لترجمة المغزلیة الحركة مصطلح و spin لترجمة الغَزْل سنستخدم ھنا لكننا اللف. أو التدویم مصطلح یستخدم التراجم 1بعض
.spinor علیھا یُطلق التي و الموجیة الدالة
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المتعددة الذرات و الھیلیوم لذرة الأرضیة الحالة في إلكترونین تواجد تفسیر یتم ولكي الكمیة. الأعداد وبنفس الكمیة
في تسببھ. التي الدینامیكا أو ماھیتھ یحدد لم لكن الإلكترون یحملھ إضافي كمي عدد وجود باولي إقترح الإلكترونات،
صحیح عدد نصف یكون أن یجب الكمي العدد ھذا أن Goudsmit جاودسمیث العالم إقترح 1925م العام أواخر
Paschen باشن العالم إكتشفھما forbidden مسموحین غیر و شاذین طیفیین خطین تفسیر أجل من half integer
الذریة للأطیاف مستفیضة دراسة بعد جاودسمیث وجد لاحقاً الأرضیة. القلویة العناصر لأطیاف دراستھ لدى سابقاً
الغیر doublets المزدوجة الطیفیة الخطوط جمیع یفسر الزاویة للعزوم 1/2 الإضافي الكمي العدد إعتبار أن
یتحرك الإلكترون أن إعتبر الكلاسیكیة بخلفیتھ Uhlenbeck أولینبیك العالم جھتھ، من باشن. أكتشفھا التي و مسموحة
Goudsmit أولینبیك و جاودسمیث العالمان بتعاون محاورھا. حول الاجسام بدوران شبیھة مغزلیة زاویة حركة
additional إضافیة حریة درجة للإلكترون أن معتبرین بحثیة ورقات في إستنتاجاتھما نشرا and Uhlenbeck
المداریة. الزاویة العزوم تشبھ جبریاً و المغزلیة الحركة عن ناتجة دینامیكیاً أنھا مفترضین degrees of freedom
میكانیكا نظریة إكتشاف قبل و الطیفیفة الدراسات بثورة مایعرف عھد في تمت التنبآت و الدراسات ھذه أن لاحظ

الكم.
على الكم میكانیكا إكتشاف بعد خصوصاً تبعاتھا القصة لھذه لكن للإلكترون، الغزل إكتشاف قصة ننھي ھنا إلى
المصفوفات بإستخدام المغزلیة الإلكترون لحالة ریاضي تمثیل بإیجاد باولي قام حیث شرودنجر، و ھایزنبرج ید
المداري الزاوي الزخم مع فعلنا كما حالتھ، عن للتعبیر الإحداثي الفضاء إستخدام لایمكن داخلي تناظر الغزل لأن
عن الناتجة الموجیة الدالة مع یدویاً الغزل حالة إضافة تمت وقد .Ylml(θ, ϕ) الموجیة بالدالة عنھ عبرنا حینما
من Dirac دیراك تمكن 1928م العام في الھیدروجین. ذرة في للإلكترون أكمل صورة لتعطي شرودنجر معادلة
الموجیة للدالة الریاضیة الصیغة في أساسي كتناظر 1/2 الغزل بوجود التنبأ من النسبیة الكم لمیكانیكا صیاغتھ خلال
(أو المغزل إسم دیراك وأطلق النسبیة. الكمیة نظریتھ خلال من المضادة الأجسام بوجود تنبأه إلى بالإضافة النسبیة
شرودنجر معادلة تشبھ التي و دیراك، معادلة حل عن الناتجة الموجیة الدوال على spinor (or spinors) المَغَازِل)

النسبي. الھامیلتون على قائمة لكنھا الصیاغة ناحیة من
الأساسیة للجسیمات داخلي تناظر عن عبارة الغزل أن وجد الأولیة الجسیمات إكتشاف و الحدیثة الفیزیاء تطور بعد
أدى ھذا صحیحة. كمیة أعداداً یحمل غزل لھا جسیمات وجد حیث الفردیة. الأعداد أنصاف عن مختلفة قیم لھ و
الفیزیائي الإحصاء علم تطور المقابل في الكلاسیكیة. بالدینامیكا المغزلیة الحركة إرتباط فكرة تلاشي إلى تماماً
الفیرمیونات علیھ یطلق أحدھما نوعین: إلى إحصائیاً الجسیمات تقسیم على القائم quantum statistics الكمي
فردیة أعداد أنصاف تساوي الكمیة أعدادھا غزل) (أو مغزلیة حركة لھ و فیرمي-دیراك إحصاء یتبع و fermions
(أو مغزلیة حركة لھ و بوز-أینشتین إحصاء یتبع و Bosons البوزونات وثانیھما للإستبعاد. باولي مبدأ یطیع و

للإستبعاد. باولي مبدأ یطیع ولا صحیحة أعداد تساوي الكمیة أعدادھا غزل)
و مؤثرات من المداري الزاوي للزخم العامة الصیغة نفس یتبع الغزل یحكم الذي التناظر و الجبر عام بشكل
أخرى مرة نؤكد كذلك المعھود. الإقلیدي بالإتجاه لیس الإتجاه ھذا كان إن و مقدار و إتجاه للغزل لذلك تبدیل. علاقات
المصفوفات أو دیراك كتمثیلات المجردة، التمثیلات إستخدام یمكننا لكن الفضاء. في للغزل تمثیل أي لایوجد أنھ
بإستخدام و تارة دیراك أقواس بإستخدام مجردة بطرق χ المغازل عن سنعبر السبب لھذا ریاضیاً. الغزل لوصف

المغازل. لتوصیف بالتبادل، ، χ و χ سنستخدم الأحیان بعض في أخرى. تارة χ المصفوفات

التبدیل علاقات و الغزل مؤثرات 11.1
Spin operators and commutation relations

المغزلي الزخم متجھ نفرضمؤثر علیھ و الزاوي. الزخم جبر عن كربونیة نسخة سوى لیس المغزلي الزخم جبر إن
الكارتیزیة مركباتھ بمعلومیة یكتب أن یمكن والذي Ŝ

(11.1) Ŝ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz),

التبدیل علاقات تحقق التي و

(11.2) [Ŝx, Ŝy] = i~Ŝz; [Ŝz, Ŝx] = i~Ŝy; and [Ŝy, Ŝz] = i~Ŝx,
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.(10.13) للعلاقات تماماً مشابھة بصیغ
الصیغة على لنكتبھا ms المغناطیسیة المساقط و s المغزلي الكمي للعدد معرفتنا من تُحَدَّد الممیزة المتجھات

الممیزة المعادلات تحقق التي و |s,ms⟩

(11.3) Ŝ2|s,ms⟩ = s(s+ 1)~2|s,ms⟩; and Ŝz|s,ms⟩ = ms~|s,ms⟩,

مؤثري لولا لیتم ماكان الإستنتاج ھذا .(10.32) في إستنتجناه التي المداري الزاوي الزخم في نظیراتھا تماثل والتي
كالتالي یعرفان اللذان و الترتیب، على ،Ŝ− و Ŝ+ الخفض و الرفع

(11.4) Ŝ± = Ŝx ± iŜy,

أن أي ،(10.37) العلاقة في التي تلك تماثل تأثیرھما وقاعدة ،(10.10) العلاقة في كما تماماً

(11.5) Ŝ±|s,ms⟩ = ~
√
s(s+ 1)−ms(ms ± 1)|s,ms ± 1⟩.

عن مستقلة وباالتالي الكرویة، التوافق دوال مع علاقة بأي لاترتبط {|s,ms⟩} الممیزة المتجھات مجموعة أن بما
یعني مما s المغزلي الكمي العدد لقیم تقیید أي لایوجد فإنھ ،ϕ و θ بالزوایا یوصف الذي و القطبي الزاوي الفضاء

msتصبح و s الكمیة للأعداد الممكنة القیم فإن علیھ و الصحیحة. الأعداد أنصاف قیم إستبعاد عدم

(11.6) s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . ; ms = −s,−s+ 1, . . . , s− 1, s.

الھامة الفروقات بعض ھناك یبقى لكن المغزلي، و المداري الزاوي الزخم بین الجبري التوصیف تماثل من بالرغم
في الجسیم. بقي طالما لایتغیر الفضاء، على لاتعتمد للجسیم جوھریة قیمة بإعتباره ،spin الغزل أن ھو أھمھا من
إنتقالات قاعدة حسب أخرى، إلى حالة من إنتقالاتھ و الجسیم تفاعلات مع یتغیر المداري الزاوي الزخم فإن المقابل

نسبیاً. أسھل spin الغزل نظریة یجعل ھذا .(??) الباب في عنھا سنتحدث معینة
من الرغم على Ŝy و Ŝx الأخریین المركبتین دون Ŝz بـ فقط الإھتمام لماذا التالیة: القضیة نناقش أن فقط یبقى
علاقات من تتأتى الإجابة لھما؟ spin الغزل وحالات الممیزة القیم بإیجاد لانھتم لماذا رصودة؟، كمیات تمثلان أنھما
المركبتین قیم تحدید بالإمكان لیس أنھ معناه المغزلیة الحركة مركبات من مركبة أي قیاس إن .(11.2) التبدیل
آن في قیاسھا لایمكن التي و إبدالیة الغیر للمؤثرات (8.93) المعممة التأكد عدم علاقة من جلیاً یظھر ھذا الأخریین.
إعتبارھا على إصطلحنا وقد لھا. الممكنة spin الغزل قیم نقیس كي فقط واحدة مركبة نختار أن یجب وعلیھ واحد.
ثنائي المغناطیسي العزم مع یتفاعل الذي و الخارجي المغناطیسي المجال إتجاه ایضاً تمثل التي و z بإتجاه المركبة
المؤثر قضیة إذاً المشحونة. للجسیمات ذاتھا المغزلیة الحركة عن الناتج magnetic dipole moment القطبیة

أقل. ولا أكثر لا إصطلاحیة قضیة ھي eigenspin الممیزة قیمھ وقیاس spin المِغْزل لتمثیل Ŝz

Spin 1
2 الغزل 11.2

الجسیمات لأن نظراً الفیزیائیة الحالات أھم من یعتبر و s = 1/2 للغزل الكمي العدد فیھا یكون التي الحالة ھي
الجسیمات أن إلى بالإضافة .spin الغزل من القیمة ھذه لھا (quarks الكواركات و leptons (اللبتونات الأساسیة

.s = 1/2 لھا نیوترونات و بروتونات، إلكترونات، من نواتھا و للذرة المكونة
مسقطین لدینا الحالة ھذه في لأنھ أعلى غزل رتب مع مقارنة الحالات أبسط من أیضاً تعتبر s = 1/2 الحالة
نطلق التي و |1

2
, 1

2
⟩ الحالة أولھما: للغزل، ممیزیتین حالتین لدینا وبالتالي .ms = ±1/2 للغزل مغناطیسیین

للدالة ونرمز |↑⟩ eigenspin الممیزة الغزل بحالة إختصاراً لھا سنرمز و spin up الأعلى إلى الغزل علیھا
spin down الأسفل إلى الغزل علیھا نطلق التي و |1

2
,−1

2
⟩ الحالة ثانیھما: ، χ↑ بـ (spinor المِغْزَل (أو الموجیة



272 The spin angular momentum المغزلي الزاوي الزخم .11

.χ↓ بـ (spinor المِغْزَل (أو الموجیة للدالة ونرمز |↓⟩ eigenspin الممیزة الغزل بحالة إختصاراً لھا سنرمز و
التالیة المعایرة بالمغازل تمثلان كأساسات الغزل حالتي فإن المصفوفات بتمثیل

(11.7) |↑⟩ → χ↑ =

[
1
0

]
and |↓⟩ → χ↓ =

[
0
1

]

تصبح Ŝ2 للمؤثر الممیزة العلاقات مجموعة فإن (11.3) العلاقات من

(11.8) Ŝ2 |↑⟩ =
3

4
~2 |↑⟩ ; and Ŝ2 |↓⟩ =

3

4
~2 |↓⟩ ,

تصبح Ŝz للمؤثر و
(11.9) Ŝz |↑⟩ =

1

2
~ |↑⟩ ; and Ŝz |↓⟩ = −1

2
~ |↓⟩ .

أن نجد ،(11.5) في Ŝ+ الرفع مؤثر تأثیر قاعدة ومن المقابل، في

(11.10) Ŝ+ |↑⟩ = 0; and Ŝ+ |↓⟩ = ~ |↑⟩ ,

أن نجد ،(11.5) في Ŝ−الخفض مؤثر تأثیر قاعدة ومن

(11.11) Ŝ− |↑⟩ = ~ |↓⟩ ; and Ŝ− |↓⟩ = 0.

مع ولنبدأ .(10.5) القسم في سابقاً فعلنا كما مصفوفات، شكل على المغزلیة المؤثرات لتمثیل جاھزون نحن الآن
على لنحصل Ŝ2 المؤثر

S2 =

 ⟨↑| Ŝ
2 |↑⟩ ⟨↑| Ŝ2 |↓⟩

⟨↓| Ŝ2 |↑⟩ ⟨↓| Ŝ2 |↓⟩

 .
مباشرة لنحصل ⟨↓| بالبرا ثم ⟨↑| بالبرا (11.8) الممیزة العلاقات بضرب أعلاه المصفوفة عناصر حساب یمكن

على

(11.12) S2 =
3

4
~2
[

1 0
0 1

]
=

3

4
~2I.

الصیغة على بالمصفوفات Ŝz المؤثر نمثل (11.9) الممیزة العلاقات بإستخدام و الطریقة، بنفس

(11.13) Sz =
1

2
~

[
1 0
0 −1

]
.

العلاقات ضربنا لو Ŝ+ الرفع لمؤثر بالنسبة .Ŝy و Ŝx حساب في لأھمیتھا الخفض و الرفع مؤثرات نمثل أن بقي
⟨↑| Ŝ+ |↓⟩ = المصفوفة عنصر ماعدا صفراً المصفوفة عناصر جمیع أن سنجد ⟨↓| بالبرا ثم ⟨↑| بالبرا (11.10)

كالتالي كمصفوفة Ŝ+ الرفع مؤثر نمثل بالتالي و الثاني. العمود الأول الصف في الذي العنصر أي ~

(11.14) S+ = ~

[
0 1
0 0

]
.

الخفض لمؤثر المصفوفة عناصر جمیع أن سنجد ⟨↓| بالبرا ثم ⟨↑| بالبرا (11.11) العلاقات ضربنا لو المقابل، في
و الأول. العمود الثاني الصف في الذي العنصر أي ⟨↓| Ŝ− |↑⟩ = ~ المصفوفة عنصر ماعدا صفراً، تساوي Ŝ−

كالتالي كمصفوفة Ŝ−الخفض مؤثر نمثل بالتالي

(11.15) S− = ~

[
0 0
1 0

]
.
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فیزیائیة كمیات تمثلان لأنھما ھیرمیشیة مصفوفات (11.13) في Sz و (11.12) في S2 أن بالملاحظة الجدیر من
الواقع في رصودتان. غیر كمیتان لأنھما ھیرمشیتین غیر (11.15) و (11.14) في S± أن نجد المقابل في رصودة.

البعض. لبعضھما مجاورین S±
على مباشرة لنحصل ، Ŝy = i

2
(Ŝ− − Ŝ+) و Ŝx = 1

2
(Ŝ+ + Ŝ−) من Ŝy و Ŝx حساب یمكننا الآن

(11.16) Sx =
1

2
~

[
0 1
1 0

]
,

و

(11.17) Sy =
1

2
~

[
0 −i
i 0

]
.

كنا وإن رصودة، فیزیائیة كمیات تمثلان لأنھما ھیرمیشیة مصفوفات (11.17) في Sy و (11.16) في Sx أن لاحظ
مركبات جمیع قیاس على قدرتنا عدم بسبب الغزل حالة وتحدید الممیزة القیم لقیاس Sz على فقط نعتمد إصطلاحیاً

.(11.2) التبدیل علاقات تقتضیھ ما حسب الوقت بنفس الغزل
الممیزة العلاقات جمیع تحقق (11.14) إلى (11.12) في spin للغزل المصفوفات تمثیل أن من التحقق یمكن

المثال سبیل على لنجد ،(11.7) المغازل على مباشرة بتطبیقھا (11.11) إلى (11.8) الذاتیة) (أو

Sz χ↑ =
1

2
~

[
1 0
0 −1

] [
1
0

]
=

1

2
~

[
1
0

]
=

1

2
~ χ↑,

و

Sz χ↓ =
1

2
~

[
1 0
0 −1

] [
0
1

]
=

1

2
~

[
0
−1

]
= −1

2
~

[
0
1

]
= −1

2
~ χ↓.

كالتالي ،χ↓ و χ↑ المغازل على S+ الرفع مصفوفة تأثیر من التحقق یمكن كذلك

S+ χ↑ = ~

[
0 1
0 0

] [
1
0

]
= ~

[
0
0

]
= 0,

و

S+ χ↓ = ~

[
0 1
0 0

] [
0
1

]
= ~

[
1
0

]
= ~ χ↑.

كالتالي ،χ↓ و χ↑ المغازل على S−الخفض مصفوفة تأثیر من نتحقق الطریقة، بنفس

S− χ↑ = ~

[
0 0
1 0

] [
1
0

]
= ~

[
0
1

]
= ~ χ↓,

و

S− χ↓ = ~

[
0 0
1 0

] [
0
1

]
= ~

[
0
0

]
= 0.

(11.16) في Sx لـ eigenspinors ممیزة مغازل لیست (11.7) في χ↓ و χ↑ المعایرة المغازل أن اخرى مرة نؤكد
أو Sx إستخدام و الإصطلاح عن الخروج أردنا لو ماذا مباشرة. ذلك من التحقق للقاريء یمكن .(11.17) في Sy و

التالي: المثال في تأتي الإجابة Sz؟ عن عوضاًً 1
2
الغزل نظام لتمثیل Sy

الغزل مؤثر لمصفوفة eigenspinors الممیزة المغازل و eigenvlaues الممیزة القیم إحسب :(11.1) مثال
♠ .S2 لـ ممیزة مغازل أنھا من وتحقق ،(11.16) في Sx
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mx
s حیث ،Sx χ

x = mx
s χ

x بـ تُعْطى eigenspin الممیزة الغزل علاقة إعتبرنا لو :(11.1) مثال حل
التالیة المحدد علاقة نكتب (9.24) الخاصة العلاقة فبإستخدام x محور طول على الغزل مساقط

det |Sx −mx
s ~I| = 0,

أو

det
∣∣∣∣∣
[

0 ~
2

~
2

0

]
−
[
mx
s~ 0
0 mx

s~

]∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −mx
s~

~
2

~
2

−mx
s~

∣∣∣∣∣ ,
= (mx

s~)
2 −

(
~

2

)2

= 0,

(بإتجاه spin-up أعلى إلى الغزل حالة الممیزة، الغزل حالات من حالتین لدینا إذاً .mx
s = ±1

2
أن نستنتج ومنھا

(بإتجاه spin-down أسفل إلى الغزل حالة ،~/2 الممیزة القیمة لھا و χx↑ spinor بالمغزل وتوصف الموجب) x
كالتالي spinors المغازل أن لنفرض .−~/2 الممیزة القیمة لھا و χx↓ spinor بالمغزل وتوصف السالب) x

χx↑ =

[
a↑
b↑

]
; χx↓ =

[
a↓
b↓

]
.

على لنحصل الممیزة القیمة معادلة في التعویض من χx↑ نحسب

Sx χ
x
↑ =
~

2
χx↑ ⇒ ~

2

[
0 1
1 0

] [
a↑
b↑

]
=
~

2

[
a↑
b↑

]
,

أن نجد ]ومنھا
b↑
a↑

]
=

[
a↑
b↑

]
⇒ a↑ = b↑ = a.

إلى ننتھي

χx↑ = a

[
1
1

]
.

المعایرة شرط من a الثابت حساب یمكن

1 = χ̃x↑
∗
χx↑ = a∗

[
1 1

]
a

[
1
1

]
= |a|2 (1 + 1); ⇒ |a| = 1√

2
.

كالتالي المعایر spin-up state أعلى إلى الغَزْل حالة spinor مِعْزَل یصبح ،a للثابت الطور بإھمال

χx↑ =
1√
2

[
1
1

]
.

على لنحصل الممیزة القیمة معادلة في التعویض من χx↓ نحسب الطریقة، بنفس

Sx χ
x
↓ = −~

2
χx↓ ⇒ ~

2

[
0 1
1 0

] [
a↓
b↓

]
= −~

2

[
a↓
b↓

]
,

أن نجد ]ومنھا
b↓
a↓

]
= −

[
a↓
b↓

]
⇒ a↓ = −b↓ = b.
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إلى ننتھي

χx↓ = b

[
1
−1

]
.

المعایرة شرط من b الثابت نحسب

1 = χ̃x↓
∗
χx↓ = b∗

[
1 −1

]
b

[
1
−1

]
= |b|2 (1 + 1); ⇒ |b| = 1√

2
.

كالتالي spin-down state أسفل إلى الغَزْل حالة spinor مِعْزَل یصبح ،b للثابت الطور بإھمال

χx↓ =
1√
2

[
1
−1

]
.

قمنا الفرض ھذا وعلى معاً، S2 و Sz لـ الأساسات إعتبرنا إننا إلى یعود السبب أساسات. لیستا χx↓ و χx↑ أن لاحظ
المركبات spinors مغازل ولأصبح كلیاً التمثیل لتغیر S2 و Sx لـ الاساسات بأخذ قمنا لو الإخرى. المؤثرات ببناء
السھل من .(11.2) التبدیل علاقات تحقق المؤثرات أن طالما بذومغزى لیس عموماً التمثیل أساسات. لیست الأخرى

أن من التحقق
χx↑ =

1√
2

(χ↑ + χ↓) and χx↓ =
1√
2

(χ↑ − χ↓) ,

eigen- ممیزة معازل ھي χx↓ و χx↑ spinors المعازل أن من التحقق السھل من أیضاً یصبح المنطلق، ھذا ومن
♣ .S2 لـ spinors

أن ھو ،χ↓ و χ↑ من كلاً مع χx↑ تربط التي الخطي الجمع لعلاقة الفیزیائي المعنى أن نجد السابق المثال من
للزخم z مركبة قیمة تكون أن إحتمال 50% لھ +~/2 تساوي المغزلي الزاوي للزخم x مركبة لھ الذي الجسیم
للزخم x مركبة تكون عندما الأخرى الحالة على ینطبق أیضاً ھذا .−~/2 قیمتھا تكون أن 50% 2/~+و المغزلي
z مركبة معرفة في الدقة فسنفقد المغزلي الزاوي للزخم x مركبة حددنا لو أنھ بمعنى .−~/2 المغزلي الزاوي
1
2
spin غزلھ لجسیم spin state الغزل حالة بقیاس قمنا أننا لنفترض أكثر، الصورة نوضح حتى المغزلي. للزخم

الغزل حالة أسقطت قد القیاس عملیة أن نقول فإننا (χ↑ المغزل (أو | ↑⟩ الحالة في المثال، سبیل على وجدناه، و
لو لكن .+~/2 تساوي المغزلي الزاوي للزخم z مركبة أن ثقة بكل القول یمكننا عندھا .χ↑ الحالة على للجسیم
إنھا و تحدیداً معروفة غیر بأنھا الإجابة على مجبرون فإننا المغزلي؟ الزاوي للزخم x مركبة ماھي آخر: تسائل
الغزل حالة نجھل إننا لایعني ھذا بالطبع .(50% بإحتمال (أیضاً −~/2 أو (50% (بإحتمال +~/2 إما ستكون
للزخم محددة مركبة لایملك الجسیم لكن سابقاً، ذكرنا كما χ↑ ھي الحالة تماماً، العكس على للجسیم، spin state
و الیقین، عدم علاقة من عنھا یتمخض وما Ŝz و Ŝx بین التبدیل علاقة بسبب (y (وكذلك x بإتجاه المغزلي الزاوي
+~/2 إما ستكون النتیجة فإن للغزل x مركبة قیاس نرید أننا حالة في واحد. آن في قیاسھما إمكانیة عدم تعني التي
لا كي القیاس عملیة في الحرص و الدقة مدى عن النظر (بغض للغزل x مركبة قیاس فعلاً أجرینا لو .−~/2 أو
غزل مركبة لھ الآن أصبح الجسیم ان القول یمكننا فإنھ ، +~/2 المثال، سبیل على النتیجة، كانت و الجسیم) نزعج
لا آخر بقول .χx↑ الجدیدة الحالة في الجسیم الآن أصبح و χ↑ الأبتدائیة الحالة فقدنا المقابل في لكن x بإتجاه محددة

2 .−~/2 أو +~/2 إما تكون قد التي و للغزل، z مركبة ماھیة بالتحدید الآن نعلم
وجود في العجیبة طبیعتھا و الكم میكانیكا فھم على كثیراً یساعد الغزل حالة على الكمیة القیاس نظریة نقاش إن
ھذا في spin الغزل یستخدم الرئیسیة المراجع و الكتب من العدید الكمیة. للانظمة الفیزیائیة الكمیات في تحدید عدم

.[4] المرجع في الحال ھو كما الإطار،

.216-217 صفجة [3] المرجع في شخصین بین حوار شكل على جداً رائع بأسلوب وردت الغزل مركبات لقیاس المناقشة 2فكرة



276 The spin angular momentum المغزلي الزاوي الزخم .11

بالحالة یُعطى 1
2
spin غزلھ جسیم فرضنا لو :(11.2) مثال

χ =
1

3

[
2 + i

2

]
.

♠ Ŝx؟ و Ŝz قسنا لو ،−~/2 و +~/2 على نحصل أن إحتمالیة ھي ما معایرة. χ الحالة أن من تحقق

أي ،χ للحالة الداخلي الضرب من المعایرة من نتحقق :(11.2) مثال حل

χ̃
∗
χ =

1

3

[
2− i 2

] 1

3

[
2 + i

2

]
=

[(2− i)(2 + i) + 4]

9
=

[4 + 1 + 4]

9
= 1.

كالتالي 1
2
spin الغزل لأساسات خطي كمجموع χ الحالة كتابة یمكن

χ =
2 + i

3

[
1
0

]
+

2

3

[
0
1

]
,

أو

χ =
(

2 + i

3

)
χ↑ +

(
2

3

)
χ↓.

Ŝz قیاس أن إحتمال أما .
∣∣∣2+i

3

∣∣∣2 = 4+1
9

= 5
9

= 56% 2/~+یساوي سیعطي Ŝz قیاس أن إحتمال فإن وبالتالي

بمعلومیة χ الحالة كتابة نعید Ŝx لـ الممكنة القیم إحتمالیة نقیس حتى .
∣∣∣2
3

∣∣∣2 = 4
9

= 44% یساوي −~/2 سیعطي
السابق. المثال من أخرى جھة من χ↓ و χ↑ و χx↓ و جھة من χ↓ و χ↑ و χx↑ بین العلاقة بإستخدام وذلك χx↓ و χx↑

أن نجد علیھ و

χ↑ =
1√
2

(
χx↑ + χx↓

)
; and χ↓ =

1√
2

(
χx↑ − χx↓

)
.

على نحصل χ الحالة معادلة في نعوض

χ =
(

2 + i

3

)
1√
2

(
χx↑ + χx↓

)
+
(

2

3

)
1√
2

(
χx↑ − χx↓

)
,

=
1√
2

[(
2 + i

3

)
+
(

2

3

)]
χx↑ +

1√
2

[(
2 + i

3

)
−
(

2

3

)]
χx↓ ,

أن إلى لننتھي

χ =

(
4 + i

3
√

2

)
χx↑ +

(
i

3
√

2

)
χx↓ .

Ŝx قیاس إحتمال أما .
∣∣∣ 4+i
3
√

2

∣∣∣2 = 16+1
9×2

= 17
18

= 94% یساوي +~/2 سیعطي Ŝx قیاس إحتمال فإن وبالتالي

♣ .
∣∣∣ i
3
√

2

∣∣∣2 = 1
18

= 6% یساوي −~/2 سیعطي
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The Pauli matrices باولي مصفوفات 11.3

یُعطى Ŝ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz) الغزل مؤثر إعتبرنا لو .Sz و ، Sy ، Sx لـ ~/2 المعامل وجود للإھتمام المثیر من
العلاقة من

(11.18) Ŝ =
~

2
σ̂,

التالیة المركبات من تتكون الخطي، الفضاء في لمؤثرات تمثیل ھي σ̂ حیث

(11.19) σ̂ = (σ̂1, σ̂2, σ̂3).

كالتالي Pauli matrices باولي مصفوفات بإستخدام ریاضیاً تُمثل ،i = 1, 2, 3 لكل ،σ̂i الخطیة المؤثرات

(11.20) σ1 ≡
[

0 1
1 0

]
, σ2 ≡

[
0 −i
i 0

]
, σ3 ≡

[
1 0
0 −1

]
,

خصائص لھا باولي مصفوفات .~/2 المعامل بدون لكن الترتیب، على ،Sz و ،Sy ،Sx المصفوفات نفس وھم
مصفوفات: و tensors كإمتدادات یلي كما نلخصھا للإھتمام، مثیرة ریاضیة

ھیرمیشیة .1
(11.21) σ̂†i = σ̂i; ⇔ σ̃

∗
i = σi ∀i = 1, 2, 3.

تحقق أي واحدیة .2

(11.22) σ̂†i = σ̂−1
i ; ⇔ σ̃

∗
i = σ−1

i ∀i, j = 1, 2, 3.

ھذا ریاضیاً نفسھا. مقلوبة أنھا أي involutory إرتدادیة أنھا یعني ھذا فإن واحدیة و ھیرمیشیة أنھا بما .3
أن یعني

(11.23) σ̂†i = σ̂−1
i = σ̂i; ⇔ σ̃

∗
i = σ−1

i = σi; ⇒ σ̂2
i = Î; ∀i = 1, 2, 3.

أن اي الوحدة، سالب یساوي determinant محددھا و traceless الاثر عدیمة .4

(11.24) Tr(σi) = 0; det(σi) = −1; ∀i = 1, 2, 3.

.±1 الممیزة القیم نفس لھا جمیعھا .5

التبدیل علاقات تحقق .6

(11.25) [σ̂k, σ̂l] = 2iεklmσ̂m; ∀k, l,m = 1, 2, 3,

التبدیل علاقات تماماً تكافيء (11.25) التبدیل علاقة .(7.22) في المُعَرَّف لیڤي-سیڤیتا مؤشر εklm حیث
.m المكرر المؤشر على الجمع إعتبار یمكن و (11.2)
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التالیة anticommutation التبدیل ضد علاقات تحقق .7

(11.26) {σ̂k, σ̂l} = σ̂kσ̂l + σ̂lσ̂k = 2Îδkl; ∀k, l,m = 1, 2, 3,

.anticommut إبدالیة عكس باولي مصفوفات أن نقول آخر بكلام

أو ،I2×2 الوحدة مصفوفة مع باولي مصفوفات مجموعة .8

(11.27) {I2×2, σ1, σ2, σ3},

2× 2 مربعة مصفوفة أي آخر بكلام . 3 الھیرمیشیة 2× 2 المربعة المصفوفات من كاملة مجموعة تمثل
.(11.27) المجموعة بمعلومیة تُكْتب أن یمكن ھِلبرت) (فضاء ھیرمیشیة

الكمیات لتمثیل تُستَخْدم فإنھا الممیزة، الریاضیة خصائصھم و ھیرمشیتھم و باولي مصفوفات مجوعة تمام بسبب
(11.27) الكاملة المجموعة بمعلومیة Qتكتب مربعة بمصفوفة تمثل أن یمكن رصودة كمیة أي الرصودة. الفیزیائیة

(11.28) Q = a0I +
3∑
j=1

ajσj,

مربعة كمصفوفة تُكتب (11.28) العلاقة في Q مركبة. ثوابت {a0, a1, a2, a3} أن حیث

Q =

[
a0 0
0 a0

]
+

[
0 a1

a1 0

]
+

[
0 −ia2

ia2 0

]
+

[
a3 0
0 −a3

]
,

=

[
a0 + a3 a1 − ia2

a1 + ia2 a0 − a3

]
.

الأثر حسبنا و σk بـ (11.28) العلاقة طرفي لوضربنا الأثر. علاقات من تحدد {a0, a1, a2, a3} المركبة الثوابت
الطرفین على trace

Tr(σkQ) = Tr(a0σkI) +
3∑
j=1

Tr(ajσkσj),

= a0Tr(σk) +
3∑
j=1

ajTr(σkσj),

= 0 +
3∑
j=1

2ajδkj,

العلاقة طبقنا كذلك مركب. ثابت a و مربعة مصفوفة A حیث Tr(aA) = aTr(A) الأثر خاصیة إستخدمنا حیث
إستخدمنا .Tr(σkσj) = δkjTr(I) = 2δkj أن لنجد باولي مصفوفات خصائص في (11.23) و (11.22)

أن إلى لنصل .(11.24) العلاقة في باولي لمصفوفات الأثر لإنعدام (4) الخاصیة أیضاً

(11.29) aj =
1

2
Tr(σjQ).

إعتبار على .temporal component الزمنیة بالمركبة یُعْرف فیما أو σ0 باولي لمصفوفات الصفریة المركبة الوحدة مصفوفة تعتبر المرجعیات و المراجع 3بعض
الفضاء في المغزلیة الحركة مركبات تقابل التي observables الرصودة الكمیات تمثل التي و spatial components الفضائیة المركبات تمثل باولي مصفوفات بقیة أن
النسبیة یصف والذي منكوفسكي فضاء في المتجھات تمثیل في ویستخدم covariance representation المتغایر التمثیل یسمى المركبات الرباعي التمثیل ھذا .R3 الإقلیدي
.x3 = z و ،x2 = y ،x1 = x الفضائیة المركبات و الزمنیة، المركبة یمثل x0 = ct حیث ،xµ = (ct, x, y, z) بـ یمثل الموقع متجھ فمثلاً العامة. و الخاصة
pµ = (E/c,p) الرباعي بالمتجھ تغایریاً یمثل الذي و الخطي الزخم متجھ على أیضاً ینطبق ھذا .xµ = (ct, r) الصیغة على أیضاً الموقع فضاء نكتب أن یمكن
.Jµ = (cρ,J) بالمتجھ تغایرایاً یمثل أیضاً التیار كثافة متجھ آخر مثال الفضائیة. المركبات یحوي الإقلیدي الزخم متجھ بینما للزخم الزمنیة المركبة تعتبر الطاقة حیث

الزمنیة. المركبة تعتبر الشحنة كثافة ھنا
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مصفوفات أھمیة مدى على إذاً نستدل .Tr(σjQ) = Tr(Qσj) فإن الأثر حساب عند خواصالتبدیل من أنھ لاحظ
لكن للمغزل. كمؤثرات إستخدامھا باولي تطبیقات على كمثال الباب، ھذا في ھنا الرصودة. الكمیات تمثیل في باولي

النظریة. الفیزیاء في واسعة تطبیقات لھا یبقى
الموترة الصیغة بجمع ذلك و الخطیة الصیغة إلى التربیعیة الصیغة من باولي مصفوفات تحول علاقة إیجاد یمكن

على لنحصل (11.26) و (11.25) للعلاقاتین tensor form

{σ̂k, σ̂l}+ [σ̂k, σ̂l] = 2δkl + 2iεklmσ̂m; ∀k, l,m = 1, 2, 3,

الموترة الصیغة على مباشرة نحصل منھا التي و

(11.30) σ̂kσ̂l = δkl + i
∑
m

εklmσ̂m; ∀k, l,m = 1, 2, 3.

لیڤي- رمز لأن الموترة الصیغة على یؤثر لن الحال بطبیعة ھذا و الأیمن الطرف في
∑
m الجمع أضفنا أننا لاحظ

المتجھات الآن لنُعَرِّف مؤشرین. أي فیھا یتساوى التي الحدود تلاشي سیضمن εklmLevi-Civita symbol سیڤیتا
كالتالي قیم الستة ذات b و a covariant tensor vectors الموترة

(11.31) a = (a1, a2, a3); and b = (b1, b2, b3),

أي ،2× 1 عمودیة مصفوفة عن عبارة المتجھات ھذه من مركبة كل أن حیث

(11.32) ai =

 a
(1)
i

a
(2)
i

 ; bi =

 b
(1)
i

b
(2)
i

 ; ∀i = 1, 2, 3.

على نحصل
∑
kl المؤشرات على الجمع ونطبق bl و ak بالمركبتین (11.30) العلاقة لوضربنا

(11.33)
∑
kl

σ̂kσ̂lakbl =
∑
kl

akblδkl + i
∑
klm

εklmakblσ̂m.

عن عبارة لیصبح الأیسر الطرف ترتیب إعادة ∑یمكن
kl

σ̂kσ̂lakbl =
∑
kl

(σ̂kak)(σ̂lbl) = (σ̂ · a)(σ̂ · b).

یكتب أن یمكن الأیمن الطرف من الأول الحد المقابل ∑في
kl

akblδkl =
∑
k

akbk = a · b.

یُكْتب أن یمكن ،(7.21) في المتجھ الإقلیدي للضرب الموتر التعریف ومن الأیمن، الطرف في الأخیر ∑الحد
klm

εklmakblσ̂m =
∑
m

σ̂m (a× b)m = σ̂ · (a× b) .

التالیة الھامة العلاقة على نحصل (11.33) العلاقة في الحدود بتعویض

(11.34) (σ̂ · a)(σ̂ · b) = a · b + iσ̂ · (a× b) .

التالیة العلاقة (11.34) من نحصل ،a = b أن حالة في

(11.35) (σ̂ · a)2 = a2.

التالي (11.34) من نحصل (10.4) العلاقة ومن a = b = L̂ أن حالة في

(11.36) (σ̂ · L̂)2 = L̂2 − ~σ̂ · L̂,

.spin-orbit interaction المداري الزاوي الزخم مع الغزل تفاعل دراسة لدى كبیرة اھمیة لھا والتي
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للإلكترون الداخلي المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم 11.4
Intrinsic magnetic dipole moment for electron

الا أخرى، intrinsic property جوھریة خاصیة أیضاً تمتلك غزل، تمتلك التي و المشحونة الأولیة للجسیمات
مغانط عن عبارة الجسیمات تلك مبسط، بكلام .magnetic dipole moment القطبیة ثنائي مغناطیسیاً عزماً وھي
للذرات المغناطیسیة الخواص عن مسئول القطبیة ثنائي مغناطیسي عزم یمتلك الإلكترون المثال سبیل على مجھریة.
لمكوناتھا المغزلیة و المداریة للحركة نتیجة مغناطیسیة عزوم تمتلك فقد اساسیة، الغیر الجسیمات أما المركبات. و
عزم یحمل النیوترون المثال سبیل على كھربائیاً. متعادل ككل اساسي الغیر الجسیم كان لو حتى المشحونة، الأساسیة
العلماء حدا مما كھربائیاً، متعادل انھ من بالرغم خاصتھ، المغزلي الزاوي العزم إتجاه عكس القطبیة ثنائي مغناطیسي
في تتوزع السالبة الشحن أن بحیث موجبة و سالبة جسیمات یحوي أساسي، غیر جسیم النیوترون بأن یستنتجوا أن

الموجبة. للشحن منھ أكبر فضاء
منھا و المشحونة. للجسیمات القطبیة ثنائیة مغناطیسیة عزوم لوجود الرئیس و التقلیدي السبب على نتعرف سوف
سنحصر تحدیداً و الجسیمات. لھذه المغزلیة و الزاویة بالعزوم بربطھا المغناطیسیة للعزوم الكمیة الصیغ إلى سننتقل
الخارجیة. المغناطیسیة المجالات مع للإلكترون المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم تفاعل بدراسة للإلكترون نقاشنا

الداخلیة و الخارجیة المغناطیسیة العزوم 11.4.1
Extrinsic and intrinsic magnetic moments

الشكل في كما ،A مساحة على تنغلق loop عروة خلال یمر I steady current مستقر تیار أي كلاسیكیاً،
الكلاسیكیة العلاقة خلال من یعطى magnetic dipole moment مغناطیسیة قطبیة ثنائي عزم یولد (أ11.1)،

(11.37) µ = IA.

بسرعة r قطره نصف دائري مسار طول على تتحرك m كتلتھا و q شحنتھا منفردة نقطیة شحنة توجد أنھ لنعتبر
عروة في I = q/T تیار حركة ما لحد یشبھ ھذا (ب11.1). الشكل في كما ،T مقدارھا دورة خلال v مماسیة
أن جدلاً سنفرض التقریب اجل من لكن المستقر، التیار شرط لاتحقق المنفردة الشحنة حركة أن العلم مع دائریة
تساوي تقریباً (11.37) الصیغة مقدار تصبح كي الكفایة فیھ بما كبیرة الدائري المسار طول على الشحنة حركة

µ ≃ q

T
πr2.

على لنحصل أعلاه، العزم مقدار في T = 2πr/v الدوري الزمن عن التعویض یمكن حیث

µ ≃ q

2πr
vπr2 =

q

2
vr =

q

2m
mvr,

على نحصل بالتالي و .L المداري الزاوي الزخم سوى لیس الدورانیة mvrللحركة المقدار أن حیث

µ ≃ q

2m
L,

صیغة إلى التقریب صیغة من لننتقل و المداري، الزاوي الزخم بإتجاه مرتبط المغناطیسي العزم متجھ أن یعني مما
إلى لنصل التأكید

(11.38) µL = gL
q

2m
L.

المبسطة القیمة عن عوضاً المغناطیسي للعزم الواقعیة القیمة یعطي و Landé g-factor علیھ یطلق gL المعامل
على أو orbit المدار أبعاد على Lلاتعتمد إلى µL نسبة فإن ذلك إلى بالإضافة الدائري. الكلاسیكي المدار عن الناتجة
لمدار لكن أعلاھا الحسابات نفس بعمل قمنا لو (11.38) النتیجة نفس على سنحصل الحال بطبیعة الدوري. الزمن
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تنغلق loop عروة خلال I مستقر تیار مرور عن الناتج (أ) التقلیدي المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم :(11.1) شكل
.r قطره نصف دائري مدار خلال v عالیة بسرعة q شحنة حركة بسبب (ب) و ،A مساحة على

تفاصیل على كلیاً µL/L النسبة إعتماد عدم إن للمدار. الھندسي الشكل على لاتعتمد µL/L أن یعني مما إھلیجي
ستساعدنا واقعیة حقیقة ھذه لحسابھا. نوظفھا التي المیكانیكیة النظریة عن النسبة ھذه إستقلالیة أیضاً یعني قد المدار
إن .(268-269 صفحة [5] (المرجع القطبیة ثنائي المغناطیسي العزم لقیاس الزاوي للزخم الكم نظریة بإستخدام
extrinsic الخارجیة العزوم من إنھ على یصنف المداریة الحركة عن الناتج و القطبیة تنائي المغناطیسي العزم

.dipole moment
مغانط تمتلك الجسیمات ھذه فإن مغزلي، زاوي لزخم الجسیمات معظم إمتلاك بسبب و السابق، المفھوم بنفس
،(11.38) في التي بتلك شبیھة علاقة من القطبیة ثنائي المغناطیسي عزمھا یُعْطَى intrinsic magnets جوھریة

تصبح للغزل لكن
(11.39) µS = gS

q

2m
S,

.gyromagnetic ratio المغناطیسیة الإنجراف بنسبة gS الكمیة على نطلق حیث

المغناطیسي المجال مع للإلكترون المغناطیسیة القطبیة ثنائي تفاعل 11.4.2
The interaction of electron's magnetic dipole moment with magnetic field

قوى عن ناتج تقلیدي تفاعل الأول التفاعل: من نوعان خارجي مغناطیسي مجال إلى الإلكترون تعرض عن ینتج
العزم عى الناتج المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم تفاعل عن ناتج كمي تفاعل الثاني و Lorentz force لورنتز
أكثر إعتباره یمكن الذي و الثاني، التفاعل ھو ھنا یھمنا ما الخارجي. المغناطیسي المجال مع للإلكترون المغزلي
داخل localized electron المتموضعھ للإلكترونات الحال ھو كما معینة، حالات عند الأول التفاعل من أھمیة
فإن الحالة ھذه في الإلكترون. یمتلكھا الذي الوحیدة الحریة درجة الغزل نعتبر الحالة ھذه في .[6] البلوریة الشبیكة

لھ. المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم مع تفاعل عنھ ینتج الإلكترون على خارجي مغناطیسي مجال وجود
على لنحصل للألكترون المغناطیسیة القطبیة ثنائي عزم متجھ لحساب (11.39) الصیغة إستخدام یمكن

(11.40) µS = −ge
e

2me

S,

حیث عملیاً. و نظریاً قاطبة، الفیزیاء في الثوابت أدق من تعتبر التي و ge = 2(1.0011596 . . . ) أن حیث
عملیاً تقاس و quantum electrodynamics الكھرودینامیكیة المجالات تكمیة نظریة یإستخدام نظریاً تُحْسَب
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القطبیة رباعي كھربائي مجال مع متجانس و محوري مغناطیسي مجال في للھیدروجین المثیلة الذرات trap بحجز
الناتج الھامیلتون مؤثر فإن محلیاً، المتموضع للإلكترون الإلكترون. شحنة بسبب السالبة الإشارة .[7] متجانس غیر

التالیة الجھد طاقة من یُعْطى B الخارجي المغناطیسي المجال مع التفاعل عن

(11.41) Ĥ = −µS ·B = ge
e~

4me

σ̂ ·B,

بسبب .(11.19) و (11.20) العلاقات حسب S = 1
2
~σ̂ باولي مصفوفات مع الغزل مؤثر علاقة إستخدمنا حیث

بحیث ،χ spinors المغازل طریق عن تعطى الممیزة الحالات فإن σ̂ الغزل مؤثر على Ĥ الھامیلتون مؤثر إعتماد
كالتالي Ĥ الزمن عن المستقل الھامیلتون مؤثر بإستخدام الزمن على المعتمدة شرودنجر معادلة تصبح

(11.42) Ĥχ(t) = ge
e~

4me

σ̂ ·Bχ(t) = i~
dχ(t)

dt
.

أن أي ،z محور بإتجاه المغناطیسي المجال متجھ أن نعتبر ما عادة

(11.43) B = Bk̂.

كالتالي الطرفین من ~ حذف بعد (11.42) لتصبح ،(11.42) العلاقة في σ̂ ·B = σ̂3B الكمیة فإن علیھ و

(11.44) ge
eB

4me

σ̂3χ(t) = i
dχ(t)

dt
,

على لنحصل ،(11.20) أو (11.13) العلاقة خلال من σ3 بالمصفوفة عنھا یعوض σ̂3 أن حیث

(11.45) ge
eB

4me

[
1 0
0 −1

]
χ(t) = i

dχ(t)

dt
,

بـ تُعطى χ(t) المغزل دالة أعتبرنا لو الأولى. الرتبة من زمنیة تفاضلیة معادلة تمثل والتي

(11.46) χ(t) =

[
aψ↑(t)
bψ↓(t)

]
,

إلى الغزل حالة تمثل ψ↓(t) و ،a مقدارھا بسعة spin up eignestate أعلى إلى الغزل حالة تمثل ψ↑(t) حیث
كالتالي ω الكمیة نعرف مركبة. ثوابت عن عبارة b و a ھنا .b مقدارھا بسعة spin down eignestate أسفل

(11.47) ω = ge
eB

2me

= ge ωc,

العلاقات نعوض .cyclotron frequency للإلكترون السیكلوترون تردد تسمى ωc التردد. أبعاد نفس لھا ω حیث
الزمنیتین التفاضلیتین المعادلتین على نحصل (11.45) في (11.47) و (11.46)

(11.48) −i1
2
ω

 aψ↑(t)

−bψ↓(t)

 =

 a
dψ↑(t)

dt

b
dψ↓(t)

dt

 ,
الممیزة الغزل قیم یعطي و مباشر حلھما

(11.49)

 ψ↑(t)

ψ↓(t)

 =

 e−iωt/2

eiωt/2

 ,
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بالصیغة یعطى Ĥ للھامیلتون الممیز المغزل لیصبح

(11.50) χ(t) =

 ae−iωt/2

beiωt/2

 .
،(11.42) الزمن على المعتمدة شرودنجر معادلة في (11.50) من χ(t) المغزل تعویض لدى أنھ القول یمكننا

الممیزة الطاقة قیمتي على نحصل

Ĥχ(t) = i~
dχ(t)

dt
= i~

 −i
1
2
ωae−iωt/2

i1
2
ωbe+iωt/2

 =


1
2
~ωae−iωt/2

−1
2
~ωbe+iωt/2

 ,
أو

(11.51) E↑ =
1

2
~ω = ge~

eB

4me

; and E↓ = −1

2
~ω = −ge~

eB

4me

,

µS إتجاه أن (أي المجال بإتجاه spin up أعلى إلى الإلكترون غزل یكون عندما الممیزة الطاقة یمثل E↑ حیث
إتجاه عكس spin down أسفل إلى الإلكترون غزل یكون عندما الممیزة الطاقة یمثل E↓ و ،(B إتجاه عكس
في ،|a|2 ھو E↑ على لنحصل الممیزة الطاقة لقیم قیاس إجراء إحتمال إن .(B بإتجاه µS إتجاه أن (أي المجال

المعایرة شرط من یتحقق یحیث ،|b|2 ھو E↓ على لنحصل الممیزة الطاقة لقیم قیاس إجراء إحتمال المقابل

(11.52) |a|2 + |b|2 = 1.

الإنتقال إن .B بإتجاه µS یكون عندما أقل تكون الطاقة أن أي .E↑ > E↓ السالبة، الإلكترون شحنة وبسبب لاحظ،
.~ω تساوي طاقة المتموضع الإلكترون بتزوید یتم ↑ الحالة إلى ↓ الحالة من

للمغزل الإبتدائیة الشروط من b و a المركبة الثوابت قیم نحدد أن بقي

χ(0) =

[
a
b

]
,

جیب و الجیب بمعلومیة [3] المركبة الثوابت كتابة یمكن للعمومیة فقد أي بدون .(11.52) العلاقة تتحقق بحیث
التمام

(11.53) a = cos α
2

and b = sin α
2
,

كالتالي (11.50) في المغزل یصبح بذلك قلیل. بعد الفیزیائي مغزاھا عن سنبحث ثابتة زاویة α حیث

(11.54) χ(t) =

 cos
α
2
e−iωt/2

sin α
2
eiωt/2

 .
خارجي مغناطیسي مجال تأثیر تحت المتموضع الالكترون دینامیكیة على نتعرف بالأحرى أو ھنا مایحدث نفھم كي
،(11.16) ،(11.13) المصفوفات تمثیل بإستخدام للزمن كدوال S الغزل لمركبات المتوقعھ القیم بحساب نقوم ثابت،

بـ یُعطى ⟨Sx⟩ أن نجد بالتالي .(11.17) و
⟨Sx⟩ = χ(t)†Ŝxχ(t),

=
[
cos α

2
eiωt/2 sin α

2
e−iωt/2

] 1

2
~

[
0 1
1 0

] [
cos α

2
e−iωt/2

sin α
2
eiωt/2

]
,

=
1

2
~
[
cos α

2
eiωt/2 sin α

2
e−iωt/2

] [ sin α
2
eiωt/2

cos α
2
e−iωt/2

]
,

=
1

2
~ cos α

2
sin α

2

(
eiωt + e−iωt

)
=

1

2
~
(
2 cos α

2
sin α

2

)(
eiωt + e−iωt

2

)
.
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 1

® 

~

2
sin® 

S 
hSzi

z 

y 

x 

! 

! 

  

.z محور بإتجاه منتظم خارجي مغناطیسي مجال بوجود S الغزل متجھ precession ترنح :(11.2) شكل

إلى نصل 2 cos θ sin θ = sin 2θ المثلثات حساب من و e±iθ = cos θ ± sin θ أویلر علاقة بإستخدام

(11.55) ⟨Sx⟩ =
1

2
~ sinα cos(ωt).

التالیة القیم على لنحصل ،⟨Sz⟩ و ⟨Sy⟩ المتوقعة القیم حساب یمكننا الخطوات نفس بمتابعة

(11.56) ⟨Sy⟩ = χ(t)†Ŝyχ(t) = −1

2
~ sinα sin(ωt),

و
(11.57) ⟨Sz⟩ = χ(t)†Ŝzχ(t) =

1

2
~ cosα.

التعریف في α الزاویة و (11.47) التعریف في ω للتردد الفیزیائي المعنى (11.57)-(11.55) العلاقات من یتضح
z محور عن یمیل S الغزل متجھ أن نفھم الكرویة القطبیة الإحداثیات في المتجھات تمثیل مفھوم من .(11.53)
یطلق التردد ھذا .ω مقداره بتردد z محور حول S precess یترنح بینما ،α بزاویة المغناطیسي) المجال (إتجاه

.(11.2) الشكل في موضحة الظاھرة ھذه . Larmor frequency لارمور تردد علیھ
فیھا تنبأت أیضاً و تقلیدیاً، مثبتة خارجي مغناطیسي مجال بوجود المغناطیسیة القطبیة ثنائیات ترنح عملیة إن
الغزل لمتجھ المتوقعة القیمة أن تؤكد التي و Ehrenfest's theorem إیرنفست نظریة یحقق ھذا الكمیة. النظریة
تصور حسب S الغزل لمتجھ الزمني التطور دراسة للإھتمام المثیر من التقلیدیة. النظریة حسب زمنیاُ تتطور ⟨S⟩

(8.107) العلاقة في ھایزنبرغ

(11.58) dŜ
dt

=
i

~

[
Ĥ, Ŝ(t)

]
.

مجال في المتموضعة و S غزل و q شحنة لھا التي للجسیمات الھامیلتون مؤثر كتابة یمكن (11.41) علاقة من
كالتالي B خارجي مغناطیسي

(11.59) Ĥ = −gS
q

2me

Ŝ ·B.
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على نحصل (11.58) في (11.59) بإستخدام

dŜ
dt

= − i
~
gS

q

2me

[
Ŝ ·B, Ŝ(t)

]
.

نستخدم .Ŝ · B =
∑
k ŜkBk أو Ŝ · B = ŜxBx + ŜyBy + ŜzBz الداخلي الضرب عن التعبیر یمكننا

على لنحصل الأخیر

dŜ
dt

= −gS
i

~

q

2me

∑
k

Bk

[
Ŝk, Ŝ(t)

]
; ∀k = x, y, z.

على لنحصل .z أو ،y ،x تكون قد التي و l للمركبة الزمني التطور لنأخذ

dŜl
dt

= −gS
i

~

q

2me

∑
k

Bk

[
Ŝk, Ŝl

]
= −gS

i

~

q

2me

∑
k

Bk(i~εklmŜm),

واحدة موترة بعلاقة (11.2) التبدیل علاقات إختزلنا حیث

(11.60)
[
Ŝk, Ŝl

]
= i~

∑
m

εklmŜm.

یصبح l للمركبة الزمني التطور علیھ

dŜl
dt

= gS
q

2me

∑
k,m

εklmBkŜm = gS
q

2me

∑
k,m

εlmkBkŜm,

= gS
q

2me

(Ŝ×B)l,

العامة العلاقة إلى لنصل

(11.61) dŜ
dt

= gS
q

2me

(Ŝ×B).

مجال تأثیر تحت q مشحون لجسیم المداري الزاوي الزخم لمتجھ الترنح لعلاقة تماماً مماثلة (11.61) النتیجة
أن حیث ،τ = µL × B الكلاسیكیة العلاقة خلال من یعطى τ torque فتل ممایسبب خارجي مغناطیسي
صالحة بالتالي و مغزلي، أو زاوي زخم أي لھا جسیمات اي تشمل عامة (11.61) النتیجة فإن كذلك .τ = dL/dt

.J = L + S أن بحیث J الكلي الزخم إلى المغزلي و الزاوي الزخم بجمع نقوم عندما للتطبیق

تمارین و أسئلة 11.5

مایلي: على أجب المغزلي، الزاوي العزم جبر یخص فیما :(11.1) سؤال

الزاوي للزخم الأساسیة التبدیل علاقة تحقق ،(11.17) و ،(11.16) ،(11.13) الغزل مصفوفات أن من تحقق (أ)
.[Ŝx, Ŝy] = i~Ŝz

.(11.21) الھیرمیشیة الخاصیة تحقق باولي مصفوفات أن من �تحقق (ب)

.(11.22) الواحدیة الخاصیة تحقق باولي مصفوفات أن من �تحقق (ج)
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.(11.23) العلاقة في موضح ھو كما إرتدادیة باولي مصفوفات أن من �تحقق (د)

.(11.25) التبدیل علاقة تحقق باولي مصفوفات أن أثبت (ھـ)

.(11.30) الموترة العلاقة تحقق باولي مصفوفات أن أثبت (و)

♢

المغزلیة الحالة في یوصف إلكترون لدیك :(11.2) سؤال

χ = A

[
3i
4

]
,

حقیقي. ثابت A حیث

.A المعایرة ثابت قیمة �أوجد (أ)

.⟨Sz⟩ و ،⟨Sy⟩ ،⟨Sx⟩ المتوقعة القیم �إحسب (ب)

أن من تحقق .⟨S2
z ⟩ و ،⟨S2

y⟩ ،⟨S2
x⟩ المتوقعة القیم �إحسب (ج)

⟨S2
x⟩+ ⟨S2

y⟩+ ⟨S2
z ⟩ = ⟨S2⟩.

الضرب حاصل أن من بالتحقق المعممة الیقین عدم علاقة تحقیق من تأكد .∆Sz Sy∆،و ،∆Sx إحسب (د)

∆Sx∆Sy ≥
~

2
|⟨Sz⟩|

إبدالیة الغیر الكمیات بین الیقین عدم علاقة تعطي التي و المعممة الیقین عدم علاقة قوة مدى السؤال ھذا من یتضح
♢ التبدیل. علاقة من مباشرة

مایلي: على أجب .1/2 غزلھ لنظام الغزل مركبات قیاس بنظریة السؤال ھذا یتعلق :(11.3) سؤال

.Ŝy للمؤثر eigenvalues الممیزة القیم و المعایر و eigenspionr الممیز المغزل أوجد (أ)

من تحقق ↓)؟ أو ↑) حالة لكل علیھا الحصول الممكن القیم ماھي ،χ عامة غزل حالة في ما لجسم Ŝy قسنا لو (ب)
الوحدة. إلى تنجمع الإحتمالیات أن

إحتمالیتھا. ماھي و علیھا نحصل التي القیمة ھي فما ،Ŝ2
y قسنا لو (ج)

♢
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حیث ،Sr المغزلي الزاوي للعزم القطریة للمركبة المصفوفات بإستخدام ریاضي تمثیل أوجد :(11.4) سؤال
فإن القطریة الإحداثیات في .Ŝr = r̂ · Ŝ أن

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ.

♢ المعایرة. الممیزة المغازل و الممیزة القیم أوجد

♢ .1 غزلھ لجسیم (Sz و ،Sy،Sx) الغزل مصفوقات أنشأ :(11.5) سؤال

عن الناتج torque الفتل علاقة من كذلك .(11.57) و (11.56) العلاقاتین بالتفصیل أثبت :(11.6) سؤال
♢ كلاسیكیاً. (11.61) العلاقة أثبت خارجي، مغناطیسي مجال مع المغناطیسي القطبیة ثنائي عزم تفاعل

التالیة للمصفوفة المعایر و الممیز المغزل أوجد :(11.7) سؤال cosα e−iβ sinα

eiβ sinα − cosα

 .
♢ أعلاه. المصفوفة diagonalize تُقَطْرِن التي و الواحدیة المصفوفة كذلك أوجد

أن أثبت ،B = (Bx, By, Bz) و A = (Ax, Ay, Az) متجھین لأي :(11.8) سؤال

(σ̂ ·A)(σ̂ ·B) = A ·B + iσ̂ · (A×B).

♢ .(11.30) العلاقة و باولي لمصفوفات (11.26) التبدیل ضد خاصیة إستخدم مساعدة:

فإن u مقداره u متجھ لأي أنھ أثبت :(11.9) سؤال

eiσ̂·u = cosu+ iσ̂ · u sinu
u

.

♢

بالعلاقة توصف المغزلیة حالتھ خارجي. مغناطیسي مجال تأثیر تحت متموضع إلكترون لدیك :(11.10) سؤال
.(11.54)

+~/2 القیاس یُعطي أن إحتمال ماھو ،t زمن عند x بإتجاه spin component الغزل مركبة بقیاس قمنا لو (أ)
؟

.y لمركبة لكن (أ) الفقرة في السؤال نفس (ب)

.z لمركبة لكن (أ) الفقرة في السؤال نفس أیضاً (ج)
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♢ .χx↑ الحالة على (11.54) العلاقة في χ مسقط حساب إلى تحتاج فقرة أول لحل مساعدة:

متذبذب خارجي مغناطیسي مجال تأثیر تحت متموضع إلكترون لدیك :(11.11) سؤال

B = B0 cos(ω0t) k̂,

حقیقیة. ثوابت ω0 و B0 أن حیث

النظام. لھذا الھامیلتون مصفوفة أنشأ (أ)

أوجد .(χ(0) = χx↑ أن (أي x لمحور بالنسبة (↑) أعلى إلى الغزل حالة في t = 0 عند الإلكترون بدأ �إذا (ب)
بالطرق χ(t) على الحصول لایمكن لذلك الزمن. على معتمد ھنا الھامیلتون تحذیر: .t زمن أي عند χ(t)
شرودنجر معادلة حل یمكن الحالة ھذه في الحظ، لحسن .stationary state زمنیا الثابتة الحالة من المعتادة

.(11.42) العلاقة خلال من مباشرة الزمن على المعتمدة

تُعطى لامور تردد ω حیث sin
(

ω
2ω0
sinω0t

)
الإجابة: Ŝx؟ قسنا إذا −~/2 على الحصول إحتمال ھو ما (ج

.(11.47) في

Ŝx؟ إتجاه في الكامل الإنقلاب تُجبر التي و B0 للمجال قیمة أقل ھي ما ((د

كي اللازم المجال شدة لمعرفة جیبیاً. الزمن مع تتغیر الإحتمالات بالتالي و الحسابات عن الناتجة السعات أن لاحظ
♢� الإتجاه. ذلك في عظمى قیمة السعة تجعل التي و الزاویة قیمة معرفة إلى نحتاج معین إتجاه إلى الغزل ینعكس
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Addition of angular momenta الزاویة العزوم تجمیع

طبیعة إختلفت إن و مركبات لھ بمتجھ تمثل المغزلیة، أو المداریة سواء الزاویة، العزوم أن السابقة الأبواب في وجدنا
سوف إلغاءً. أو إضافةً البعضإما بعضھا إلى تُجْمَع المتجھات أن نفھم لكننا العزوم متجھات فیھا نمثل التي الفضاءات
متجھ مع S الغزل متجھ نضیف أن الممكن من مختلفة. بطرق الزاویة العزوم تجمیع و إضافة الباب ھذا في نتعلم
العزم متجھ إلى S1 لجسیم المغزلي العزم متجھ نضیف أن الممكن من أو الواحد. للجسیم L المداري الزاوي الزخم
الإضافة أن تعلمنا ما عكس على البرتقال مع التفاح جمع نحاول إننا یبدو الأولى للوھلة .S2 آخر لجسیم المغزلي
المكانیة الموجیة الدالة مع علاقة بأي لایرتبط المغزلي العزم متجھ فإن معین، لجسیم الأشیاء! من النوع لنفس تتم
بالإحداثیات بالأخص و الموجیة بالدالة المداري الزاوي الزخم یرتبط بینما ، spatial wavefunction للجسیم
كان إذا خصوصاً إعتیادي، غیر أمراً یبدو مختلفین لجسیمین المغزلي العزم إضافة المفھوم بنفس للجسیم. الزاویة
إضافة فمثلاً جمعھا. یتم ما نادراً مختلفة فضاءات في المتواجدة المتجھات البعض. بعضھما عن بعیدین الجسیمین
نقول المقابل في فیزیائي. تفسیر أي لھ لیس أخرى نقطة عند الكھربائي المجال إلى ما نقطة عند الكھربائي المجال
إضافة یمكن لا حیث العامة النسبیة في تناقضاً و تعقیداً أكثر الحال واحدة. نقطة عند الكھربائي المجال محصلة بإیجاد

.space-time الفضاء-الزمن من مختلفة نقاط في متواجدة متجھات

Algebric bases العزوم لجمع الجبریة البُنى 12.1

من إضافتھم. یمكن بحیث مشتركة نقطة إلى العزوم إحضار إلى أولا نحتاج الزاویة؟ العزوم جمع یتم كیف إذاً
یتبع الزاویة العزوم جبر لأن تفاح! ھو الزاوي الزخم كل فإن الأساسي، الجبري المستوى على أنھ نوضح أن المھم
نضیف لا إذاً إضافتھم. إذاً الطبیعي فمن ،SU(2) الخاصة الواحدیة المجموعة وھي الا الجبر، من مشتركة مجموعة

التفاح! إلى التفاح نضیف بل البرتقال، إلى التفاح
الكلي العزم لمؤثر ممیزة قیم أیضا ستكون حدا، على زاوي عزم مؤثر لكل للطاقات الممیزة القیم نرى سوف
من لحالتین tensor product الموتر الضرب طربق عن تسمح الریاضیات الزاویة. العزوم مجموع عن الناتج
لفضاءات المجموعات بین للضرب تعریف إعادة الموتر الضرب واحدة. حالة على نحصل كي الزاوي العزم حالات
الموتر الضرب فإن V و U متجھ فضاء لدینا كان إذا .⊗ بالرمز لھ نرمز مشتركة، مجموعة على للحصول مختلفة
الضرب ھو الموتر للضرب خاصة حالة .V و U بعدي ضرب حاصل یساوي بعده متجھاً فضاءً أیضاً ھو U⊗V
المتجھ الفضاء في العناصر أعتبرنا إذا محوري. متجھ یعطي الذي و الكارتیزي الفضاء في لمتجھین × الخارجي
⊗ الضرب إن .closure property الإنغلاق بخاصیة تعرف والتي u⊗ v ∈ U⊗ V فإن u ∈ U و v ∈ V
التوزیعیة و associative property التجمیعیة كالخاصیة للمجموعات، الجبریة العملیات خصائص جمیع یتبع
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الإبدالیة نشترط ھنا بالإضافة .unique unity vector الوحدة متجھ فرید محاید عنصر وجود و distributive
إبدالیین. غیر فضاءات بین الجمع لایمكن إذا commutative

على لھما یرمز ، tensor product and tesnor sum الموتر الجمع و الموتر الضرب :(12.1) مثال
. direct product and direct sum المباشر والجمع المباشر الضرب أیضاً علیھما یطلق .⊕ و ⊗ بـ الترتیب
الجمع و الضرب ھذا طبیعة نفھم كي .spaces الفضائات أو groups المجموعات بین الجمع أو للضرب یُسْتخدمان
و النتائج على علق .A⊕ B و A⊗ B أوجد: .B = {5, 10} و A = {1, 2, 3} مجموعتان لدینا أنھ لنفرض

♠ لا. أم إبدالیتان العملیتان كانت إذا ما ووضح

الضرب: بعملیة لنبدأ :(12.1) مثال حل

A⊗ B = {1, 2, 3} ⊗ {5, 10} = {1× {5, 10}, 2× {5, 10}, 3× {5, 10}} ,
= {{5, 10}, {10, 20}, {15, 30}} .

مجموعات ثلاث عنھ ینتج الذي و الأولى، المجموعة عناصر على الثانیة للمجموعة الضربي بالتوزیع قمنا حیث
علیھ بناء الثانیة). المجموعة عناصر عدد (على عنصرین على تحوي مجموعة كل الأولى) المجموعة عناصر (عدد
عناصر، ثلاث تحوي مجموعة كل مجموعتین یعطي أن لابد الضرب ترتیب قلب لأن إبدالي. غیر الضرب ھذا فإن

أي

B⊗ A = {5, 10} ⊗ {1, 2, 3} = {{5, 10, 15}, {10, 20, 30}} .

یصبح المباشر الجمع فإن الطریقة بنفس

A⊕ B = {1, 2, 3} ⊕ {5, 10} = {{6, 11}, {7, 12}, {8, 13}} ,

لأن إبدالیة، غیر ھذه الجمع عملیة أیضاً

B⊕ A = {5, 10} ⊕ {1, 2, 3} = {{6, 7, 8}, {11, 12, 13}} .

.representation التمثیل على تعتمد الجمع أو الضرب قاعدة المباشر. الجمع و الضرب على مباشر و بسیط مثال ھذا
♣ .SU(2) مجموعة في الضرب و الجمع قواعد نعرف كیف سنرى

إعتبرنا لو المصفوفات، تمثیل في .representation التمثیل على تعتمد المباشر الجمع أو الضرب عملیة
NB×NB(إختصاراً بعدھا B المربعة المصفوفة و (NA إختصاراً NA×NA(أو بعدھا A المربعة المصفوفة

كالتالي یصبح الموتر1 الضرب فإن ،(NB

A⊗ B =


a11 a12 · · ·
a21 a22 · · ·
...

...
. . .

⊗

b11 b12 · · ·
b21 b22 · · ·
...

...
. . .

 ,

.Kronecker Product كرونكر ضرب أو direct product المباشر بالضرب أحیاناً 1یسمى
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أي ،A المصفوفة عناصر من عنصر بكل بأكملھا B المصفوفة بضرب یتم والذي

a11


b11 b12 · · ·
b21 b22 · · ·
...

...
. . .

 a12


b11 b12 · · ·
b21 b22 · · ·
...

...
. . .

 · · ·

a21


b11 b12 · · ·
b21 b22 · · ·
...

...
. . .

 a22


b11 b12 · · ·
b21 b22 · · ·
...

...
. . .

 · · ·
...

...
. . .


,

كالتالي تُعطى (NANB (إختصاراً NANB ×NANB أبعادھا مصفوفة عنھ ینتج والذي

A⊗ B =



a11b11 a11b12 · · · a12b11 a12b12 · · ·
a11b21 a11b22 · · · a12b21 a12b22 · · ·
...

...
... . . .

...
... · · ·

a21b11 a21b12 · · · a22b11 a22b12 · · ·
a21b21 a21b22 · · · a22b21 a22b22 · · ·
...

... · · · ...
...

. . .


.

الإحداثیات فضاء بین الجمع یمكننا لا فإنھ S غزل لھ جسیم إعتبرنا لو أعلاه، الجبریة القاعدة على بناء
فضاء مع r̂ للمؤثر اساسات تعتبر التي و {|r⟩} اللانھائیة الكت بمجموعة الممثل للجسیم coordinate space
اساسات تعتبر التي و {|p⟩} اللانھائیة الكت بمجموعة الممثل و الجسیم لنفس momentum space الخطي الزخم
من كلاً أن إلى یعود السبب .spatial space مكانیین فضائین یعتبران الفضائین كلا أن من الرغم على ،p̂ للمؤثر
spatial المكانیة الحریة درجات بالحسبان یأخذ أن یجب للجسیم الكامل الوصف فإن المقابلأ في غیرإبدالیین. p̂ و r̂
internal degrees of frees of الداخلیة الحریة درجات مع ({|p⟩} أو {|r⟩} (إما degrees of freedom
Ŝ2 المؤثرین فضاء یبني الذي و بعد) 2s + 1 (لھ {|s,ms⟩} البعد المتناھي بالكت توصف التي و freedom
أعم أساسات إلى النظر یمكننا الأساس ھذا على .Ŝz و Ŝ2 من كل مع إبدالیین p̂ أو r̂ من كل أن ھنا لاحظ .Ŝz و

على لنحصل {|r⟩} المتناھیة الغیر بـالأساسات {|s,ms⟩} المتناھیة للأساسات الموتر الضرب عن ناتجة

(12.1) |r, s,ms⟩ = |r⟩ ⊗ |s,ms⟩,

الاساسات على مبني بعد 2s+ 1 لھ مؤثر أي مع إبدالیة تكون {|r⟩} الأساسات على تُبنى التي المؤثرات أن بحیث
جسیم غزل و إحداثیات تصف التي الكلیة الموجیة الدالة تُكتب المراجع من كثیر في السبب لھذا .{|s,ms⟩}

(12.2) ⟨r, s,ms|α⟩ = Ψα,s,ms(r) = ψα(r)χs,ms ,
كالتالي الموجیة الدالة تُمثل المثال سبیل على للإلكترون .(12.1) في الریاضي الأساس على بناءً

Ψe, 1
2
,± 1

2
(r) = ψe(r)

[
χ↑
χ↓

]
=

[
ψ↑(r)
ψ↓(r)

]
,

spin أعلى إلى بغزل r⃗ الموقع عند یتواجد بأن للجسیم الإحتمالیة كثافة المثال، سبیل على ،|ψ↑(r)|2 تمثل حیث
.up

لھا والتي ،(10.32) في كما L̂z و L̂2 للمؤثرین الممیزة {|l,ml⟩} الكت حالات توسیع یمكن الفكرة، بنفس
،Ŝ2 و L̂2 لـ ممیزة كت مجوعة على بعدھا لنحصل بعد) 2s + 1 (لھ {|s,ms⟩} الغزل لتشمل بُعْد، 2l + 1
المغزلي الزخم فضاء مع الزاوي الزخم لفضاء الموتر الجمع عن ناتجان الأخیران المؤثران .Ĵz و Ĵ2 إلى بالإضافة

التالیة. الأقسام في بالتفصیل ذلك نشرح سوف و
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Adding spins المغزلیة العزوم جمع 12.2

|s1,ms1⟩ الممیزة الكِت بحالات Ŝ2 و Ŝ1 غزلین لھما 2 رقم و 1 رقم مختلفین لجسیمین القسم ھذا في النقاش سنعمم
الخاصة للحالة لاحقاً النقاش نخصص سوف .(11.3) الممیزة العلاقات تحقق التي و التوالي على |s2,ms2⟩ و

العلاقة خلال من معرفة d2 و d1 بـ Ŝ2 و Ŝ1 فضاء نرمزلأبعاد .s1 = s2 = 1/2

(12.3) d1 ≡ 2s1 + 1; and d2 ≡ 2s2 + 1.

كالتالي الأساسیة التبدیل علاقات سنلخص

(12.4) [Ŝ1a, Ŝ2b] = 0; [Ŝ1a, Ŝ1b] = i~εabcŜ1c; [Ŝ2a, Ŝ2b] = i~εabcŜ2c,

.x, y, z المركبات جمیع على تجري a, b, c المؤشرات أن حیث
التالي الموتر الضرب جمع عن ناتج Ŝ الكلي المغزلي الزخم

(12.5) Ŝ = Ŝ1 ⊗ 1̂d2×d2 + Ŝ2 ⊗ 1̂d1×d1 ,

للجسیم الغزل فضاء في identity operator الوحدة مؤثر یمثل (1̂d2×d2 = 1̂2 (أو 1̂d1×d1 = 1̂1 أن حیث
علاقة نحسب الزاوي، للزخم التبدیل علاقات لایغیر (12.5) التعریف أن من نتحقق .(2 رقم الجسیم (أو 1 رقم

التالیة التبدیل

[Ŝa, Ŝb] = [Ŝ1a ⊗ 1̂2 + Ŝ2a ⊗ 1̂1, Ŝ1b ⊗ 1̂2 + Ŝ2b ⊗ 1̂1],

= [Ŝ1a ⊗ 1̂2, Ŝ1b ⊗ 1̂2 + Ŝ2b ⊗ 1̂1] +

[Ŝ2a ⊗ 1̂1, Ŝ1b ⊗ 1̂2 + Ŝ2b ⊗ 1̂1],

= [Ŝ1a ⊗ 1̂2, Ŝ1b ⊗ 1̂2]︸                       ︷︷                       ︸
i~εabcŜ1c⊗1̂2

+ [Ŝ1a ⊗ 1̂2, Ŝ2b ⊗ 1̂1]︸                       ︷︷                       ︸
=0

+

[Ŝ2a ⊗ 1̂1, Ŝ1b ⊗ 1̂2]︸                       ︷︷                       ︸
=0

+ [Ŝ2a ⊗ 1̂1, Ŝ2b ⊗ 1̂1]︸                       ︷︷                       ︸
i~εabcŜ2c⊗1̂1

,

إلى لنصل
(12.6) [Ŝa, Ŝb] = i~εabc(Ŝ1c ⊗ 1̂2 + Ŝ2c ⊗ 1̂1) = i~εabcŜc.

الزخم مؤثر فضاء إن الزاویة. للعزوم الأساسیة التبدیل علاقات تطیع الكلي الزاوي الزخم مركبات آخر، بكلام
عن الناتج و d = d1 × d2 بعد لھا التي {|s,ms⟩} الأساسات مجموعة على یبنى Ŝ الكلي المغزلي الزاوي
كالتالي {|s,ms⟩} الكِت مجموعة إختیار لكیفیة خیارین ھنا لدینا .|s1,ms1⟩ ⊗ |s2,ms2⟩ الموتر الضرب

،Ŝ2
2 ،Ŝ2

1 التالي: الإبدالیة للمؤثرات simultaneous eigenkets المتزامنة الممیزة الكِت نختار الأول: الخیار
تحقق حیث ،{|s1,ms1 ; s2,ms2⟩} بـ الكِت من الممیزة المجموعة ھذه على سندلل .S2z و ،S1z

الممیزة المعادلات

(12.7) Ŝ2
j |s1,ms1 ; s2,ms2⟩ = sj(sj + 1)~2|s1,ms1 ; s2,ms2⟩; ∀j = 1, 2,

و
(12.8) Ŝjz|s1,ms1 ; s2,ms2⟩ = msj~|s1,ms1 ; s2,ms2⟩, ∀j = 1, 2.
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المناسب من سیكون لذلك .Ŝ2
2 و ،Ŝ2

1 ،Sz ،Ŝ2 المتزامنة للمؤثرات ممیزة كِت مجموعة نختار الثاني: الخیار
.{|s1, s2; s,ms⟩} بـ {{|s,ms⟩} عن التعبیر

نكتب بحیث الثاني، الخیار إلى سنذھب

(12.9) |s1, s2; s,ms⟩ = |s1,ms1⟩ ⊗ |s2,ms2⟩,

یساوي ببعد
(12.10) d =

∑
s

(2s+ 1) = (2s1 + 1)(2s2 + 1).

المؤثرات ھذه جمیع .Ŝ2
2 ،Ŝ2

1 المؤثرین إلى بالإضافة ،Ŝz ،Ŝ2 للمؤثرین ممیزة كِت مجموعة أنشأنا الطریقة بھذه
الخیار في أننا لاحظ .(12.9) في تُعْطى مشتركة كِت مجوعة ولھم البعض بعضھا مع إبدالیة جمیعاً لأنھا متزامنة
و Ŝ1z من كلاً مع إبدالي غیر Ŝ2 أن إلى یعود ألسبب .ms بـ أكتفینا و ms2 و ms1 الكمیین العددین حذفنا الثاني

خلال من یظھر كما ،Ŝ2 و Ŝ1 للمؤثرین y و x مركبات تحوي التي الحدود وجود بسبب ،Ŝ2z

Ŝ2 =
(
Ŝ1 ⊗ 1̂2 + Ŝ2 ⊗ 1̂1

)
·
(
Ŝ1 ⊗ 1̂2 + Ŝ2 ⊗ 1̂1

)
,

= Ŝ2
1 ⊗ 1̂2 + Ŝ2

2 ⊗ 1̂1 + 2
(
Ŝ1 ⊗ 1̂2 · Ŝ2 ⊗ 1̂1

)
,

= Ŝ2
1 ⊗ 1̂2 + Ŝ2

2 ⊗ 1̂1 +

2
(
Ŝ1x ⊗ 1̂2 · Ŝ2x ⊗ 1̂1 + Ŝ1y ⊗ 1̂2 · Ŝ2y ⊗ 1̂1 + Ŝ1z ⊗ 1̂2 · Ŝ2z ⊗ 1̂1

)
,

بعضھا مع إبدالیة رصودة كمیات أربع لدینا الحال بطبیعة .Ŝ2z و Ŝ1z من كلاً مع الإبدالیة شروط یخالف والذي
المعادلات تتحقق بحیث ،{Ŝ2, Ŝz, Ŝ2

1, Ŝ2
2} المجموعة في تُعطى التي و commuting observables البعض

الممیزة

(12.11)
Ŝ2|s1, s2; s,ms⟩ = s(s+ 1)~2|s1, s2; s,ms⟩,
Ŝz|s1, s2; s,ms⟩ = ms~ |s1, s2; s,ms⟩.

المباشر السبب .half integer فردیة اعداد أنصاف أو integer صحیح عدد إما s الكلي المغزلي الكمي العدد
الغزل أن ھو مباشر الغیر السبب .(12.6) الزاویة للعزوم العامة التبدیل علاقات تحقق Ŝ مركبات أن إلى یعود
فردیة. أعداد أنصاف أو صحیح عدد إما فالناتج جمعھا لدى و فردیة أعداد أنصاف أو صحیح عدد إما للجسیمات
أن نجد ،(12.5) علاقة من و ذلك، إلى بالإضافة .s, s− 1, . . . ,−(s− 1),−s القیم msتأخذ أن ھو الحاصل

أن نجد وبالتالي Ŝz = Ŝ1z ⊗ 1̂2 + Ŝ2z ⊗ 1̂1

Ŝz|s1, s2; s,ms⟩ =
(
Ŝ1z ⊗ 1̂2 + Ŝ2z ⊗ 1̂1

)
(|s1,ms1⟩ ⊗ |s2,ms2⟩) ,

ms~|s1, s2; s,ms⟩ = Ŝ1z|s1,ms1⟩ ⊗ 1̂2|s2,ms2⟩+ Ŝ2z|s2,ms2⟩ ⊗ 1̂1|s1,ms1⟩,
= ms1~|s1,ms1⟩ ⊗ 1|s2,ms2⟩+ms2~|s2,ms2⟩ ⊗ 1|s1,ms1⟩,
= (ms1 +ms2)~(|s1,ms1⟩ ⊗ |s2,ms2⟩)
= (ms1 +ms2)~|s1, s2; s,ms⟩,

الموتر الضرب إبدالیة طبقنا أننا لاحظ

|s1,ms1⟩ ⊗ |s2,ms2⟩ = |s2,ms2⟩ ⊗ |s1,ms1⟩,

كذلك التجمیعیة. و التوزیعیة الخاصیة إستخدمنا كذلك |s1, s2; s,ms⟩ = |s2, s1; s,ms⟩.أن یعني الذي و
أن أي الوحدة، ھي ممیزة قیمة یعطي الوحدة مؤثر إعتبرنا

1̂1|s1,ms1⟩ = 1|s1,ms1⟩ = |s1,ms1⟩.
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أن إذاً نستنتج
(12.12) ms = ms1 +ms2 .

الترتیب. على ،s2 و s1 إلى ms2تصل ms1و لـ العظمى القیم بینما ،s msھي لـ العظمى القیمة أن نعلم أننا بما
العدد المقابل في .−s1 أو s1 القیم ms1أخذ الكمي للعدد یمكن .s ≤ s1 + s2 أن مباشرة نستنتج (12.12) من إذاً
تمثل والتي s2− s1 أو s1− s2 مقدار أدنى إلى msتصل فإن بالتالي و .s2 s2−أو القیم أخذ ms2یمكنھ الكمي
.s الكلي المغزلي الكمي العدد قیمة تمثل قد نفسھ الوقت في لكن ms المغناطیسي الكمي للعدد متاحة قیمة أصغر
التي و s لـ المتاحة القیم جمیع طیف تخمین یمكننا المنطلق ھذا من .|s1 − s2| متاحة قیمة أدنى لھ s أن یعني ھذا

القیم بین تتراوح
(12.13) s1 + s2 ≥ s ≥ |s1 − s2|,

قیمة 2s+ 1 لدینا یوجد s قیم من مسموحة قیمة لكل المتجھات. جمع عن الناتجة المثلث متراجحة مع تتفق التي و
یمكن .(12.10) العلاقة في كما الكلي، الفضاء بُعْد ستُعْطي الممكنة التضاعفات مجموع أن یعني ھذا .ms لـ ممكنة

بالتالي و ،s1 ≥ s2 أن بإعتبار إثباتھا

s1+s2∑
s=s1−s2

(2s+ 1) =
s1+s2∑
s=0

(2s+ 1)−
s1−s2−1∑
s=0

(2s+ 1),

= (s1 + s2 + 1)2 − (s1 − s2)
2 ,

= 2s1 + 2s2 + 4s1s2 + 1,

= 2s1 + 1 + 2s2(2s1 + 1),

= (2s1 + 1)(2s2 + 1),

لتصبح (12.10) العلاقة نعمم إذاً .
∑N
n=0 n = N(N + 1)/2 أن حقیقة إستخدمنا أننا حیث

(12.14)
s1+s2∑

s=|s1−s2|
(2s+ 1) = (2s1 + 1)(2s2 + 1),

لعزم الممكنة و الممیزة كِت قیم جمیع یوضح (12.1) الجدول العزوم. لجمع الموتر الضرب فرضیات مع یتفق مما
الكلي. المغزلي الزاوي

تطبیق یمكن .(12.4) التبدیل علاقات تتبع زاوي زخزم منظومة أي لجمع یصلح أعلاه نقاشنا أن نقول أن بقي
.Ĵ الكلي الزاوي الزخم لینتج الجسیم، لذات Ŝ مغزلي زاوي زخم مع L̂ مداري زاوي زخم لجمع أعلاه النقاش ذات
النظام في .2 رقم للجسیم Ĵ2 الكلي الزاوي الزخم مع 1 رقم للجسیم Ĵ1 الكلي الزاوي الزخم لجمع تطبیقھ یمكن كذلك
المغزلي الزخم بحساب للدیوترون الكلي الزاوي الزخم حساب یمكن الدیوترون، المثال سیبل على الجسیمین، ذي

النسبي. المداري الزاوي للزخم جبریاً إضافتھ و النیوترون، و للبروتون الكلي

Clebsch-Gordan coefficients كلبش-جوردن معاملات 12.3

للمؤثرات {|s1,ms1 ; s2,ms2⟩}الأول الخیار لدینا أنھ وقلنا الكت، لمجموعة المتاحة الخیارات عن سابقاً تكلمنا
أن أي كاملة، المجموعة ھذه .S2z و ،S1z ،Ŝ2

2 ،Ŝ2
1 الإبدالیة

(12.15)
∑

m1,m2

|s1,ms1 ; s2,ms2⟩⟨s1,ms1 ; s2,ms2 | = 1,
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الممیزة الكت مجموعة بمعلومیة {|s1, s2; s,ms⟩} الثاني الخیار في الممیزة الكت مجوعة نكتب أن یمكن بالتالي و
كالتالي {|s1,ms1 ; s2,ms2⟩} الأول الإختیار في

|s1, s2; s,m⟩ =


∑

ms1 ,ms2

|s1,ms1 ; s2,ms2⟩⟨s1,ms1 ; s2,ms2|︸                                                     ︷︷                                                     ︸
=1

 |s1, s2; s,ms⟩,

=
∑

ms1 ,ms2

⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s,ms⟩ |s1,ms1 ; s2,ms2⟩.

المصفوفة عنصر إن
(12.16) ⟨s1,ms1 ; s2,ms2|s1, s2; s,ms⟩ ,

|s,ms⟩ الحالة على الحصول سعة تُعْطِي وھي 2ClebschGordan coefficients كلبش-جوردن معاملات تُسمى
أن یمكن علیھ و تختفي. (12.12) المعادلة لاتحقق التي المعاملات إن .|s2,ms2⟩ و |s1,ms1⟩ الحالات جمع من

لنكتب ،(12.12) المعادلة شرط نفرض

(12.17)
|s1, s2; s,ms⟩ =

∑
ms1 ,ms2

ms1+ms2=ms

⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s,ms⟩

× |s1,ms1 ; s2,ms2⟩.

التالیة: الخصائص لھا (12.16) كلبش-جوردن معاملات إن

فإن علیھ و حقیقي. (12.16) المصفوفة عنصر نعتبر بالإصطلاح حقیقیة: مصفوفة عنصر -1

(12.18) ⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s,ms⟩ = ⟨s1, s2; s,ms|s1,ms1 ; s2,ms2⟩.

.(9.30) الشرط حسب متعامدة تكون حقیقیة واحدیة أيمصفوفة إن : unitary matrix واحدیة مصفوفة تُكَوِّن -2
یتحقق أن یفرض ھنا التعامد شرط فإن علیھ و

(12.19)

∑
s,ms

⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s,ms⟩⟨s1,m
′
s1

; s2,m
′
s2
|s1, s2; s,ms⟩

= δms1 ,m′s1δms2 ,m
′
s2
.

كلبش- معاملات أن حقیقة مع {|s1,ms1 ; s2,ms2⟩} الكت مجموعة تعامد من بسھولة إثباتھ یمكن والذي
أن إلى كذلك التوصل یمكننا مماثلة، بطریقة حقیقیة. (12.16) جوردن

(12.20)

∑
ms1 ,ms2

⟨s1,ms1 ; s2,ms2|s1, s2; s,ms⟩⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s
′,m′s⟩

= δs,s′ δms,m′s .

.vector-coupling المتجھات ترابط أو Wigner coefficients فیجنر معاملات المراجع بعض في علیھا 2یُطلق
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أعتبرنا و s = s′ أخذنا لو ،(12.20) للعلاقة خاصة كحالة :normalized معایرة -3

ms = m′s = ms1 +ms2 ,

على نحصل
(12.21)

∑
ms1+ms2=ms

|⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s,ms⟩|2 = 1,

.{|s1, s2; s,ms⟩} الممیزة الكت لمجموعة المعایرة شرط عن ینتج والذي

تحقق إذا صفریة غیر (12.16) المصفوفة عناصر محددة: الصفریة غیر قیمھا -4

(12.22)
⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s,ms⟩ , 0; |s1 − s2| ≤ s ≤ s1 + s2,

⟨s1,ms1 ; s2,ms2 |s1, s2; s,ms⟩ , 0; ms = ms1 +ms2 .

تساوي فإنھا المعایرة شرط من كذلك موجبة. ممكنة قیمة أعلى إعتبرنا بالإصطلاح موجبة: لھا العظمى القیمة -5
أي الوحدة،

(12.23) ⟨s1, s1; s2, s− s1|s1, s2; s, s⟩ = 1.

ms2 و ، ms1 ، ms المغناطیسیة للمساقط التناظریة الطبیعة بسبب :parity relation تماثل علاقة تتبع -6
المساقط إشارات تبدیل عند كثیراً تساعد التالیة التماثل علاقة السالبة و الموجبة بین تتراوح قیم لھا التي و

أن حیث المغناطیسیة،

⟨s1,ms1 ; s2,ms2|s1, s2; s,ms⟩ =

(−1)s1+s2−s ⟨s1,−ms1 ; s2,−ms2 |s1, s2; s,−ms⟩ .
(12.24)

بعد الكلیة الموجیة الدالة حساب یمكن منھا التي و كلبش-جوردن معاملات قیم تحدید في جداً ھامة الخصائص ھذه
زخم أي لجمع صالحة بل الغزل، بین للجمع فقط صالحة لیست الخصائص ھذه أن التأكید أود كما الزخم. ترابط

الزاوي. للزخم التبدیل علاقات یتبع زاوي

Adding two spin 1
2 particles

1
2 غزلھما جسیمین جمع 12.4

للتفریق قابلي الجسیمین لنعتبر المداریة. الحریة درجات مھملي 1
2
spin غزل لھما جسیمین من مكون لنفترضنظام

Ŝ1 المؤثرین كلا .Ŝ2 غزل بمؤثر 2 رقم جسیم و Ŝ1 غزل بمؤثر 1 رقم جسیم لنرقمھما و distinguishable
الضرب لإظھار بحاجة إذاً نكون لن الأبعاد. نفس لھما بالتالي و s1 = s2 = 1

2
الكمیة الأعداد نفس لھما Ŝ2 و

|1
2
, 1

2
⟩ spin up لأعلى الغزل إما متاحتین: حالتین الجسیمین من جسیم لكل الأبعاد. لضبط Ŝ2⊗ 1̂1 أو Ŝ1⊗ 1̂2

بـ إختصاراً الحالة لھذه سنرمز و |1
2
,−1

2
⟩ spin down لأسفل الغزل أو ،|↑⟩ بـ إختصاراً الحالة لھذه سنرمز و

نكتب ،(12.5) من سابقا تعلمناه مما .|↓⟩

(12.25)

Ŝ = Ŝ1 + Ŝ2; ⟨Ŝ2⟩ = s(s+ 1)~2,

s1 = s2 =
1

2
; 1 ≥ s ≥ 0,

⟨Ŝ2
1⟩ = ⟨Ŝ2

2⟩ =
1

2

(
1

2
+ 1

)
~2 =

3

4
~2,



298 Addition of angular momenta الزاویة العزوم تجمیع .12

الجدول في فعلنا كما .(12.13) العلاقة خلال من حُسبت المتاحة وقیمھ الكلي، المغزلي الكمي العدد s أن حیث
كالتالي (12.25) حسب تُعطى الممكنة الكِت حالات جمیع فإن (12.1)

ms ↓� s s = 1 s = 0
ms = 1 |1, 1⟩
ms = 0 |1, 0⟩ |0, 0⟩
ms = −1 |1,−1⟩

واحدة حالة و triplet state الثلاثیة الحالة علیھا نطلق لذلك s = 1 لـ ثلاث متاحة، حالات 4 لدینا الواضح من
جسیم (لكل الأربع الأساسات مع ترتبط الحالات ھذه .singlet state الأحادیة الحالة علیھا نطلق لھذا و s = 0 لـ
بشكل النتیجة ھذه وصف یمكننا .(12.9) الموتر الضرب خلال من اساسات) 4 لدینا وبالتالي |↓⟩ و |↑⟩ حالتین:

كالتالي مجرد

(12.26) 1

2
⊗ 1

2
= 1⊕ 0,

الجمع یكافيء (spin-1/2) 1
2
للغزل- ھلبرت فضائي في the direct product المباشر الضرب أن تعني والتي

كل عن نعبر أن الآن ھدفنا .(spin-0) الغزل-0 فضاء مع (spin-1) الغزل-1 لفضاء the direct sum المباشر
.(12.9) الموتر الضرب علاقة خلال من البعض بعضھا مع المضروبة للاساسات خطي كمجموع كِت

الضرب⟨↑|⊗⟨↑| عن بالضرورة ناتجة الحالة ھذه ریاضیاً، مغناطیسي. مسقط أكبر لھا التي و |1, بالكِت⟨1 لنبتدأ
ms1 = ms2 = 1

2
أن أي أعلى. إلى غزل لھما الجسیمان كلا أن عن ناتج |1, الكِت⟨1 فیزیائیاً، یُعْطي⟨↑↑|. الذي و

نكتب بالتالي .ms = 1 فإن (12.12) حسب و

(12.27) |1, 1⟩ = |↑↑⟩ .

الطور، في فرق یتضمن قد التي و |↑⟩ ⊗ |↑⟩ للحالتین الموتر الضرب عن ناتجة |↑↑⟩ الحالة سابقاً، ذكرنا كما
إصطلاح سنتبع .(12.27) للإستنتاج الأیمن الطرف في eiδ للطور معامل یظھر أن الممكن من لذلك .δ أنھ لنقل
ھذا الوحدة. یساوي الكبرى الحالة معامل یعتبر الذي و 3the Condon-Shortley convention كوندون-شورتلي
(eimπ كـ كتابتھ (یمكن (−1m) الطور معامل خلال من (A.43) الكرویة التوافق دالة تعریف في یظھر الإصطلاح
.Clebsch–Gordan coefficients كلبش-جوردن لمعاملات دراستنا لدى الباب ھذا في لاحقا تتضح أھمیتھ و
|↑↓⟩ الحالتین عن ناتجة الحالة ھذه أن الواضح من الأولى. الحالة من الأقل و |1, 0⟩ التالیة الكِت حالة الآن نعتبر
حالة في الأول الجسیم إما بالتالي و التفریق، قابلي الجسیمین أن إعتبارنا حقیقة عن نابع الحالتین وجود .|↓↑⟩ و
على لنحصل بالعكس و (ms = 0) |↑↓⟩ على لنحصل (ms2 = −1

2
) |↓⟩ حالة في الثاني و (ms1 = 1

2
) |↑⟩

حالة أن القول یمكن الفضاءات، خطیة على بناءً و أعم، بشكل .(ms = 0 و ms2 = 1
2
،ms1 = −1

2
) |↓↑⟩

للإجابة الخطي؟ الجمع ھذا طبیعة ماھي ھو السؤال .|↓↑⟩ و |↑↓⟩ الحالتین بین خطي جمع حالة ھي |1, 0⟩ الكِت
أن نفھم منھا التي و (11.5) تأثیره قاعدة و (11.4) الخفض مؤثر نستخدم علیھ

(12.28) Ŝ−|1, 1⟩ =
√

2~|1, 0⟩.

،Ŝ− = Ŝ1−+Ŝ2−الخفض مؤثر أن حقیقة من .|1, 1⟩ الرئیسیة الحالة بمعلومیة |1, الكِت⟨0 حالة كتابة یمكن بھذا
(12.27) و (11.5) بإستخدام و الثاني. الجسیم حالة على یؤثر Ŝ2− و الأول الجسیم حالة على یؤثر Ŝ1− حیث

.788 و ،270 صفحة [1] المرجع أیضاً ،[8] المرجع إلى أنظر the Condon-Shortley convention عن 3للمزید
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أن نجد

|1, 0⟩ =
1√
2~
Ŝ−|1, 1⟩,

=
1√
2~

(Ŝ1− + Ŝ2−) |↑↑⟩ ,

=
1√
2~

(~ |↓↑⟩+ ~ |↑↓⟩),

أن إلى لنصل
(12.29) |1, 0⟩ =

1√
2

(|↓↑⟩+ |↑↓⟩) .

بإحتمالیة |↑↓⟩ الحالة عن تنتج قد |1, 0⟩ الحالة أن تعني (12.29) العلاقة معایرة، الكِت حالات جمیع أن بإعتبار
بمعنى دائماً. الغزل في متعاكسین الجسیمین أن ھنا للإنتباه المثیر الشيء الإحتمالیة. بنفس |↓↑⟩ الحالة من أو 50%
اللجوء دون ↓ الحالة في حتماً سیكون 2 رقم الجسیم فإن ↑ حالة في وجدناه و فقط 1 رقم الجسیم على قیاس أجرینا لو
تُقاس التي الحالة على تُسقط للقیاس الحساسة الكمیة الأنظمة أن الكم میكانیكا في السابقة نقاشاتنا من علمنا إذا لقیاسھ.
سنناقش !1 رقم الجسیم على أجري الذي القیاس بفعل ↓ الحالة على أُسْقِط الثاني الجسیم فإن القیاس، أداة بفعل فیھا
التشابك ظاھرة ھي و ألا ،mind blowing بأنھا توصف ظاھرة، على لنتعرف الأحادیة الحالة في لاحقاً الحالة ھذه

.quantum entanglement الكمي
الضرب عن بالضرورة ناتجة الحالة ھذه ریاضیاً، مغناطیسي. مسقط أقل لھا التي و |1,−1⟩ التالیة الحالة
أن أي أسفل. إلى غزل لھما الجسیمان كلا أن عن ناتج |1,−1⟩ الكِت فیزیائیاً، .|↓↓⟩ یُعْطي الذي و |↓⟩ ⊗ |↓⟩

نكتب بالتالي .ms = −1 فإن (12.12) حسب ms1و = ms2 = −1
2

(12.30) |1,−1⟩ = |↓↓⟩ .

یظھر الطور في فرق یتضمن قد التي و |↓⟩⊗|↓⟩ للحالتین الموتر الضرب عن ناتجة |↓↓⟩ الحالة سابقاً، ذكرنا كما
أن لحقیقة نلجأ فإننا (12.30) طور من للتحقق .(12.30) للإستنتاج الأیمن الطرف في

(12.31) Ŝ−|1, 0⟩ =
√

2~|1,−1⟩.

،(12.29) العلاقة بإستخدام سنعوضعنھا التي و |1, 0⟩ الأكبر الحالة بمعلومیة الكِت⟨1−,1| حالة كتابة إذاً یمكن
أن لنجد

|1,−1⟩ =
1√
2~
Ŝ−|1, 0⟩,

=
1√
2~

(Ŝ1− + Ŝ2−)
1√
2
(| ↓↑⟩+ | ↑↓⟩),

=
1

2~
(~| ↓↓⟩+ ~| ↓↓⟩) = | ↓↓⟩,

the Condon-Shortley كوندون-شورتلي إصطلاح حسب ،(12.30) للعلاقة إضافي لطور حاجة أي وجود دون
بسبب triplet state الثلاثیة الحالة علیھا یطلق التي و s = 1 لـ الحالات جمیع أنھینا نكون بھذا .convention

المغناطیسیة. المساقط تقابل كِت حالات ثلاث وجود
الحالة ھذه .ms = 0 لھا |0, 0⟩ وحیدة كِت حالة لھا التي و s = 0 singlet state الأحادیة للحالة الآن ننتقل
في الإختلاف مع ،|1, 0⟩ للحالة أطلقناھا التي الحجة بنفس |↓↑⟩ و |↑↓⟩ للحالتین الخطي الجمع حالة عن ناتجة

أن سنفرض السؤال ھذا على للإجابة الخطي؟ الجمع ھذا طبیعة ماھي ھو السؤال الخطي. الجمع طبیعة

(12.32) |0, 0⟩ = a |↓↑⟩+ b |↑↓⟩ ,
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أي ،|0, 0⟩ للحالة المعایرة شرط أولھما أساسیین: شرطین یحققا أن یجب مركبة ثوابت b و a حیث

(12.33) ⟨0, 0|0, 0⟩ = 1 = |a|2 + |b|2,

أن أي ،|1, 0⟩ الحالة مع |0, 0⟩ للحالة التعامد شرط ثانیھما و

(12.34) ⟨1, 0|0, 0⟩ = 0 = a+ b.

أن نجد (12.34) و (12.33) الشرطین من بالتالي و حقیقیة، ثوابت b و a من كلاً أن التالي بالإصطلاح سنأخذ
خطي جمع ھو (12.32) الخطي الجمع أن نعلم أن المھم من لكن لایھم، نختار؟ أیھما .b = ∓ 1√

2
و a = ± 1√

2

إلى ننتھي لذلك .anti-symmetric متناظر عكس

(12.35) |0, 0⟩ =
1√
2

(|↓↑⟩ − |↑↓⟩) .

السبب لھذا سالب. إشارة على لحصلنا بالثاني الأول الجسیم إستبدلنا لو (12.35) العلاقة من الأیمن الطرف في لاحظ
خطي جمع علاقة تمثل (12.29) العلاقة المقابل في متناظر. عكس بأنھ الخطي الجمع من النوع ھذا على نطلق
الحال ھو كما صحیحة، فردیة أعداد أنصاف من المكون الغزل لحالات تناظري العكس الجمع الأساسات. بین متناظر
Pauli exclusion principle للإستبعاد باولي بمبدأ للتفریق) قابلة كانت (وإن المتماثلة للجسیمات ،1

2
الغزل في

لھما identical particles متماثلین جسیمیین یتواجد أن یمنع الذي و وجوھري أساسي مبدأ أیضاً یعتبر الذي و
نفس لھما المتماثلین الجسیمین كان لو إذاً الكمیة. الأعداد من الحالة نفس في فردیة أعداد أنصاف یساوي غزل

الأحادیة. الحالة تتحقق ھنا الغزل. في یتعاكسا أن بد فلا المداریة العزوم نفس و الزخم-الطاقة
الغزل في متعاكسین الجسیمین أن أیضاً تعني (12.35) الأحادیة الحالة فإن ،(12.29) العلاقة في ناقشنا كما
الحالة في حتماً سیكون 2 رقم الجسیم فإن ↑ حالة في وجدناه و فقط 1 رقم الجسیم على قیاس أجرینا لو بمعنى دائماً.
المعلومة، إنتقال ألیة ماھي و 1 رقم الجسیم حالة 2 رقم الجسیم كیفعرف ھنا: المحیر السؤال للقیاسھ. اللجوء دون ↓

الضوء؟ من أسرع لانھائیة، بسرعة تنتقل بأنھا أینشتین وصفھا التي و
متساوي خطي بزخم یتحركان إلكترونین من مكونة أحادیة حالة لدینا التالیة: نفترضالتجربة ھنا، یدور ما نفھم كي
ثابت. الكتلة مركز أن بحیث ،(12.1) الشكل في كما back-to-back momentum بالإتجاه متعاكس و بالمقدار
بالنسبة المداري الزخم نفس و الطاقة، نفس لھما بالتالي و السكون حالة في الإلكترونین كلا الكتلة، مركز إحداثیات في
تكون للإلكترونین الكلیة المغزلیة الحالة أن لابد للإستبعاد، باولي مبدأ إلى النظام یمتثل كي .L = 0 الكتلة لمركز
النتیجة فإن (12.1) الشكل في الیمین إلى یتحرك الذي للإلكترون Sx للمركبة قیاس أجرینا لو الأحادیة. الحالة في
.+~/2 القیمة أعطى معیناً قیاساً أن لنفرض .(1) المثال من تعلمنا ما حسب متساویة، بإحتمالیة ±~/2 ستكون

الحالة على (1 رقم (نعتبره الأیمن الإلكترون أسقط القیاس أن عندئذٍ نقول

1√
2

[
1
1

]
,

و 2 رقم للإلكترون Sx للمركبة متزامن قیاس أجرینا لو ماذا .(1) المثال في وجدناھا كما Sx للمركبة ↑ حالة ھذه
أن أساس على متساویة، بإحتمالیة ±~/2 أنھا أي تحدیداً، معروفة غیر النتیجة أن الظن أغلب للیسار؟ یتجھ الذي
متناھیة. غیر لحظیة بسرعة 2 رقم للإلكترون القیاس أداة إلى تصل أن لایمكن 1 رقم الإلكترون حالة عن المعلومة
state vector حالة بمتجھ یوصف إلكترونین من المكون النظام الكم میكانیكا في خاطيء! الظن ھذا الواقع في
لایزال النظام .entangled كمیاً متشابكة للإلكترونین المغزلیة الحالات أن یعني مما ،|0, 0⟩ بـ یوصف ھنا واحد،
أنھ أي ،−~/2 بالضرورة سیعطي 2 رقم للإلكترون Sx لمركبة المتزامن القیاس فإن علیھ و الأحادیة الحالة في

الحالة في
1√
2

[
1
−1

]
.
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و بالإتجاه. متعاكسین و الخطي بالزخم متساویین إلكترونین من مكون الأحادیة للحالة نظام نموذج :(12.1) شكل
حسب الطاقة. نفس لھما و L = 0 النسبي المداري الزاوي الزخم حالة في الإلكترونین الكتلة إحداثیات في بالتالي

للإلكترونین. الغزل یتعاكس أن لابد للإستبعاد باولي مبدأ

الدالة على لنحصل المصفوفات بإستخدام (12.35) الأحادیة الحالة بتمثیل مباشرة الكمي التشابك حالة أثبات یكمن
الأحادیة الموجیة

(12.36) χ00(1, 2) =
1√
2

{[
1
0

]
1

[
0
1

]
2

−
[

0
1

]
1

[
1
0

]
2

}
.

projection الإسقاطیة المؤثرات تعریف بإستخدام +~/2 الحالة على 1 رقم للإلكترون Sx المركبة إسقاط یمكن
یصبح الإسقاطي المؤثر أن نجد (1) المثال من χx↑ الموجیة الدالة بإستخدام و (8.52) العلاقة في operators

(12.37) P̂ x
↑ (1) = χx↑χ̃

x
↑
∗

=
1√
2

[
1
1

]
1

1√
2

[
1 1

]
1

=
1

2

[
1 1
1 1

]
1

.

على نحصل (12.36) الموجیة الدالة على (12.37) في 1 رقم للإلكترون الإسقاطي المؤثر تأثیر لدى

P̂ x
↑ (1)χ00 =

1√
2

{(
P̂ x
↑ (1)

[
1
0

]
1

)[
0
1

]
2

−
(
P̂ x
↑ (1)

[
0
1

]
1

)[
1
0

]
2

}
,

=
1√
2



(
1
2

[
1 1
1 1

]
1

[
1
0

]
1

)[
0
1

]
2

−

(
1
2

[
1 1
1 1

]
1

[
0
1

]
1

)[
1
0

]
2


,

على نحصل الأول الإلكترون على للمصفوفات الجبریة العملیات بإجراء

P̂ x
↑ (1)χ00 =

1√
2

{
1

2

[
1
1

]
1

[
0
1

]
2

− 1

2

[
1
1

]
1

[
1
0

]
2

}
,

=
1√
2

1

2

[
1
1

]
1

{[
0
1

]
2

−
[

1
0

]
2

}
,

=
1√
2

1

2

[
1
1

]
1

[
−1

1

]
2

,

إلى لننتھي

(12.38) P̂ x
↑ (1)χ00 = − 1√

2
× 1√

2

[
1
1

]
1︸           ︷︷           ︸

χ↑x(1)

× 1√
2

[
1
−1

]
2︸              ︷︷              ︸

χ↓x(2)

.

Sx مركبة یصف أحداھما حالتین: ضرب عن عبارة الأیمن الطرف فإن ،(− 1√
2
) المعامل عن النظر بغض

الكمي للتشابك كنتیجة ،↓ الحالة في 2 رقم للإلكترون Sx مركبة یصف ثانیھما و ↑ الحالة في 1 رقم للإلكترون
الإلكترونین. لغزلي
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.Ŝ2z و ،Ŝ1z ،Ŝ2
2 ،Ŝ2

1 المؤثرات لمجموعة ممیزة أساسات أربع یمتلك 1
2
غزلھما الجسیمین ذو للنظام رأینا لقد

آخر بكلام .Ŝz و ،Ŝ2
2 ،Ŝ2

1 ،Ŝ2 المؤثرات لمجموعة ممیزة كت حالات بأربع یوصف نظام على حصلنا الجمع بعد
الأساسات مع الكِت علاقات إستنتاج صحة من نتحقق أن بقي الجمع. بعد أو قبل الحالات لا و المؤثرات عدد تتغیر لم
یتم ھذا الأحادیة. للحالة (12.35) العلاقة و الثلاثیة، للحالة (12.30) و ،(12.29) ،(12.27) العلاقات خلال من
لحالات الممیزة القیم نفس تُعطي الممیزة أساسات الأربع یحوي الذي الأیمن الطرف كان إذا ما التحقق خلال من

كالتالي Ŝ2 و Ŝ1 مع Ŝ2 للمؤثر علاقة إیجاد یمكننا (12.27) العلاقات من .Ŝ2 للمؤثر الكِت

Ŝ2 =
(
Ŝ1 + Ŝ2

)
·
(
Ŝ1 + Ŝ2

)
,

= Ŝ2
1 + Ŝ2

2 + 2Ŝ1 · Ŝ2.

كالتالي للمركبات القیاسي للضرب كناتج یكتب الایمن الطرف في الأخیر الحد

Ŝ1 · Ŝ2 = Ŝ1xŜ2x + Ŝ1yŜ2y + Ŝ1zŜ2z

یمكننا حیث (11.4) في الرفع و الخفض مؤثرات بإستخدام الأیمن الطرف في y و x مركبات من التخلص یمكننا
كالتالي y و x مركبات كتابة

(12.39) Ŝx =
1

2

(
Ŝ+ + Ŝ−

)
; Ŝx =

1

2i

(
Ŝ+ − Ŝ−

)
,

القیاسي الضرب حد لیصبح

Ŝ1 · Ŝ2 =
1

4

(
Ŝ1+ + Ŝ1−

) (
Ŝ2+ + Ŝ2−

)
−

1

4

(
Ŝ1+ − Ŝ1−

) (
Ŝ2+ − Ŝ2−

)
+ Ŝ1zŜ2z,

=
1

4

(
Ŝ1+Ŝ2+ + Ŝ1−Ŝ2− + Ŝ1+Ŝ2− + Ŝ1−Ŝ2+

)
−

1

4

(
Ŝ1+Ŝ2+ + Ŝ1−Ŝ2− − Ŝ1+Ŝ2− − Ŝ1−Ŝ2+

)
+ Ŝ1zŜ2z,

إلى لننتھي
(12.40) Ŝ1 · Ŝ2 =

1

2

(
Ŝ1+Ŝ2− + Ŝ1−Ŝ2+

)
+ Ŝ1zŜ2z,

إلى نصل ثم من و
(12.41) Ŝ2 = Ŝ2

1 + Ŝ2
2 + Ŝ1+Ŝ2− + Ŝ1−Ŝ2+ + 2Ŝ1zŜ2z

التالیة الخطوات یإتباع (12.27) العلاقة صحة الآن لنختبر

Ŝ2|1, 1⟩ =
[
Ŝ2

1 + Ŝ2
2 + Ŝ1+Ŝ2− + Ŝ1−Ŝ2+ + 2Ŝ1zŜ2z

]
|↑↑⟩ ,

1(1 + 1)~2|1, 1⟩ =


1
2

(
1
2

+ 1
)
~2 |↑↑⟩+ 1

2

(
1
2

+ 1
)
~2 |↑↑⟩+

Ŝ1+ (~ |↑↓⟩)︸            ︷︷            ︸
=0

+ Ŝ1− (0 |↑↑⟩)︸            ︷︷            ︸
=0

+ 2Ŝ1z

(
1
2
~ |↑↑⟩

)  ,
2~2|1, 1⟩ =

3

2
~2 |↑↑⟩+ 1

2
~2 |↑↑⟩ = 2~2 |↑↑⟩ ,

من التحقق یمكن الأیمن. الطرف یكافيء الأیسر الطرف أن نجد حساباتنا. أثناء (11.5) العلاقة أستخدمنا حیث
و الكِت حالات على (12.41) العلاقة من الأیمن الطرف بتأثیر (12.35) و (12.30) ،(12.29) العلاقات بقیة
مع الغزل جمع عن الناتجة الكِت حالات تربط التي الصیغ صحة من التحقق و الأساسات على الأیسر الطرف تأثیر

الجسیمین. فضائات في الأساسات
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المداري و المغزلي الزاوي الزخم جمع 12.5
The addition of the spin-orbital angular momenta

غایة في ھو و Ĵ الكلي الزاوي الزخم یسمى ما لنا ینتج L̂ المداري الزاوي الزخم مع Ŝ المغزلي الزاوي الزخم جمع
الزخم بإعتبار إلا تفسیرھا لایمكن الذریة الطیفیة الظواھر من العدید ھناك النوویة. و الذریة الفیزیاء في الأھمیة
إلى یعود الأساسي السبب النووي. الجھد دراسة و النووي الغزل تحدید في كبیراً دوراً یلعب أنھ كما .Ĵ الكلي الزاوي
لجمع المتبعة الخطوات لتلك تماما مماثلة الجمع ھذا خطوات إن عملیاً. المقاسة الكمیات من الكلي الزاوي الزخم أن
spatial coordinates المكانیة الإحداثیات على تعتمد L̂ أن بما .(12.2) القسم في وضحنا كما لجسیمین، الغزل

أن أي إبدالیین، المؤثرین كلا فإن الإحداثیات، على لاتعتمد Ŝ بینما

(12.42) [L̂, Ŝ] = 0.

بـ4 یعرف الذي الكلي، الزاوي الزخم أن یعني ھذا

(12.43) Ĵ = L̂ + Ŝ,

أي الزاوي، للزخم العامة التبدیل علاقات تتبع مركبات لھ

(12.44) [Ĵa, Ĵb] = i~εabcĴc,

اللذان و Ĵ2 و Ĵz لـ تعبیر إیجاد ھو یھمنا ما .x, y, z المركبات جمیع على تجري a, b, c المؤشرات أن حیث
من یُعطیان

(12.45) Ĵz = L̂z + Ŝz,

و
(12.46) Ĵ2 = L̂2 + Ŝ2 + 2L̂ · Ŝ,

على لنحصل Ŝ2 → Ŝ و Ŝ1 → L̂ بتبدیل ،(12.40) العلاقة بإستخدام L̂ · Ŝ للحد علاقة إیجاد یمكن

(12.47) L̂ · Ŝ =
1

2

(
L̂+Ŝ− + L̂−Ŝ+

)
+ L̂zŜz,

كالتالي (12.46) لتصبح

(12.48) Ĵ2 = L̂2 + Ŝ2 + L̂+Ŝ− + L̂−Ŝ+ + 2L̂zŜz.

الزخم متجھ على للحصول الفضاء في LS coupling المغزلي المداري الترابط كیفیة یوضح (12.2) الشكل
على قدرتنا عدم عن والناتجة الزاوي الزخم متجھات سطحھا على یترنح التي المخاریط لاحظ .J الكلي الزاوي

.z محور بإتجاه المركبة نختار فقط الزاوي. الزخم مركبات جمیع تحدید
،L̂z ،Ŝ2 ،L̂2 للمؤثرات {|l,ml; s,ms⟩} الأولى المجموعة الممیزة: الكِت من مجموعتین لدینا أخرى، مرة

الممیزة المعادلات تتحقق بحیث ،Ŝz و

(12.49)
L̂2|l,ml; s,ms⟩ = l(l + 1)~2|l,ml; s,ms⟩,
L̂z|l,ml; s,ms⟩ = ml~|l,ml; s,ms⟩,

یتضمن أن یجب الجمع لھذا الكمیة. الإعداد s و l حیث ،ds = 2s+ 1 بعده الثاني بینما dl = 2l+ 1 بعده الأول الأبعاد، في أیضاً مختلفان Ŝ و L̂ المؤثران 4كلا
بـ یكتب الكلي الزاوي الزخم رسمیاً، .(12.5) للعلاقة مشابھة بطریقة الأبعاد ضبط

Ĵ = L̂⊗ 1̂ds×ds + Ŝ⊗ 1̂dl×dl .

الممیزة. القیم و الممیزة العلاقات على عدما أو وجودھا یؤثر لن حیث الأبعاد ضبط أجل من الوحدة مصفوفات مع الموتر الضرب سنحذف إنفتاحاً أكثر سنكون
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z   

y   

x   

S  

L  

S L  = + 

S والمغزلي ، أزرق L المداري أرجواني، J الكلي الزاوي الزخم .LS لإقتران توضیحي رسم :(12.2) شكل
أخضر.

و

(12.50)
Ŝ2|l,ml; s,ms⟩ = s(s+ 1)~2|l,ml; s,ms⟩,
Ŝz|l,ml; s,ms⟩ = ms~|l,ml; s,ms⟩.

الممیزة المعادلات تتحقق بحیث ،Ŝ2 و ،L̂2 ،Ĵz ،Ĵ2 للمؤثرات {|l, s, ; j,mj⟩} الثانیة المجموعة

(12.51)
Ĵ2|l, s, ; j,mj⟩ = j(j + 1)~2|l, s, ; j,mj⟩,
Ĵz|l, s, ; j,mj⟩ = mj~|l, s, ; j,mj⟩,

و

(12.52)
L̂2|l, s, ; j,mj⟩ = l(l + 1)~2|l, s, ; j,mj⟩,
Ŝ2|l, s, ; j,mj⟩ = s(s+ 1)~2|l, s, ; j,mj⟩.

تحقق بحیث المغناطیسیة المساقط و الكمیة الأعداد یمثل (ms ،s) و ،(ml ،l) ،(mj ،j) ھنا

(12.53) l + s ≥ j ≥ |l − s|; mj = ml +ms.

أي ،(12.14) في المغزلي الجمع لابعاد لحسابنا مماثلة بطریقة تحسب أن یمكن dj الكلي الزاوي الزخم فضاء أبعاد
أن

(12.54) dj =
l+s∑
l−s

2j + 1 = (2l + 1)(2s+ 1).

الكلي. الزاوي للعزم الممكنة و الممیزة كِت قیم جمیع یوضح (12.2) الجدول
علاقة حسب {|l,ml; s,ms⟩}الكت مجموعة بمعلومیة {|l, s, ; j,mj⟩}الكت مجموعة مفكوك إیجاد یُمْكِن

أي ،(12.17) للعلاقة مشابھة

(12.55) |l, s; j,mj⟩ =
∑
ml,ms

ml+ms=mj

⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj⟩ |l,ml; s,ms⟩,

⟨θ, ϕ| بالبرا أعلاه (12.55) العلاقة ضربنا لو كلبش-جوردن. معاملات ⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj⟩ حیث
كالتالي الممیزة الدوال على سنحصل

(12.56) Yj mj(θ, ϕ) = ⟨θ, ϕ|l, s; j,mj⟩; Ylml(θ, ϕ)χsms = ⟨θ, ϕ|l,ml; s,ms⟩,
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كالتالي الممیزة الدوال بمعلومیة الممیز الكت لنكتب

(12.57) Yj mj(θ, ϕ) =
∑
ml,ms

ml+ms=mj

C l s j
mlmsmj

Yl ml(θ, ϕ)χsms ,

كلبش-جوردن. معاملات C l s j
mlmsmj

= ⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj⟩ أن حیث
على msلنحصل = ±1/2 فإن s = 1/2 الخاصة الحالة في

(12.58) Yj mj(θ, ϕ) =
∑
ml

[
C
l 1

2
j

ml
1
2
mj
Yl ml(θ, ϕ)χ↑ + C

l 1
2
j

ml− 1
2
mj
Yl ml(θ, ϕ)χ↓

]
,

.j ≥ mj ≥ −j فإن المقابل في .l+ 1/2 و |l− 1/2| القیمتین بین j الكلي الزاوي الكمي العدد یتراوح حیث
فإن j لـ الممكنتین الحالتین كلا في فإنھ ml = l, l − 1, · · · ,−l − 1,−l ،(10.34) العلاقة تتحقق حتى

أن على ینص (12.58) للعلاقة المعایرة شرط .mj = ml ± 1/2

(12.59)
∑
ml

[
C
l 1

2
j

ml
1
2
mj

]2
+
[
C
l 1

2
j

ml− 1
2
mj

]2
= 1,

.(12.18) العلاقة في أصطلحنا ما حسب حقیقیة كلبش-جوردن معاملات أن نتذكر .(12.20) العلاقة حسب

كلبش-جوردن لمعاملات التكراریة العلاقات 12.5.1
Recursion relations for the Clebsch-Gordon coeffecients

علاقات وبتطبیق (12.55) الصیغة على Ĵ± = L̂± + Ŝ± الكلي الزاوي للزخم الرفع و الخفض بمؤثر أثرنا لو
على نحصل (11.5) المغزلي الزاوي الزخم و (10.37) المداري الزاوي للزخم الرفع و الخفض مؤثرات تأثیر

Ĵ±|l, s; j,mj⟩ = (L̂± + Ŝ±)
∑
m′
l
,m′s

⟨l,m′l; s,m′s|l, s; j,mj⟩ |l,m′l; s,m′s⟩,

أو

(12.60)

√
j(j + 1)−mj(mj ± 1)~|l, s; j,mj ± 1⟩

=
∑
m′
l
,m′s

⟨l,m′l; s,m′s|l, s; j,mj⟩

×

 √
l(l + 1)−m′l(m′l ± 1)~|l,m′l ± 1; s,m′s⟩

+
√
s(s+ 1)−m′s(m′s ± 1)~|l,m′l; s,m′s ± 1⟩

 .
الصیغة على تكتب أن یمكن الرفع و الخفض مؤثرات عن الناتج المعامل

(12.61) k(k + 1)−m(m± 1) = (k ∓m)(k ±m+ 1),

الیسار من ⟨l,ml; s,ms| بـ (12.60) العلاقة سنضرب الأخرى الخطوة .(12.60) العلاقة في سنستبدلھ الذي و
على لنحصل التعامد علاقات نطبق √و

(j ∓mj)(j ±mj + 1)⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj ± 1⟩
=

∑
m′
l
,m′s

⟨l,m′l; s,m′s|l, s; j,mj⟩

×

 √
(l ∓m′l)(l ±m′l + 1) δml,m′l±1 δms,m′s

+
√

(s∓m′s)(s±m′s + 1) δml,m′l δms,m′s±1

 ,
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الأیمن الطرف في الجذر تحت المؤشرات ترتیب √إعادة
(j ∓mj)(j ±mj + 1)⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj ± 1⟩

=
∑
m′
l
,m′s

⟨l,m′l; s,m′s|l, s; j,mj⟩

×

 √
(l ∓ (m′l ± 1) + 1)(l ± (m′l ± 1)) δml,m′l±1 δms,m′s

+
√

(s∓ (m′s ± 1) + 1)(s± (m′s ± 1) δml,m′l δms,m′s±1

 .
على نحصل كرونكر دلتا √بتطبیق

(j ∓mj)(j ±mj + 1)⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj ± 1⟩ =√
(l + 1∓ml)(l ±ml)⟨l,ml ∓ 1; s,ms|l, s; j,mj⟩

+
√

(s+ 1∓ms)(s±ms)⟨l,ml; s,ms ∓ 1|l, s; j,mj⟩.
(12.62)
تلك الصفریة غیر جوردن كلبش معاملات فإن الأیسر، الطرف mjفي لقیمة Ĵ± المؤثر سببھا التي الإزاحة بسبب

تحقق التي
(12.63) ml +ms = mj ± 1.

على لنحصل أعلاه، (12.62) التكرار علاقة mjفي = ml +ms ∓ 1 عن سنعوض √لھذا
(j ∓ml ∓ms + 1)(j ±ml ±ms)⟨l,ml; s,ms|l, s; j,ml +ms⟩

=
√

(l + 1∓ml)(l ±ml)⟨l,ml ∓ 1; s,ms|l, s; j,ml +ms ∓ 1⟩

+
√

(s+ 1∓ms)(s±ms)⟨l,ml; s,ms ∓ 1|l, s; j,ml +ms ∓ 1⟩.

المعادلة كتابة نعاود الآن الأیمن. و الأیسر الطرفین في كلبش-جوردن لمعاملات الصفریة غیر القیم أخذنا الطریقة بھذه
تصبح للمعاملات. الصفري غیر النطاق نفس في بقینا طالما شيء، یتغیر لن ،mj = ml +ms بإعتبار لكن أعلاه

أعلاه المعادلة

(12.64)

√
(j ∓ml ∓ms + 1)(j ±ml ±ms)⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj⟩

=
√

(l + 1∓ml)(l ±ml)⟨l,ml ∓ 1; s,ms|l, s; j,mj ∓ 1⟩

+
√

(s+ 1∓ms)(s±ms)⟨l,ml; s,ms ∓ 1|l, s; j,mj ∓ 1⟩.

(12.62) العلاقة تبقى لكن لاحقاً. سنرى كما المعاملات، لحساب (12.62) من أكثر عملیة (12.64) التكرار علاقة
التالیة. الفقرة في شرحنا أساس

مستوى على ms قیم و ml قیم في الحاصلة الإزاحات برسم (12.62) التكرار علاقة من المغزى فھم یمكن
في (ml,ms) قیم بإزاحة العلیا) (الإشارات Ĵ+ أثر یوضح الذي و ،(12.3) الشكل في موضح ھذا .(ml,ms)
(الإشارات Ĵ− أثر فإن المقابل في الأیمن. الطرف في (ml,ms − 1) و (ml − 1,ms) إلى الأیسر الطرف
الأیمن. الطرف في (ml,ms + 1) و (ml + 1,ms) إلى الأیسر الطرف في (ml,ms) قیم بإزاحة السفلى)

المعایرة علاقة مع (12.62) التكرار علاقة إن

(12.65)
∑
ml,ms

|⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj⟩|2 = 1,
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مصدر .(12.62) التكرار بصیغة المتعلقة كلِبش-جوردن معاملات یوضح والذي mlms-مستوى :(12.3) شكل
بتصرف. [4] المرجع الشكل

إلى نحتاج إشارة مصطلحات توجد لأنھ تقریباً لفظ إستخدمنا تقریباً. كلبش-جوردن، لمعاملات فریدة قیم یحددان
مستوى- على الممكنة النقاط رسم یمكن ،j و ،s صحیحة)، (قیمة l الكمیة للأعداد ثابتة قیمة أي عند تحدیدھا.

العلاقات من المسموحة حدودھا تحدید mlmsو

(12.66) |ms| ≤ s; |ml| ≤ l; −j ≤ ms +ml ≤ j.

أخرى نقطة إلى نقطة أي من الإنتقال إن .(12.4) الشكل في موضحة mlms-مستوى على المنطقة ھذه حدود
في العلیا الإشارات أو Ĵ+ المؤثرات بإستخدام یتم (12.66) العلاقة من المعطاة الحدود حسب المحدد النطاق ضمن
الیسار. أسفل تمتد أوتارھا والتي القائمة المثلثات بمجموعة mlms-مستوى على تُعطي التي و (12.62) العلاقة
السفلى الإشارات أو Ĵ− المؤثرات بإستخدام المحدد النطاق ضمن أخرى نقطة إلى نقطة أي من الإنتقال یمكن كذلك
الیمین: أعلى تمتد أوتارھا والتي القائمة المثلثات مستوى-mlmsبمجموعة على تُعطي التي و (12.62) العلاقة في
معاملات قیم جمیع تحدید بمعلومیتھا یمكن معروفة، نقطة من إبتدأنا لو بالتالي و .(12.4) الشكل في موضح ھو كما

الأخرى. للنقاط كلبش-جوردن

المداري الزخم مع 1
2
الغزل- جمع لنظام كلبش-جوردن معاملات حساب 12.5.2

Clebsch-Gordon coeffecients for adding Spin-1/2 and orbital momentum system

(12.58) العلاقة خلال من سابقاً عنھ تكلمنا المداري، الزاوي الزخم مع 1
2
الغزل- جمع الخاصة للحالة الآن نعود

أن حیث C l 1
2
j

ml− 1
2
mj

و C l 1
2
j

ml
1
2
mj

كلبش-جوردن معاملات لمعرفة نحتاج فإننا الموجیة الدالة لمعرفة أنھ وذكرنا

(12.67) C
l 1

2
,j

ml± 1
2
mj

= ⟨l,ml;
1

2
,±1

2
|l, 1

2
; j,mj⟩,

ھي المسموحة j قیم إن صحیح. عدد l حیث

(12.68) j = l ± 1

2
, l > 0; j =

1

2
, l = 0.
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Ĵ
¡

Ĵ
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الشكل مصدر كلبش-جوردن. معاملات على للحصول (12.62) التكرار علاقة إستخدام طریقة :(12.4) شكل
بتصرف. [4] المرجع

الطیفیة بالحالة لھا (یرمز l = 1 حالة في المثال سبیل على .j لـ ممكنتین قیمتین یوجد l معطاة قیمة لكل یعني ھذا
لدینا .j قیمة إلى یعود subscript السفلي المؤشر أن حیث ،p1/2 و p3/2 ممكنتین، طیفیتین حالتین لدینا یوجد (p
المؤثرات إستخدام تتضمن و عامة الأولى C l 1

2
j

ml− 1
2
mj

و C l 1
2
j

ml
1
2
mj

كلبش-جوردن معاملات لحساب طریقتیتن
المستوى على جوردن كلبش- لمعاملات الممكنة النقاط جمیع لإنتاج (12.62) التكرار علاقة في الرافعة و الخافضة
اربع حل تتضمن و مباشرة لكنھا الزاوي الزخم مع 1

2
للغزل- خاصة الثانیة الطریقة إبتدائیة. نقطة mlmsبمعلومیة

كلبش-جوردن. لمعادلات مجاھیل

التكرار علاقة مع الدرجیة المؤثرات طریقة
The ladder operators within the recurrence relation method

صفین تشكل المسموحة المواقع للغایة. بسیطة المسألة ،(12.5) الشكل في موضح ھو كما ،mlms مستوى على
التحدید، وجھ على .(12.5) الشكل انظر ms؛ = −1/2 لـ السفلي والصف ms = 1/2 لـ العلوي الصف فقط:
Ĵ− عن الناتج التكرار استخدام یمكننا ،12 تتجاوز أن یمكن msلا أن بما .j = l+1/2 الحالة حل على نعمل نحن
نضیف مرة كل في واحدة وحدة mlبمقدار قیمة تتغیر بینما ،(ms = 1/2) العلوي الصف في دائمًا تبقینا بطریقة

.Ĵ− لـ جدید مثلث فیھا
.⟨l,ml; s,ms|l, s; j,mj⟩ عن بدلاً ⟨l,ml; s,ms|j,mj⟩ الصیغة على كلبشجوردن معاملات سنكتب للتسھیل
ml = mj−1/2 بأخذ .mj = ml+1/2بالصف نتنبأ كي Ĵ− msنستخدم = 1/2 mlو نقطة أي من إبتداءً إذاً

على نحصل السفلى) (الإشارة (12.64) التكرار علاقة في j = l + 1/2 √و
(l +

1

2
+mj −

1

2
+

1

2
+ 1)(l +

1

2
−mj +

1

2
− 1

2
)
⟨
l,mj −

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj

⟩

=

√
(l + 1 +mj −

1

2
)(l −mj +

1

2
)
⟨
l,mj −

1

2
+ 1;

1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj + 1

⟩

+

√
(
1

2
+ 1 +

1

2
)(

1

2
− 1

2
)
⟨
l,mj −

1

2
;
1

2
,
1

2
+ 1|l + 1

2
,mj + 1

⟩
.
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mj = ¡l +
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.s = 1/2 للحالة كلبش-جوردن معاملات على للحصول (12.64) التكرار علاقة إستخدام طریقة :(12.5) شكل
بتصرف. [4] المرجع الشكل مصدر

كلبش- معامل فیزیائیاً صفر. یساوي التربیعي الجذر مقدار لأن صفر یساوي الایمن الطرف في الثاني الحد تلقائیاً
.(12.5) الشكل من العلوي الصف أعلى في المحظورة، المنطقة في یقع الأیمن الطرف من الثاني الحد في جوردن

على نحصل بالتالي و

√
(l +mj +

3

2
)(l −mj +

1

2
)
⟨
l,mj −

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj

⟩

=

√
(l +mj +

1

2
)(l −mj +

1

2
)
⟨
l,mj +

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj + 1

⟩

على نحصل الترتیب بإعادة

(12.69)

⟨
l,mj −

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj

⟩
=

√√√√ l +mj + 1
2

l +mj + 3
2

×
⟨
l,mj +

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj + 1

⟩

،
⟨
l,mj + 3

2
; 1

2
, 1

2
|l + 1

2
,mj + 2

⟩
بمعلومیة

⟨
l,mj + 1

2
; 1

2
, 1

2
|l + 1

2
,mj + 1

⟩
عن التعبیر یمكننا بدورنا

التي و (ml = l أیضاً عندھا (والتي mj + 1 = l + 1
2
إلى تصل حتى الإجراء ھذا في نستمر دوالیك. وھكذا
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على mjنحصل = l − 1/2 عندما ممكنة. صفریة غیر قیمة أعلى ⟩تمثل
l,mj −

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj

⟩

=

√√√√ l +mj + 1
2

l +mj + 3
2

⟨
l,mj +

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj + 1

⟩
,

=

√√√√ l +mj + 1
2

l +mj + 3
2

√√√√ l +mj + 3
2

l +mj + 5
2

⟨
l,mj +

3

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj + 2

⟩
,

=

√√√√ l +mj + 1
2

l +mj + 3
2

√√√√ l +mj + 3
2

l +mj + 5
2

√√√√ l +mj + 5
2

l +mj + 7
2

⟨
l,mj +

5

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj + 3

⟩
,

=
...

=

√√√√ l +mj + 1
2

l + (l − 1
2
) + 3

2

⟨
l, l;

1

2
,
1

2
|l + 1

2
, l +

1

2

⟩
.

ms = 1/2 mlو = l القیم تلكم عند لھا. نصل أن یمكن ممكنة قیمة أعلى
⟨
l, l; 1

2
, 1

2
|l + 1

2
, l + 1

2

⟩
المعامل

أي δ ما طور ضمن تتحقق التالیة المساواة فإن بالتالي و .mj = l + 1/2 تصبح j + 1/2 للحالة ,l∣∣∣∣فإنھ l, 12 , 12
⟩

= eiδ
∣∣∣∣l, 12; j = l +

1

2
,mj = l +

1

2

⟩
.

على نحصل
⟨
l, l, 1

2
, 1

2

∣∣∣ بالبرا الیسار من بالضرب
⟨
l, l,

1

2
,
1

2

∣∣∣∣l, 12; l +
1

2
, l +

1

2

⟩
= e−iδ.

بالإصطلاح أخذنا لو المقابل في حقیقي. e−iδ الطور معامل فإن حقیقیة، كلبش-جوردن معاملات أن أُصْطُلِح أنھ بما
معامل أخذ المناسب من فإنھ موجبة، حقیقیة

⟨
l, l; 1

2
, 1

2
|l + 1

2
, l + 1

2

⟩
للمعاملات قیمة أعلى بأن [9] المرجع من

حسب .(12.23) العلاقة حسب كلبش-جوردن خواصمعاملات من 5 رقم الخاصیة یمثل ھذا موجب. حقیقي الطور
فإن الإصطلاح ھذا

(12.70)
⟨
l, l,

1

2
,
1

2

∣∣∣∣l, 12; l +
1

2
, l +

1

2

⟩
= 1.

إلى ننتھي كي

(12.71)
⟨
l,mj −

1

2
;
1

2
,
1

2
|l + 1

2
,mj

⟩
=

√
(l +mj + 1

2
)

2l + 1
.

في السفلى النقاط لإنتاج Ĵ+ المؤثر أستخدمنا و (ml − 1/2) الصف بحساب لكن العملیة بنفس قمنا لو المقابل في
بأخذ .mj = ml − 1/2 بالصف نتنبأ كي Ĵ+ msنستخدم = −1/2 mlو نقطة أي من إبتداءً (12.5) الشكل
الإشارة، إصطلاح إتباع و العلیا) (الإشارة (12.64) التكرار علاقة في j = l + 1/2 و ml = mj + 1/2

على منھا نحصل

(12.72)
⟨
l,mj +

1

2
;
1

2
,−1

2
|l + 1

2
,mj

⟩
=

√
(l −mj + 1

2
)

2l + 1
.

للحالات الحسابات لتكملة القصة. نصف تسردان (12.72) و (12.71) العلاقتان كتمرین. للقاريء ستترك التفاصیل
التعامد مجموعة یتبع بعدین في الدوراني التناظر أن بما الدورانیة. التحویل مصفوفة نستخدم ،j = l − 1/2
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من تحول التي العمودیة الدوران مصفوفة إستخدام یمكن فإننا special orthogonal group SO(3) الخاصة
بالمصفوفة المعطاه ،|j,mj⟩ إلى |l,ml, s,ms⟩ الأساسات

(12.73)
[
cosα sinα
− sinα cosα

]
.

ھو الأن إلى علیھ حصلنا ما

(12.74)

∣∣∣∣j = l +
1

2
,mj

⟩
= C+

∣∣∣∣ml = mj −
1

2
,ms =

1

2

⟩
+ C−

∣∣∣∣ml = mj +
1

2
,ms = −1

2

⟩
,

أن حیث

(12.75) C± =

√
l ±mj + 1

2

2l + 1
.

ھو معرفتھ نرید ما للإختصار. الكت من s = 1/2 و l أسقطنا لاتتغیر، قیمھم أن بسبب

(12.76)

∣∣∣∣j = l − 1

2
,mj

⟩
= C ′+

∣∣∣∣ml = mj −
1

2
,ms =

1

2

⟩
+ C ′−

∣∣∣∣ml = mj +
1

2
,ms = −1

2

⟩
,

المتعامد التحویل أن إعتبرنا لو .C ′± المعاملات قیم بالتحدید و |j = l + 1
2
,mj⟩

|j = l − 1
2
,mj⟩

 =

 cosα sinα

− sinα cosα


 |ml = mj − 1

2
,ms = 1

2
⟩

|ml = mj + 1
2
,ms = −1

2
⟩

 ,
أن نستنتج بالمقارنة

(12.77) C+ = cosα =

√
l +mj + 1

2

2l + 1
; C− = sinα =

√
l −mj + 1

2

2l + 1
.

أن نجد علیھ، بناء .sin2 α+ cos2 α = 1 تحقق أعلاه العلاقة أن الواضح من

(12.78) C ′+ = − sinα = −
√
l −mj + 1

2

2l + 1
; C− = cosα =

√
l +mj + 1

2

2l + 1
.

تصبح إذا الموجیة الدالة .(12.58) العلاقة في كلبش-جوردن معاملات قیم ما نوعاً حددنا الطریقة بھذه

(12.79)
Yj=l± 1

2
,mj

(θ, ϕ) = ±
√
l ±mj + 1

2

2l + 1
Yl,mj− 1

2
(θ, ϕ)χ↑

+

√
l ±mj + 1

2

2l + 1
Yl,mj+ 1

2
(θ, ϕ)χ↓.

موجیة دالة تُعطي لانھا الھیدروجین، ذرة في للإلكترون موجیة كدالة إستخدامھا (12.79) العلاقة تطبیقات أھم من
بعض تفسیر تستطیع الموجیة الدالة ھذه الغزل. حالات تتضمن لأنھا سابقاً علیھا حصلنا التي تلك من واقعیة أكثر
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العادیة الموجیة الدالة فشلت والتي anomalous Zeeman effect الشاذ زیمان أثر یسمى فیما الطیفیة، الأنقسامات
التفاعل عن ناتج حد أو كولومي تفاعل حد یحوي الھامیلتون كان إذا لذلك تفسیرھا. من شرودنجر معادلة من المنبثقة
خصوصاً الطیفیة، القیم حساب أجل من عملیة تصبح (12.79) العلاقة فإن ضعیف و ثابت مغناطیسي مجال مع
(|j = l± 1

2
,mj⟩الكت (أو (12.79) العلاقة لأن spin-orbit interaction الغزلي-المداري التفاعل عن الناتجة

یعطى الذي و spin-orbit coupling operator المداري الغزلي- الترابط لمؤثر ممیزة كت) مجموعة (أو دوال
بـ

(12.80) L̂ · Ŝ =
1

2

(
Ĵ2 + L̂2 + Ŝ2

)
,

مباشرة المتوقعھ قیمتھ حساب یمكن والذي

⟨
L̂ · Ŝ

⟩
=
~2

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)] ,

=
~2

2

[
(l ± 1

2
)(l ± 1

2
+ 1)− l(l + 1)− 3

4

]
,

إلى لننتھي

(12.81)
⟨
L̂ · Ŝ

⟩
= ~2


l/2; j = l + 1/2,

−(l + 1)/2; j = l − 1/2.

The direct method المباشرة الطریقة

(12.74) معادلتین في C ′± و C± مجاھیل أربع لدینا أنھ حقیقة على قائمة وھي طویلة لكن مباشرة الطریقة ھذه في
معاملات تمثل التي المجاھیل حساب أجل من إضافیتین معادلتین إلى نحتاج متعامدتین. حالتین تمثلین (12.76) و

یتطلب (12.76) و (12.74) للحالتین orthonormal التعامد و المعایرة شرط كلبش-جوردن.

(12.82) C2
+ + C2

− = 1; C ′
2
+ + C ′

2
− = 1; C+C

′
+ + C−C

′
− = 0.

تأثیر علاقة بتطبیق و (12.48) المؤثر من حسابھ یمكن الذي و C+/C− النسبة مثل إضافي قید ھو مانحتاجھ كل
على لنحصل (11.5) المغزلي الزاوي الزخم و (10.37) المداري الزاوي للزخم الرفع و الخفض مؤثرات

(12.83) C+

C−
=

√
l +mj + 1

2√
l −mj + 1

2

.

و (12.77) العلاقات إلى نصل الإشارة مصطلحات و المعایرة شروط بتطبیق للقاريء. كتمرین ستترك التفاصیل
الكلیة الحالة على النھایة في لنحصل .(12.78)

(12.84)

∣∣∣∣j = l ± 1

2
,mj

⟩
= ±

√
l ±mj + 1

2

2l + 1

∣∣∣∣l,mj −
1

2
,
1

2
,
1

2

⟩

+

√
l ∓mj + 1

2

2l + 1

∣∣∣∣l,mj +
1

2
,
1

2
,−1

2

⟩
.

.s = 1 أي الثلاثیة، الحالة الكلي بالغزل یرتبطان 1/2 منھم كل غزل إرتباط، حالة في جسیمین :(12.2) مثال
♠ الزاوي. للزخم الكلیة الحالة أوجد .3D3,0 ھو للجسیمین الطیفي الرمز
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المعطیات، حسب .2s+1Lj,mj الصیغة على یُكتب أنھ الطیفي الترمیز في علیھ المتعارف من :(12.2) مثال حل

الكمي العدد بینمت .l = 2 ھو D للمستوى المداریة الزاویة الحالة .s = 1 أن یعني الثلاثیة الحالة في الغزل
بحیث الممكنة (ml,ms) قیم .mj = 0 ھو المغناطیسي مسقطة و j = 3 الطیفي الرمز حسب الكلي الزاوي

mj = ml +ms = 0,

الكلیة الزاویة الحالة تصبح (12.55) العلاقة حسب .(0, 0) و ،(−1, 1) ،(1,−1) ھي

|2, 1; 3, 0⟩ =
∑
ml,ms

⟨2,ml; 1,ms|2, 1; 3, 0⟩ |2,ml; 1,ms⟩,

= ⟨2, 1; 1,−1|2, 1; 3, 0⟩ |2, 1; 1,−1⟩+
⟨2,−1; 1, 1|2, 1; 3, 0⟩ |2,−1; 1, 1⟩+
⟨2, 0; 1, 0|2, 1; 3, 0⟩ |2, 0; 1, 0⟩.

العلیا القیمة الأول الصف في .2 × 1 القطعة إلى نذھب المطلوبة. كلبش-جوردن معاملات یعطي (12.6) الشكل

المطلوبة. المعاملات جمیع نجد أسفلھ 3
0

یحوي الذي الأول الصف في العمود عن نبحث .mj لـ السفلى و j لـ ھي

على نحصل بھذا معامل. كل یسار على تقع الممكنة (ml,ms) قیم

|2, 1; 3, 0⟩ =
1

5
|2, 1; 1,−1⟩+ 1

5
|2,−1; 1, 1⟩+ 3

5
|2, 0; 1, 0⟩.

بـ إختصاراً كتابتھا یمكن

|3, 0⟩ =
1

5
|2, 1⟩ |1,−1⟩+ 1

5
|2,−1⟩ |1, 1⟩+ 3

5
|2, 0⟩ |1, 0⟩.

معاملات أن لاحظ أیضاً .|2, 1⟩=̇Y2,1(θ, ϕ) مثلاً الكرویة. التوافق دالة بإستخدام |l,ml⟩ قیم عن التعبیر بالإمكان
♣ .j = 3 عندما الكلیة الحالات 1/7 تمثل |3, 0⟩ الحالة لان الوحدة، إلى مربعاتھا مجموع لایؤول كلبش-جوردن

تمارین و أسئلة 12.6

الناتجة الكِت حالات تربط التي العلاقات صحة أثبت ،(12.41) في Ŝ2 المؤثر علاقة بإستخدام :(12.1) سؤال
،(12.29) العلاقات خلال من المعطاة الجسیمین فضائات في الأساسات مع 1

2
غزلھما لجسیمین الغزل جمع عن

♢ .(12.35) و (12.30)

1964 عام Murray Gell-Mann جیلمان موراي العالم بھا تنبأ أساسیة، جسیمات الكواركات :(12.2) سؤال
النموذج حسب .1/2 غزل الجسیمات لھذه .24/5/2019 في الأسطر لھذه كتابتي أثناء عالمنا عن الیوم رحل الذي و
ثلاث یحوي النیوترون) أو البروتون (مثل baryons الباریون standard model الأساسیة للجسیمات العیاري
افترض مضاد. كوارك و كوارك یحوي (pions البیون (مثل meson المیزون المقابل في إرتباط. حالة في كواركات

صفر). ھو المداري الزاوي الزخم فإن (وبالتالي الأرضیة الحالة في الكواركات أن

للباریونات؟ الممكنة الغزل قیم ماھي (أ)

للمیزونات؟ الممكنة الغزل قیم ماھي (ب)
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الكرویة. التوافق دوال قیم بعض و كلبش-جوردن معاملات لأھم رقمي جدول :(12.6) شكل



316 Addition of angular momenta الزاویة العزوم تجمیع .12

♢ للجسیمین. الممكنة الحالات لكل الثالث الجسیم أضف ثم جسیمین بین بالربط أبدأ جسیمات. 3 بین الربط لدینا ھنا

الشكل في المعطاة كلبش-جوردن معاملات بإستخدام (12.35) و (12.29) العلاقتان أثبت :(12.3) سؤال
♢ .(12.6)

z مركبة و 3 ھو الكلي الغزل بحیث السكون وضع في 2 غزلھ والآخر 1 غزلھ أحدھم جسیمان :(12.4) سؤال
تحصل قد التي القیم ما ،2 غزلھ الذي للجسیم المغزلي الزاوي للزخم z مركبة بقیاس قمنا إذا .~ قیمتھا الكلي للغزل
حركة ناقل ذات السیارة قیادة یشبھ Clebsch-Gordan جدول استخدام إن تعلیق: منھا؟ كل احتمال ھو وما علیھا،

♢ .[3] علیھ تتعود عندما سھل لكن البدایة، في مخیف و محبط یدوي.

قیاس الإمكان في كان إذا الھیدروجین. ذرة في ψ510 الحالة في الأسفل إلى غزلھ إتجاه إلكترون :(12.5) سؤال
احتمال ھو ما تحصل، قد التي القیم ھي ما البروتون)، غزل (بإھمال بمفرده للإلكترون الكلي الزاوي الزخم مربع

♢ منھا؟ كل

المغزلي-المداري الزخم بین للربط (12.5) الشكل من السفلي الصف في النقاط خلال إعمل :(12.6) سؤال
(12.64) التكرار علاقة في j = l+1/2 mlو = mj+1/2 بأخذ Ĵ+ الرفع مؤثر بإستخدام 1/2 غزلھ لجسیم

♢ .(12.72) العلاقة أثبت ومنھا العلیا) (الإشارة

العلاقات جمیع أثبت العیاریة التعامد خاصیة بإستخدام و (12.76) و (12.74) العلاقتین من :(12.7) سؤال
♢ قیمھم. إحسب Cو ′± ±Cو للمجاھیل قید معادلة بإیجاد (12.48) في المُعَرَّف المؤثر إستخدم كذلك .(12.82) في

المؤثر لنعرف بالجسیمین. المار للمتجھ r̂ المتجھ وحدة إعتبر .1/2 غزلھما جسیمان لدیك إعتبر :(12.8) سؤال
التالي

Ŝ12 = 3(σ̂1 · r̂)(σ̂2 · r̂)− σ̂1 · σ̂2.

.(Ŝ12 − 2)(Ŝ12 + 4)χtriplet = 0 الثلاثیة للحالة أنھ اثبت كذلك .Ŝ12χsinglet = 0 الأحادیة للحالة أنھ أثبت
♢ .z محور بإتجاه r̂ إختار مساعدة:

الزاوي الزخم وبالتالي S (حالة منخفضة طاقة عند بروتون-نیوترون تفاعل من مكون لنظام :(12.9) سؤال
العلاقة خلال من یُعطى التفاعل جھد صفر) یعتبر المداري

V (r) = V1(r) +

[
3
(σ̂1 · r̂)(σ̂2 · r̂

r2

]
V2(r) + (σ̂1 · σ̂2)V3(r),

البروتون-النیوترون لنظام الجھد طاقة إحسب .(7.6) الشكل أنظر الجسیمین، یربط الذي المتجھ r = r1−r2 حیث
triplet الثلاثیة الكلیة الغزل حالة (ب) و ،singlet state الأحادیة الكلیة الغزل حالة (أ) في النظام یكون عندما أعلاه

♢ .state

بالصیغة یُعطى مركزي جھد في یتحرك 1 غزلھ جسیم :(12.10) سؤال

V (r) = V1(r) +
Ŝ · L̂
~2

V2(r) +
(Ŝ · L̂)2

~4
V3(r).
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♢ .j = l − 1 الحالة و ، j = l + 1 الحالة في V (r) الجھد طاقة إحسب

إثارة. حالات أي بدون فقط واحدة إرتباط حالة في نیوترون و بروتون من یتكون الدیوترون :(12.11) سؤال
نیوكلونین من مكون لنظام النووي الجھد طبیعة .1 یساوي للدیوترون الكلي النووي للغزل الكمي العدد أن وجد عملیاً
للزخم الكمي العدد أن إعتبار المنطقي من .triplet state الثلاثیة الغزل لحالة تحدث الإرتباط حالة أن تتطلب
البروتون تربط التي النوویة القوة أن وجد عملیاً .l = 0 عند تحدث الوحیدة الإرتباط لحالة النسبي المداري الزاوي
الدیوترون أن أُقترح لذلك المداري. الزاوي الزخم لاتحفظ tensor component موترة مركبة لھا النیوترون و
علاقة بسبب و موجب للدیوترون parity التماثل أن بما خلط. حالة في بل وحیدة مداري زاوي زخم حالة لایملك
تكون أن یجب l النسبي المداري الزاوي للزخم الكمي للعدد الممكنة القیم فإن ψ(−r) = (−1)lψ(r) التماثل

یلي ما على أجب زوجیة.

حالة عند 1 یساوي الكلي النووي للغزل الكمي العدد تُعطي الذي و المداري الزاوي للزخم الممكنة القیم ناقشجمیع (أ)
.|l−s| ≤ j ≤ l+s فإن وبالتالي Ĵ = L̂+ Ŝ الكلي النووي الزاوي الزخم إعتبر الثلاثیة. الكلیة الغزل

العملیة. النتائج حسب j = 1 و الثلاثیة للحالة s = 1 ھنا

أي ،Y(θ, ϕ) زاوي جزء و R(r) قطري جزء من تتكون زاوي زخم حالة لكل الموجیة الدالة ان إعتبرنا إذا (ب)
القیم لجمیع Yl s j(θ, ϕ) الموجیة الدالة من الزاوي الجزء أوجد .ψlsj(r) = Rlml(r)Yl s j(θ, ϕ) أن

.l لـ الممكنة

أن إعتبار إلى تحتاج (ب) الفقرة لحل

Yl s j =
∑
ml,ms

⟨l,ml; s,ms|j,mj⟩|l,ml; s,ms⟩ =
∑
ml,ms

⟨l,ml; s,ms|j,mj⟩Yl ml(θ, ϕ)χsms .

♢ (12.6) الشكل في المعطى ⟨l,ml; s,ms|j,mj⟩ لحساب كلبش-جوردن معاملات جدول إلى تحتاج
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13
الكھرومغناطیسیة التفاعلات

Electromagnetic interactions

المجالات خلال v بسرعة یتحرك q شحنتھ جسیم على تؤثر التي القوة ،[10] الكلاسیكیة الكھربائیة الدینامیكا في
كالتالي Lorentz force لورنتز قوة بقانون تُعطى B والمغناطیسیة E الكھربائیة

(13.1) F = q (E + v×B) .

،[11] قیاسیة جھد لدالة كتدرج القوة ھذه عن التعبیر الممكن غیر من فإنھ السرعات، على الصریح إعتمادھا بسبب
في ولكن استیعابھا. من (7.1) الصیغة في حتى أو (3.13) الأصلي شكلھا في شرودنجر لمعادلة یمكن لا وبالتالي
H({xj}, {pj}) ھامیلتون معادلة من مشتقة Ĥ حیث ،(3.12) شرودنجر معادلة إستخدام یمكن تعقیداً، أكثر صیغة
بھذا، لابأس التقلیدیة! المیكانیكا إلى عدنا أننا یبدو .{pj} المعمم الزخم و {xj} المعممة الإحداثیات لمجموعة كدالة
سنوضحھ. ما حسب الكم میكانیكا في طریقنا نشق أن قبل التقلیدیة المیكانیكا سویاً نتذكر أن التراجع قبیل من فلیس

The minimal coupling rule الأدنى الترابط قاعدة 13.1

كھرومغناطیسي مجال تأثیر تحت v مقدارھا بسرعة یتحرك و q مقدارھا كھربائیة شحنة mیحمل كتلتھ لنفرضجسیم
للنظام. ھامیلتون معادلة معرفة نرید .Φ الجھد دالة و A vector potential الجھد بمتجھ یُعطى

العلاقة خلال من تُعطى الحالة ھذه في الجھد دالة

(13.2) V = q(Φ−A · v),

علاقات خلال من B والمغناطیسیة E الكھربائیة بالمجالات ترتبطان Φ الجھد دالة و A الجھد متجھ أن حیث
ماكسویل

(13.3) E = −∇ϕ− ∂A/∂t; B =∇×A.
یصبح للنظام Lagrangian اللاجرانجیان فإن بالتالي و

(13.4) L = K − V =
1

2
mv2 − qΦ + qA · v.

الموترة الصیغة على (13.4) اللاجرانجیان كتابة المناسب من

L =
1

2
m
∑
j

ẋjẋj − qΦ + q
∑
j

Ajẋj,
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Legendre لیجندر تحویل من یُعطى الھامیلتون الكارتیزیة. الإحداثیات حالة في j = x, y, z المؤشر أن حیث
بـ یُعطى الذي و transformation

(13.5) H ({xj}, {pj}) =
∑
j

ẋjpj − L ({xj}, {ẋj}) .

بـ یُعطى generalizedو� momentum المعمم الزخم pj ھنا

(13.6) pi =
∂L
∂ẋi

=
1

2
m
∑
j

2ẋj
∂ẋj
∂ẋi
− 0 + q

∑
j

Aj
∂ẋj
∂ẋi

.

بأخذ
∂ẋj
∂ẋi

=
∂xj
∂xi

= δji,

یصبح للنظام المعمم الزخم فإن بالتالي و

(13.7) pj = mẋj + qAj.

على لنحصل (13.5) في ẋj = (pj − qAj)/m السرعات عن نعوض

H =
1

m

∑
j

(pj − qAj)pj −

1

2

∑
j

(pj − qAj)2

m
− qΦ +

q

m

∑
j

Aj(pj − qAj)

 ,
=

1

m

∑
j

(pj − qAj)︸          ︷︷          ︸ pj − q

m

∑
j

Aj (pj − qAj)︸          ︷︷          ︸−1

2

∑
j

(pj − qAj)2

m
+ qΦ,

=
1

m

∑
j

(pj − qAj)2 − 1

2

∑
j

(pj − qAj)2

m
+ qΦ.

إلى لننتھي

(13.8) H ({xj}, {pj}) =
∑
j

(pj − qAj)2

2m
+ qΦ.

على نحصل المتجھات، تمثیل نستخدم عمومیة، أكثر بشكل

(13.9) H (r,p) =
(p− qA)2

2m
+ qΦ(r).

للنظام. التقلیدي الھامیلتون تُعْطي التي و
الزخم بأخذ مؤثرات. إلى الفیزیائیة الكمیات بتحویل یتم الكمي الھامیلتون إلى التقلیدي الھامیلتون من الإنتقال

یصبح (13.9) التقلیدي الھامیلتون فإن p→ −i~∇

(13.10) Ĥ (r, p̂) =
1

2m
(−i~∇− qA)2 + qΦ(r).

بالصیغة ،(3.12) شرودنجر معادلة في Ĥ عن نعوض

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
,

على لنحصل
(13.11) i~

∂ψ

∂t
=
[

1

2m
(−i~∇− qA)2 + qΦ(r)

]
ψ.

بالمعالجة ترتبط وھي the minimal coupling rule الأدنى الترابط قاعدة إسم علیھا یطلق (13.11) المعادلة
العزوم لمساھمات إعتبار أي دون الكھرومغناطیسیة المجالات و المشحون الجسیم بین التفاعل في التقلیدیة الشبھ

المجالات. مع monopole واحد قطب بین ترابط لدینا فقط .multipole moments الأقطاب متعددة
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Aharonov–Bohm effect أھرونوف-بوھم أثر 13.2

أن یعني ھذا الجھود! على تعتمد لكنھا صیغتھا. ضمن صریح بشكل المجالات لاتتضمن نفسھا (13.11) العلاقة
الجھود أن طالما المجالات مع متفاعلاً یظل صفر تساوي فیھا المجال قیمة مناطق في المحصور و المشحون الجسیم
برھنا اللذین العالمین إسم على Aharonov–Bohm effect أھرونوف-بوھم بأثر یُعرف ھذا الصفر! لاتساوي
1949م عام Ehrenberg and Siday سیداي و إرینبیرج من كل إلیھ أشار أن بعد [12] 1959م عام الأثر ھذا
بالحركة مقید مشحون جسیم أو سالبة، بشحنة مشحونة كرویة قشرة داخل محصور إلكترون المثال سبیل على .[13]
فیما الملف داخل مغناطیسیاً مجالاً مولداً مستقر تیار خلالھ یسري solenoid لانھائي لولبي بملف یحیط مسار في
اقتران في الأساسیة الآلیة تتمثل .the Aharonov–Bohm solenoid effect أھرونوف-بوھم ملف بأثر یعرف

قلیل. بعد سنوضح كما المشحون. للجسیم الموجیة للدالة المركب الطور مع الكھرومغناطیسي الجھد

Aharonov solenoid effect لأھرونوف اللولبي الملف 13.2.1

المجالات قیم عكس على ،uniquely determined القیمة فریدتا Aلیستا Φو الجھود التقلیدیة، الكھرودینامیكا في
للجھود التالي التحویل فإن تحدیداً .B و E

(13.12) Φ̃ ≡ Φ− ∂Λ

∂t
; Ã ≡ A +∇Λ,

التحویل .A Φو الجھود تعطیھا التي المجالات نفس لھا Ã و Φ̃ جھود یُعطي الزمن، و للموقع عشوائیة حیثΛدالة
(13.12) بالتحویل Bلاتتغیر المجالاتEو أن بما .Gauge transformation القیاسي التحویل یسمى (13.12)
تحدید المناسب من .gauge invariant theory بالقیاس متغیرة غیر نظریة التقلیدیة الكھرودینامیكا أن نقول فإننا
و A الجھد متجھات أن یعني والذي ∇2Λ = 0 الشرط نفرض بحیث Λ العشوائیة للدالة gauge fixing القیاس

متباعدة غیر Ã
(13.13) ∇ ·A = 0,

في (−i~∇ − qA)2ψ المعامل تحویل القیاس ھذا عن ینتج .Coulomb gauge كولوم بمقیاس یُعرف فیما
إلى (13.11) معادلة من الأیمن الطرف

(−i~∇− qA)2ψ = (−i~∇− qA)(−i~∇ψ − qAψ),

= −~2∇2ψ + q2A2ψ + i~q∇ · (Aψ)︸         ︷︷         ︸
ψ∇·A+A·∇ψ

+ i~qA · ∇ψ,

= (−~2∇2 + q2A2 + 2i~qA · ∇)ψ,

على (13.11) شرودنجر معادلة نكتب وعلیھ الجھد. متجھ تباعد من للتخلص (13.13) كولوم قیاس إستخدمنا حیث
الصیغة

(13.14) i~
∂ψ

∂t
=
[

1

2m
(−~2∇2 + q2A2 + 2i~qA · ∇) + qΦ(r)

]
ψ.

أو مغناطیسیة مجالات مع المشحون الجسیم تفاعل تتضمن التي الحسابات لإجراء أكثر عملیة (13.14) المعادلة
الزمن. مع متغیرة كھربائیة

الأساسات (أو ψ → ψ̃ الموجیة الدالة بتحویل القیاس متغیرة غیر النظریة أن نضمن حتى الكم، میكانیكا في
یتحقق أن نتطلب فإننا ،(ψ(r, t) = e−iEt/~⟨r|αj⟩ حیث |αj⟩ → |α̃j⟩

(13.15) ⟨αj|r|αj⟩ = ⟨α̃j|r|α̃j⟩; ⟨αj|p− qA|αj⟩ = ⟨α̃j|p− qÃ|α̃j⟩.

أي لایتغیر، للكت norm النظیم أو المعیار أن دائماً، العادة ھي كما نتطلب، فإننا ذلك إلى بالإضافة

(13.16) ⟨αj|αj⟩ = ⟨α̃j|α̃j⟩.
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یتحقق بحیث |αj⟩ بـ |α̃j⟩ الأساسات یربط gaugeوالذي operator Ĝ القیاس مؤثر نبني أن یجب لذلك

(13.17) |α̃j⟩ = Ĝ|αj⟩.

التالي نجد (13.15) التحویل في التغییر عدم الخصائص من

(13.18) Ĝ†r Ĝ = r,

و
(13.19) Ĝ†

(
p− qÃ

)
Ĝ = p− qA.

التالي المؤثر أن نقول
(13.20) Ĝ(r) = eiqΛ(r)/~,

علاقة أن الواضح من ثانیاً: تلقائیاً. ستتحقق (13.16) المعیار علاقة أن أي unitary واحدي Ĝ أولاً: المھمة. سیحقق
نلاحظ (13.19) التحویل لعلاقة بالنسبة وأخیراً، .r لـ دالة أي مع إبدالي r المؤثر لأن ستتحقق (13.18) التحویل

أن

Ĝ†pĜ = Ĝ†(pĜ − Ĝp + Ĝp),

= Ĝ† [p,Ĝ]︸  ︷︷  ︸
−i~∇Ĝ

+p.

لكن
−i~∇Ĝ = −i~(iq

~
Ĝ∇Λ) = qĜ∇Λ,

إلى لننتھي
(13.21) Ĝ†p Ĝ = p + q∇Λ.

التحویل علاقة تتحقق ،Ã للتعویضعن المقیاس(13.12) تحویل إستخدام و (13.19) التحویل معادلة بالتعویضفي
.(13.19)

كالتالي أیضاً تتحول الموجیة الدالة فإن ،(13.17) للتحویل نتیجة

(13.22) ψ̃ = eiqΛ/~ψ.

ψ الموجیة الدالة أن كما ،Ã و Φ̃ للجھود (13.11) شرودنجر لمعادلة حل ھي ψ̃ الموجیة الدالة أعلاه، نقاشنا حسب
السؤال في كتمرین للقاريء وسیترك مباشر الجملة ھذه إثبات .A و Φ للجھود (13.11) شرودنجر لمعادلة حل ھي
فإن الفیزیائیة، الحالة نفس لتوصیف مختلفة gauges مقاییس عند متجھة جھود استخدام عند أنھ بالقول نلخص .(3)
الانتقال یمكننا فقط؛ بسیط لتغییر حاجة ھناك ذلك، مع بالضرورة. ستختلف الموجیة) الدوال (أو المقابلة الكِت حالات
القدیمة) الموجیة الدالة (أو القدیم الكِت ضرب A+∇Λبمجرد بواسطة مُحَدَّد آخر Aإلى بواسطة مُحَدَّد مقیاس من
بشكل یعتمد الإنتقال، مولد بأنھ یُعرّف الذي ، the canonical momentum القانوني الزخم إن .eiqΛ/~ بالمعامل
المعادلة توضحھ حسبما اختیاره، تم الذي المحدد المقیاس على المتوقعة قیمتھ إعتماد عن ناتج المقیاس، على جَلِي

.(??) العلاقة حسب بالمقیاس، یتغیر لا الحركي الزخم أن حین في .(13.21)
النظریة أن نقول المعنى، بھذا الفیزیائیة. الحالة نفس تمثل فإنھا فقط، الطور بمعامل ψ عن تختلف ψ̃ لأن نظرًا
تأثیرات أي ھناك یكون أن یمكن لا أنھ بھ المسلم من كان طویلة لفترة .gauge invariant بالقیاس متغیرة غیر
الكلاسیكیة. النظریة في الحال ھو كما تماماً – صفرا B و E المجالات فیھا تكون التي المناطق في كھرومغناطیسیة
المشحون، للجسیم الكمي السلوك على یؤثر أن یمكن الجھد متجھ أن وبوھم أھرونوف أظھر ،1959 عام في لكن

صفراً. فیھا المجال یكون منطقة في محصوراً الجسیم یكون عندما حتى
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على دائري). سلك في (كخرزة b قطره نصف دائري مسار في یتحرك كي مقید ما جسیماً نفرض للتوضیح،
لكل لفاتھ وعدد ،a < b قطره نصف solenoidً مثالي لولبي ملف الدائري المسار على العمودي المحور طول
أن بمعنى جدا، طویل اللولبي الملف .(13.1) الشكل في موضح ھو كما ،I كھربائي تیار ویحمل ،n الطول وحدة
أو داخل الصفر لایساوي الجھد متجھ لكن صفر. یساوي الملف خارج و منتظم الملف داخل المغناطیسي المجال

بـ یعطى والذي [10] الملف داخل المغناطیسي المجال قیمة حساب یمكن أمبیر قانون من الملف. خارج

B =

µ0nI k̂ r < a,

0 r > a,

یرتبط الجھد متجھ الملف. محور من العمودیة القطریة المسافة كذلك یمثل و الدائري المسار مركز من مقاسة r حیث
ماكسویل معادلة خلال من المغناطیسي المجال مع

B =∇×A.

على نحصل ھا الجسیم مسار مع المركز متحدة r قطرھا نصف S دائریة مساحة على الطرفین كاملنا ∫لو
S

B · da =
∫
S
∇×A · da,

=
∮
l
A · dl.

الدائرة على المنغلق l للمسار مغلق خطي تكامل إلى S المساحة على التكامل بتحویل ستوك قانون إستخدمنا حیث
A قیمة الإسطوانیة. الإحداثیات حسب ϕ̂ التیار بإتجاه A فإن (13.13) كولوم مقیاس ومن الكھرودینامیكا، من .S

یصبح أعلاه التكامل بالتالي و .r القطریة المسافة على تعتمد

(13.23) ΦB = 2πrA; ⇒ A =
ΦB

2πr
,

یساوي و S عبر المغناطیسي الفیض یمثل ΦB حیث

ΦB =

πr2B = πµ0nIr
2 r < a,

πa2B = πµ0nIa
2 r > a,

یصبح المجال متجھ فإن وبالتالي

A =


1
2
µ0nIrϕ̂ r < a,

µ0nIa2

2r
ϕ̂ r > a.

یصبح الجھد متجھ فإن (r = b) الجسیم عند .r →∞ عندما إلى لایختفي الجھد متجھ فإن الحالات كلا في

(13.24) A =
µ0nIa

2

2b
ϕ̂.

على لنحصل (13.14) في نعوض

Ĥ =

(
− ~2

2mb2
d2

dϕ2
+

q2

2m
A2 + iA

~q

mb

d

dϕ

)
,
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لذلك .ϕ السمتیة الزاویة على فقط تعتمد b قطر بنصف الدائري المسار على المقید للجسیم ψ الموجیة الدالة أن حیث
على نحصل (13.24) العلاقة بإستخدام A قیمة عن نعوض .∇→ ϕ̂

b
d
dϕ

عن عوضنا

Ĥ = − ~2

2mb2
d2

dϕ2
+ +i

~µ0nqIa
2

2mb2
d

dϕ
+

1

2mb2

(
µ0nqIa

2

2

)2

,

على نحصل Ĥψ = Eψ الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة بإستخدام

− ~2

2mb2
d2ψ

dϕ2
+ i
~µ0nqIa

2

2mb2
dψ

dϕ
+

1

2mb2

(
µ0nqIa

2

2

)2

ψ = Eψ,

على نحصل بالتبسیط

(13.25) d2ψ

dϕ2
− 2i

µ0nqIa
2

2~

dψ

dϕ
+

2mb2E

~2
−
(
µ0nqIa

2

2~

)2
ψ = 0.

التالیة الأبعاد عدیمة المعاملات نعرف

(13.26) β =
µ0nqIa

2

2~
; ε =

2mb2E

~2
− β2,

كالتالي (13.25) المعادلة لتصبح

(13.27) d2ψ

dϕ2
− 2iβ

dψ

dϕ
+ εψ = 0.

ھو أعلاه (13.27) المعادلة حل

ψ(ϕ) = A+e
(m+)ϕ + A−e

(m−)ϕ,

بـ تعطى auxiliary equation roots المساعدة المعادلة ±mجذور حیث

m± =
(2iβ)±

√
(2iβ)2 − 4ε

2
=

2iβ ±
√

4β2 − 4
(

2mb2E
~2
− β2

)
2

,

=
2iβ ± 2i

√
2mb2E
~2

2
= i(β ± b

~

√
2mE).

كالتالي n المعامل لنعرف

(13.28) n = β ± b

~

√
2mE =

µ0nqIa
2

2~
± b

~

√
2mE,

لیصبح الموجیة للدالة الحل إختصار على یساعد مما

(13.29) ψ(ϕ) = Aeinϕ.

بالتالي و integers صحیحة أعداد n تكون أن یُحَتِّم ϕ = 2π عند الموجیة الدالة إستمراریة إن

n− µ0nqIa
2

2~
= ± b
~

√
2mE ⇒

(
n− µ0nqIa

2

2~

)2

=
b2

~2
2mE,
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  I 

B a 

b 

q 

solenoid لولبي ملف خلالھا یمر b قطرھا نصف دائریة حلقة على الحركة مقید q مشحون جسیم :(13.1) شكل
طویل.

للطاقة الممیزة القیم على نحصل وبالتالي

En =
~2

2mb2

(
n− µ0nqIa

2

2~

)2

=
~2

2mb2

(
n− qBa2

2~

)2

, ∀n = 0,±1,±2, . . . .

(13.30)
یتحرك جسیماً تمثل الموجبة n الحلقة: على المقیدة للخرزة المزدوج degeneracy الإنحلال أزال اللولبي الملف
التي السالبة n من موجبة) q أن (بافتراض ما حد إلى أقل طاقة لدیھا و اللولبي، الملف في التیار اتجاه نفس في
بشكل بھا المسموح الطاقات تعتمد ، ذلك من الأھم الحلقة. في المار للتیار المعاكس الاتجاه في یتحرك جسیم تصف
صفر! یساوي الجسیم موقع في المجال أن من الرغم على اللولبي، الملف داخل المغناطیسي المجال على صریح

أن أي صفر، فیھا المغناطیسي المجال منطقة خلال یتحرك مشحون جسیم أن لنفرض عمومیة، أكثر بشكل
خلال من تُعطى شرودنجر معادلة static الزمن على لاتعتمد A أن بفرض .A , 0 لكن ، B =∇×A = 0

الموجیة للدالة التالي بالتحویل قمنا بو .(13.14) العلاقة

(13.31) ψ = eigψ̃,

أن حیث
(13.32) g(r) ≡ q

~

∫ r

O
A(r′) · dr′,

التالیة التفاضلات قیم (13.33) التعریف عن ینتج عشوائیة. مرجع نقطة O حیث

(13.33) ∇g =
q

~
A; ∇2g =

q

~
∇ ·A = 0.

فإن بالتالي

∇2ψ = ∇2
(
eigψ̃

)
= eig

[
2i∇g · ∇ψ̃ + iψ̃

(
∇2g + i(∇g)2

)
+∇2ψ̃

]
,

= eig
[
2i
q

~
A · ∇ψ̃ − ψ̃ q

2

~2
A2 +∇2ψ̃

]
.
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أن إلى لننتھي
−~2∇2ψ = eig

[
−2iq~A · ∇ψ̃ + q2A2ψ̃ − ~2∇2ψ̃

]
.

و

2i~qA · ∇ψ = 2i~q
(
iψ̃eigA · ∇g + eigA · ∇ψ̃

)
,

= eig
(
−2q2ψ̃A2 + 2i~qA · ∇ψ̃

)
.

یصبح (13.14) من الأیمن الطرف وبالتالي

(−~2∇2 + q2A2 + 2i~qA · ∇)ψ = eig∇2ψ̃

بالصیغة (13.14) شرودنجر معادلة لتصبح

(13.34) i~
∂ψ̃

∂t
= − ~

2

2m
∇2ψ̃ + V (r)ψ̃.

بدون ψ̃ للـ شرودنجر معادلة تمثل (13.34) العلاقة للتعمیم. V (r) بـ qϕ(r) القیاسیة الجھد طاقة عن عوضنا حیث
ضربھا ثم ومن ψ̃ إیجاد و (13.34) المعادلة حل ھو مطلوب ماھو كل سھلة، أصبحت المھمة .A الجھد متجھ

الدوران. عدیم الجھد متجھ وجود حالة في ψ لحساب eig الطور بمعامل

 

  I 

B 

 شعاع من ا
لكترونات

 لتحمالشعاع ي ينقسم شعاعال

 فشكا

A 

شعاعین. إلى ینشق الإلكترونات من شعاع Aharonov-Bohm أھرونوف-بوھم لأثر تجربة :(13.2) شكل
بین التداخلات یقیس الكاشف طور. بفرق یلتحمان ثم من و الطویل اللولبي الملف جانبي على یمران الشعاعان

الشعاعین.
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Aharonov and Bohm experiment بوھم و أھرونوف تجربة 13.2.2

جانبي على من یمران كلاھما شعاعین، إلى الإلكترونات من شعاع تقسیم فیھا یتم تجربة بوھم و أھرونوف إقترح لقد
عن بعیدا الشعاعین على الحفاظ یتم .(13.2) الشكل یوضح كما بعضھما، مع یتحدا أن قبل الطویل اللولبي الملف
في المعطاة A لكن .B = 0 فیھا یكون التي المناطق فقط یواجھان الشعاعین أن یعني مما نفسھ، اللولبي الملف

الأطوار في بفرق الكاشف إلى یصلان الشعاعان صفریة. لیست (13.23) المعادلة

(13.35) g =
q

~

∫
A(r′) · dr′ = q

~

∫ π

0

ΦB

2πr′
ϕ̂ · (±ϕ̂ r′dϕ′) = ±qΦB

2~
= ±qπBa

2

2~
.

بالتالي و بالملف). المار التیار إتجاه بنفس أنھ (بمعنى A إتجاه بنفس الإلكترونات شعاع طور تمثل الموجبة الإشارة
للقیاس قابل تداخل إلى یؤدي ھذا الطور فرق .qπBa2/~ یساوي طور بفرق الكاشف إلى یصلان الشعاعین فإن

.[14] آخرون و شامبرز ید على عملیاً إثباتھا و التجربة ھذه إجراء تم لقد .(2.40) و (2.39) العلاقتین حسب
الجسیم حركة تحدید یتم الكلاسیكیة، الناحیة من بحت. كمِّي میكانیكي ھو ھنا التداخل أثر أن على التأكید یجب
إلى مطلقًا الدخول للجسیم یمكن لا ھنا .(13.1) لورنتز قوة یسببھ الذي الثاني نیوتن قانون بموجب فقط المشحون
الدالة فیھا تكون التي المناطق جمیع في صفر ھي لورنتز قوة وبالتالي محددة؛ قیمة لھ B فیھا تكون التي المنطقة
داخل مغناطیسي مجال وجود عدم أو وجود على یعتمد لافت تدخل نمط ھناك ذلك، ومع محددة. للجسیمات الموجیة
ولیست A الكم میكانیكا في أنھ استنتاج إلى العلماء بعض دفعت النقطة ھذه اختراقھا. یمكن لا التي اللولبي الملف
،ΦB على فقط تعتمد المثالین كلا في الملحوظة التأثیرات أن إلى الإشارة تجدر الأساسیة. الفیزیائیة الكمیة تُعتبر B
فتیلة باستخدام Aharonov-Bohm تأثیر من للتحقق تجارب إجراء تم .B بمعلومیة مباشرة عنھا یُعبَّر والتي

.[15] whisker السنور شعیرات تسمى رقیقة ممغنطة حدیدیة

تمارین و أسئلة 13.3

:(13.1) سؤال

أن اثبت ،(4.33) المعممة إیرنفیست وعلاقة (13.10) العلاقة بإستخدام (أ)

(13.36) d⟨r⟩
dt

=
1

m
⟨p− qA⟩.

أبعاد. ثلاث إلى عمم ثم المركبات لأحد العلاقة لحساب الموتر التحلیل إستخدم مساعدة:

أن أثبت (ب)

(13.37) m
d⟨v⟩
dt

= q⟨E⟩+ q

2m
⟨p×B−B× p⟩ − q2

m
⟨A×B⟩

أن أثبت الموجیة، الحزمة یحوي الذي الحجم في uniform منتظمة B و E المجالات الخاصة الحالة في (ج)

(13.38) m
d⟨v⟩
dt

= q (E + ⟨v⟩ ×B) .



328 Electromagnetic interactions الكھرومغناطیسیة التفاعلات .13

♢ إیرنفیست. نظریة من نتوقع كما لورنتز قوة قانون بفعل تتغیر للسرعة المتوقعة القیمة أن یعني ھذا

أن إفترض :(13.2) سؤال

A =
B0

2
(xĵ− yî); qΦ =

1

2
κz2,

ثوابت. κ و B0 حیث

.B و E المجالات متجھ إحسب (أ)

المجالات. خلال یتحرك ،q شحنتھ mو كتلتھ لجسیم الممكنة الطاقات قیم أوجد (ب)

بـ سیعطى الطاقات مستوى

(13.39) En1,n2 =
(
n1 +

1

2

)
~ω1 +

(
n2 +

1

2

)
~ω2; n1, n2 = 0, 1, 2, · · · ,

الكمیة السیكلوترونیة الحركة تقابل ھذه κ = 0 عندما بعدین في .ω2 ≡
√
κ/m و ω1 ≡ qB0/m أن حیث

الطاقة مستویات .ω2 = 0 و ω1 بـ یعطي cyclotron frequency سیكلتروني بتردد ،cyclotron motion
♢ .Landau Levels لانداو مستویات یسمى

(
n1 + 1

2

)
~ω1 المسموحة

Φ̃ للجھود (13.11) شرودنجر معادلة تحقق (13.22) في المعطاه ψ̃ الموجیة الدالة أن أثبت :(13.3) سؤال
♢ .(13.12) في Ã و
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تام، بشكل حلھا یمكن الزمن- على معتمد أو مستقل ھامیلتون تتضمن قد والتي – الكم میكانیكا في المسائل من القلیل
الجسیمات متعددة أنظمة أو تعقیداً أكثر تفاعلیة جھوداً تتضمن قد المسائل، من العدید المقابل في معظمھم. ناقشنا وقد
قد التقریب. أشكال من شكل إلى للجوء مُجْبَرُون حتماً نحن ھنا تام. بشكل حلھا لایمكن الخ، ... التفاعلات تتبادل و
الحل على الحصول دائماً الممكن من السرعة، عالیة و الأداء فائقة الحاسوب أجھزة ظھور مع أنھ البعض یجادل
فائقة الحواسیب و المھام المتعددة البرمجیات توفر مع حتى ذلك، ومع المطلوبة؛ الدقة درجة إلى عددیاً المطلوب
التقریبیة الحلول منھجي بشكل سنناقش الباب ھذا التقریبیة. للحلول الأساسیة الفیزیاء معرفة الھام من یزال لا الأداء

المرتبطة. الحالات لمسائل

الزمن عن المستقلة الاضطراب نظریة 14.1
Time-Independent perturbation theory

تتضمن وھي Rayleigh-Schrodinger perturbation theory لرایل-شوردنجر الإضطراب بنظریة تُعرف
الأصلي الھامیلتون مع مقارنة Ĥ1 إضافي تفاعل حد یحوي الزمن على معتمد غیر لھامیلتون شرودنجر معادلة حل

العلاقة حسب Ĥ0

(14.1) Ĥ = Ĥ0 + λĤ1,

الحسابات، نھایة في الاضطرابات. فیھا تدخل التي المرات عدد تتبع أجل من تُسْتَخْدَم مستمر، و حقیقي معامل λحیث
الاضطراب. قوة في التحكم بالإمكان سنفترضأنھ آخر، بمعنى للھامیلتون. الكاملة القوة حالة إلى للعودة λ = 1 نأخذ
λ = 1 و المضطربة غیر المسئلة تقابل λ = 0 الحالة .1 ≥ λ ≥ 0 المدى في تتراوح قیمتھا تصور یمكن
eigenstates الممیزة الحالات مجموعة ھي و محدد حلھا Ĥ0 أن إعتبرنا لو للھامیلتون. الكاملة القوة مسئلة تقابل

التالیة الممیزة المعادلة حسب |ψ(0)
n ⟩

(14.2) Ĥ0|ψ(0)
n ⟩ = E(0)

n |ψ(0)
n ⟩,

.Ĥ0 المضطرب غیر للھامیلتون الإرتباط لحالة الممیزة الطاقة قیم تمثل E(0)
n الممیزة القیم مجموعة أن حیث

ھذه في لكن .ψ(0)
n (r) = ⟨r|ψ(0)

n ⟩ بـ الموقع فضاء في عنھا التعبیر یمكن |ψ(0)
n ⟩ الممیزة الحالات مجموعة

الممیزة المعادلة بحل مطالبین نحن العمومیة. أجل من دیراك ترمیز سنستخدم المرحلة

(14.3) Ĥ|ψn⟩ =
(
Ĥ0 + λĤ1

)
|ψn⟩ = En|ψn⟩,
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صغیر. إضطراب مع النھائي غیر البئر جھد :(14.1) شكل

فإن λ→ 0 عندما أنھ لاحظ .Ĥ المضطرب للھامیلتون التامة الممیزة القیم و الحالات تمثل En و |ψn⟩ أن حیث
Ĥ الھامیلتون إلى نظرنا لو .(14.2) إلى (14.3) المعادلة تؤول وبالتالي .En → E(0)

n و |ψn⟩ → |ψ(0)
n ⟩

كالتالي یُكتب Hmn matrix element المصفوفة عنصر فإن كمصفوفة،

Hmn ≡ ⟨ψ(0)
m |Ĥ|ψ(0)

n ⟩ = E(0)
m δmn + ⟨ψ(0)

m |λĤ1|ψ(0)
n ⟩.

مصفوفة عناصر یمثل الإضطراب) (حد الثاني الحد قطریة. مصفوفة عنصر یمثل الأیمن الطرف آخر من الأول الحد
المصفوفة diagonalizing قطرنة فإن ،N المتناھي البعد ذو الفضاء في .off-diagonal elements القطر خارج
الإضطراب. نظریة إلى نحتاج المنتھیة، غیر المصفوفات حالة في لكن جبریة. معادلة N من مجموعة حل تتضمن
الحد یضفیھ الذي التعقید بسبب للغایة، محظوظین كنا إذا إلا ،(14.3) للمعادلة تام حل إیجاد یمكن لا عام، بشكل
المضطرب، للھامیلتون تقریبیة حلول على للحصول منھجیة خطوات الاضطراب نظریة تُعتبر لھذا، الإضطرابي.
في الموضح اللانھائي الجھد المثال سبیل على المضطرب. غیر للھامیلتون التامة الحلول على الاعتماد خلال من
على قائم تقریبي حل إیجاد أجل من الإضطراب نظریة إلى اللجوء یمكننا لكن تام. بشكل حلھ لایمكن (14.1) الشكل

.(4.4) في المعطى المضطرب، غیر للھامیلتون التام الحل
non- المنحلة غیر للمستویات الزمن عن المستقلة الإضطراب نظریة (1) الإضطراب: نظریة من نوعان لدینا
الزمن عن المستقلة الإضطراب نظریة (2) و degenerate time-independent perturbation theory

الأولى. الحالة في سنبدأ . degenerate time-independent perturbation theory المنحلة للمستویات

المنحلة غیر للحالات الإضطراب 14.1.1
Perturbation of non-degenerate states

كالتالي ،λ لـ قوى كمتسلسلات En الممیزة القیم و |ψn⟩ الممیزة الحالات مفكوك بإیجاد نبدأ

(14.4) |ψn⟩ = |ψ(0)
n ⟩+ λ|ψ(1)

n ⟩+ λ2|ψ(2)
n ⟩+ · · · ,

و
(14.5) En = E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + · · · ,

E(k)
n و ،n رقم eigenstate الممیزة للحالة kth order correction k الرتبة من التصحیح تمثل ψ(k)

n أن حیث
(14.5) و (14.4) المعادلتین بتعویض .n رقم eigenenergy الممیزة المستوى لطاقة k الرتبة من التصحیح تمثل

على نحصل (14.3) في

Ĥ|ψn⟩ =
(
Ĥ0 + λĤ1

) (
|ψ(0)
n ⟩+ λ|ψ(1)

n ⟩+ λ2|ψ(2)
n ⟩+ · · ·

)
=

(
E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · ·

) (
|ψ(0)
n ⟩+ λ|ψ(1)

n ⟩+ λ2|ψ(2)
n ⟩+ · · ·

)
,
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على نحصل λ لـ كقوى الحدود بترتیب

Ĥ0|ψ(0)
n ⟩+ λ

(
Ĥ0|ψ(1)

n ⟩+ Ĥ1|ψ(0)
n ⟩

)
+ λ2

(
Ĥ0|ψ(2)

n ⟩+ Ĥ1|ψ(1)
n ⟩

)
+ · · ·

= E(0)
n |ψ(0)

n ⟩+ λ
(
E(1)
n |ψ(0)

n ⟩+ E(0)
n |ψ(1)

n ⟩
)

+ λ2
(
E(0)
n |ψ(2)

n ⟩+ E(1)
n |ψ(1)

n ⟩+ E(2)
n |ψ(0)

n ⟩
)

+ · · · .

الحدود معاملات لمقارنة the uniqueness of the power series القوى1 لمتسلسلات التمثیل واحدیة نطبق
سوى لیست وھي Ĥ0|ψ(0)

n ⟩ = E(0)
n |ψ(0)

n ⟩ على λ0 رتبة لأقل نحصل القوة. نفس إلى مرفوعة λ لھا والتي
على نحصل (λ1 (معاملات الأولى للرتبة .(14.2) العلاقة

(14.6) Ĥ0|ψ(1)
n ⟩+ Ĥ1|ψ(0)

n ⟩ = E(1)
n |ψ(0)

n ⟩+ E(0)
n |ψ(1)

n ⟩.

على نحصل (λ2 (معاملات الثانیة الرتبة معاملات بمقارنة

(14.7) Ĥ0|ψ(2)
n ⟩+ Ĥ1|ψ(1)

n ⟩ = E(0)
n |ψ(2)

n ⟩+ E(1)
n |ψ(1)

n ⟩+ E(2)
n |ψ(0)

n ⟩.

بعد المستھدفة. للدقة تحقیقاً المطلوبة الرتبة إلى نصل حتى إلخ ... ،λ4 ،λ3 معاملات بمقارنة الطریقة بنفس نستمر
إیجاد ھو التالیة الخطوة .λ = 1 أخذ یمكن المرحلة ھذه عند ،λ المعامل دور ھنا ینتھي المطلوبة الرتبة تحدید

الثانیة. الرتبة من التصحیح إلى نذلف ثم من و الأولى، الرتبة من التصحیح

First-order correction الأولى الرتبة من التصحیح

على نحصل الیسار، من ⟨ψ(0)
n | بالبرا (14.6) المعادلة نضرب

⟨ψ(0)
n |Ĥ0←−|ψ

(1)
n ⟩+ ⟨ψ(0)

n |Ĥ1|ψ(0)
n ⟩ = ⟨ψ(0)

n |E(1)
n |ψ(0)

n ⟩+ ⟨ψ(0)
n |E(0)

n |ψ(1)
n ⟩,

E(0)
n ⟨ψ(0)

n |ψ(1)
n ⟩+ ⟨ψ(0)

n |Ĥ1|ψ(0)
n ⟩ = E(1)

n ⟨ψ(0)
n |ψ(0)

n ⟩︸          ︷︷          ︸
=1

+ E(0)
n ⟨ψ(0)

n |ψ(1)
n ⟩.

الطرف في البعض بعضھ یلغي E(0)
n ⟨ψ(0)

n |ψ(1)
n ⟩ الحد كذلك .⟨ψ(0)

n | البرا على یؤثر فإنھ Ĥ0 ھیرمیشیة بسبب
إلى لنصل الأیمن، و الأیسر

(14.8) E(1)
n = ⟨ψ(0)

n |Ĥ1|ψ(0)
n ⟩.

Ĥ1 الإضطراب لھامیلتون المتوقعة القیمة سوى لیس للطاقة الأولى الرتبة من التصحیح أن تعني (14.8) العلاقة
أكثر من ھي و الأولى الرتبة من الإضطراب لنظریة الأساسیة العلاقة وتُعتبر .|ψ(0)

n ⟩ المضطربة غیر للحالة
الكم. میكانیكا في استخداماً المعادلات

كالتالي (14.6) العلاقة في الحدود تجمیع بإعادة نقوم ،|ψ(1)
n ⟩ الممیزة للحالة الأولى الرتبة من التصحیح لإیجاد

(14.9)
(
Ĥ0 − E(0)

n

)
|ψ(1)
n ⟩ = −

(
Ĥ1 − E(1)

n

)
|ψ(0)
n ⟩.

بما .(14.8) العلاقة خلال من E(1)
n و |ψ(0)

n ⟩ بـ معرفتنا خلال كم محدد أعلاه (14.9) المعادلة من الأیمن الطرف
المتعامدة، و خطیاً المستقلة الكِت من كاملة مجموعة تُشَكِّل |ψ(0)

n ⟩ المضطربة غیر الممیزة الحالات مجموعة أن
كالتالي |ψ(0)

n ⟩ لـ خطي كمجموع |ψ(1)
n ⟩ المضطرب الكِت عن التعبیر فبالإمكان

(14.10) |ψ(1)
n ⟩ =

∑
m,n

cnm|ψ(0)
m ⟩,

.364 صفحة [1] المرجع إلى 1أنظر
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فإن ،(14.9) المعادلة |ψ(1)
n ⟩ حققت إذا لأنھ الأیمن، الطرف في المجموع من n = m الحالة إستبعدنا ھنا

|ψ(1)
n ⟩+ a|ψ(0)

n ⟩,

ما كل .n = m تحوي التي الحدود بطرح الحریة ھذه سنشتغل لھذا عشوائي. ثابت a حیث ،(14.9) تحقق أیضاً
cnm أعطى ھذا لكن ،cnm = ⟨ψ(0)

n |ψ(1)
n ⟩ نكتب القاريء فكر بما أعلم (لا! cnm المعاملات تحدید ھو نحتاجھ

العلاقة بإستخدام (14.9) في |ψ(1)
n ⟩ عن بالتعویض یتم المعاملات تحدید أصلاً). مجھولة وھي |ψ(1)

n ⟩ بمعلومیة
على لنحصل ،(14.2) المضطربة غیر شرودنجر معادلة تحقق |ψ(0)

m ⟩ أن بالإعتبار الأخذ مع ،(14.10)

(14.11)
∑
m,n

cnm
(
E(0)
m − E(0)

n

)
|ψ(0)
m ⟩ = −

(
Ĥ1 − E(1)

n

)
|ψ(0)
n ⟩.

على نحصل الیسار، من ⟨ψ(0)
k | بالبرا (14.11) المعادلة ∑نضرب

m,n
cnm

(
E(0)
m − E(0)

n

)
⟨ψ(0)

k |ψ(0)
m ⟩ = −⟨ψ(0)

k |Ĥ1|ψ(0)
n ⟩+ E(1)

n ⟨ψ
(0)
k |ψ(0)

n ⟩.

ثَم ومن صفر یساوي الأیسر الطرف ⟨ψ(0)
k |ψ(0)

m ⟩ = ⟨ψ(0)
n |ψ(0)

m ⟩ = δnm فإن k = n أن حالة في لاحظ
على لنحصل k , n إذاً نختار .(14.8) الأساسیة العلاقة نستعید

cnk
(
E

(0)
k − E(0)

n

)
⟨ψ(0)

k |ψ(0)
m ⟩ = −⟨ψ(0)

k |Ĥ1|ψ(0)
n ⟩,

أو

(14.12) cnm = −⟨ψ
(0)
m |Ĥ1|ψ(0)

n ⟩
E

(0)
m − E(0)

n

; ∀n , m.

لیصبح |ψ(1)
n ⟩ الممیزة للحالة الأولى الرتبة من التصحیح نكتب ،(14.10) في (14.12) من cnm عن نعوض

(14.13) |ψ(1)
n ⟩ =

∑
m,n

⟨ψ(0)
m |Ĥ1|ψ(0)

n ⟩
E

(0)
n − E(0)

m

|ψ(0)
m ⟩.

نطور أن سنحتاج الإنحلال حالة في یختفي. المقام تجعل قد الطاقة في إنحلال لایوجد أنھ طالما سلیمة أعلاه العلاقة
التالي. القسم في degenerate perturbation theory المنحلة الإضطراب نظریة

Second-order energy correction الثانیة الرتبة من الطاقة تصحیح

أنھ التذكیر مع الیسار، من ⟨ψ(0)
n | بالبرا (14.7) المعادلة نضرب الثنیة الدرجة من الطاقة تصحیح على للحصول

على لنحصل ،⟨ψ(0)
n |E(0)

n = ⟨ψ(0)
n |Ĥ0 فإن Ĥ0 ھیرمیشیة بسبب

E(0)
n ⟨ψ(0)

n |ψ(2)
n ⟩+ ⟨ψ(0)

n |Ĥ1|ψ(1)
n ⟩ = E(0)

n ⟨ψ(0)
n |ψ(2)

n ⟩+E(1)
n ⟨ψ(0)

n |ψ(1)
n ⟩+E(2)

n ⟨ψ(0)
n |ψ(0)

n ⟩︸          ︷︷          ︸
=1

.

إلى لنصل الأیمن الطرف في الأول الحد یلغي الأیسر الطرف في الأول الحد

E(2)
n = ⟨ψ(0)

n |Ĥ1|ψ(1)
n ⟩ − E(1)

n ⟨ψ(0)
n |ψ(1)

n ⟩︸          ︷︷          ︸
=0

.

لنحصل (14.10) العلاقة في |ψ(1)
n ⟩ مفكوك نستخدم ذلك، على نبرھن حتى یختفي، الأیسر الطرف في الثاني الحد

على
⟨ψ(0)

n |ψ(1)
n ⟩ =

∑
m,n

cnm⟨ψ(0)
n |ψ(0)

m ⟩ = 0,
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V0 

a 

البئر. كل على ثابت إضطراب مع النھائي غیر البئر جھد :(14.2) شكل

یصبح الثانیة الرتبة من الطاقة في التصحیح إذاً .n , m للحالتین التعامد علاقة طبقنا حیث

E(2)
n = ⟨ψ(0)

n |Ĥ1|ψ(1)
n ⟩.

على لنحصل (14.13) العلاقة من |ψ(1)
n ⟩ عى نعوض

(14.14) E(2)
n =

∑
m,n

⟨ψ(0)
m |Ĥ1|ψ(0)

n ⟩⟨ψ(0)
n |Ĥ1|ψ(0)

m ⟩
E

(0)
n − E(0)

m

=
∑
m,n

∣∣∣⟨ψ(0)
m |Ĥ1|ψ(0)

n ⟩
∣∣∣2

E
(0)
n − E(0)

m

,

الإضطراب لنظریة الأساسیة العلاقة تعتبر العلاقة ھذه .⟨ψ(0)
m |Ĥ1|ψ(0)

n ⟩∗ = ⟨ψ(0)
n |Ĥ1|ψ(0)

m ⟩ أن إعتبرنا حیث
التناظرات. على إعتماداً یختفي ما عادة الأولى الرتبة من الطاقة تصحیح أن حقیقة من تنبع أھمیتھا الثانیة. الرتبة من

ھنا: الھامة النقاط بعض إستنتاج یمكننا

(14.14) العلاقة في المقام فإن للطاقة، ممكن مستوى أقل أي الأرضیة، الحالة تمثل |ψ(0)
n ⟩ الحالة كانت إذا .1

الأرضیة. الحالة طاقة یخفض دائماً الثانیة الرتبة من الطاقة تصحیح أن یعني مما دائماً سالب

فإن order of magnitude القیمة رتبة نفس لھا ⟨ψ(0)
m |Ĥ1|ψ(0)

n ⟩ المصفوفة عناصر قیم أن حالة في .2
طاقة تخفض k > n المستویات أن حیث .n المستوى من القریبة المستویات من تأتي الھامة المساھمات
تصحیح أن نقول إذاً الأعلى. إلى n المستوى طاقة ترفع k < n الأقل المستویات و الأسفل إلى n المستوى
الطاقة. فجوات زیادة إلى بالتالي یؤدي و البعض بعضھا مع تتنافر المستویات یجعل الثانیة الرتبة من الطاقة

العلاقة من یُعْطى المتناظر غیر البئر جھد في المحصور للجسیم المضطربة غیر الموجیة الدالة :(14.1) مثال

ψ(0)
n (x) =

√
2

a
sin

(
nπ

a
x
)

; ∀ 0 < x < a,

ھي الممیزة الطاقة قیم .n = 1, 2, 3, · · · حیث

E(0)
n =

n2π2~2

2ma2
; n = 1, 2, 3, · · · .

الشكل في موضح ھو كما V0 ثابتة قیمة إلى صفر من الجھد أرضیة برفع للنظام إضطراب بعمل قمنا أننا فرضنا لو
♠ الأولى. الرتبة تصحیح أوجد .(14.2)

العلاقة من .Ĥ1 = V0 ثابتة قیمة عن عبارة للھامیلتون المضاف الإضطراب أن نلاحظ :(14.1) مثال حل
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V0 

a/2 /2 a 

البئر. نصف على ثابت إضطراب مع النھائي غیر البئر جھد :(14.3) شكل

الأولى الرتبة من الطاقة تصحیح أن نجد (14.8)

E(1)
n = ⟨ψ(0)

n |Ĥ1|ψ(0)
n ⟩ = ⟨ψ(0)

n |V0|ψ(0)
n ⟩ = V0.

أن لاحظ
⟨ψ(0)

m |Ĥ1|ψ(0)
n ⟩ = V0⟨ψ(0)

m |ψ(0)
n ⟩ = 0,

في الثانیة الرتبة من الطاقة تصحیح كذلك .(14.13) في الموجیة للدالة تصحیح لا وبالتالي .n , m أن طالما
المصححة الطاقة مستویات وعلیھ صفر. یساوي (14.14)

En ≈ E(0)
n + V0 =

n2π2~2

2ma2
+ V0,

حالة في أنھ إذاً یتضح تامة! بل فقط، منطقیة لیست الإجابة .V0 بمقدار للأعلى) أُزیحت (أو رُفِعَت الطاقة قیم أن أي
الرتب من التصحیحات لأن تامة قیم على للحصول كافیاً سیكون الأولى الرتبة من التصحیح فإن الثابت الإضطراب
فإن ،(14.3) الشكل في موضح ھو كما البئر منتصف إلى یمتد الإضطراب أن فرضنا لو المقابل، في تختفي. العلیا

یصبح الأولى الرتبة من التصحیح

E(1)
n =

2

a
V0

∫ a/2

0
sin2

(
nπ

a
x
)
dx =

V0

2
.

منطقیة، تبدو لكن تامة، لیست النتیجة ھذه .V0/2 بمقدار إرتفعت الطاقة مستویات أن تعني الحالة ھذه في النتیجة
♣ الأولى. الرتبة من كتقریب

بسیط توافقي مھتز جھد بفعل واحد بعد في یتذبذب q بشحنة ومشحون m كتلتھ جسیم إعتبر :(14.2) مثال
الأساسي الھامیلتون .ω بتردد

Ĥ0 =
p2

2m
+

1

2
mω2x2.

إضطرابي كحد یظھر الجسیم مع المجال تفاعل أن حیث .|E|ضعیف خارجي كھربائي مجال إلى تعرضالجسیم إذا
بـ یُعطى

Ĥ1 = q|E|x.
♠ .n مستوى لأي الثانیة و الأولى للرتبة الطاقة إزاحة إحسب

العلاقة في كما الدرجیة المؤثرات بإستخدام الإضطراب ھامیلتون في x قیمة عن التعبیر یمكن :(14.2) مثال حل
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على لنحصل ،(6.40)

Ĥ1 = q|E|
√
~

2mω
(â+ + â−).

على لنحصل ،(14.8) العلاقة من یُعْطِي الأولى الرتبة من الطاقة تصحیح

E(1)
n = ⟨n|Ĥ1|n⟩ = q|E|

√
~

2mω

[
⟨n|â+|n⟩+ ⟨n|â−|n⟩

]
= 0, .

.(6.33) العلاقة إستخدمنا حیث
على لنحصل ،(14.14) العلاقة نستخدم الثانیة، الرتبة من الطاقة تصحیح

E(2)
n =

∑
m,n

∣∣∣⟨m|Ĥ1|n⟩
∣∣∣2

E
(0)
n − E(0)

m

= q2|E|2 ~
2mω

∑
m,n

|⟨m|â+|n⟩+ ⟨m|â−|n⟩|2

E
(0)
n − E(0)

m

.

تطبیق مع â−|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ ،(6.32) العلاقة و â+|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩ ،(6.31) العلاقة نستخدم

إلى نصل التعامد، علاقة

E(2)
n = q2|E|2 ~

2mω

∑
m,n

∣∣∣√n+ 1⟨m|n+ 1⟩+
√
n⟨m|n− 1⟩

∣∣∣2
E

(0)
n − E(0)

m

,

= q2|E|2 ~
2mω

∑
m,n

[
(n+ 1) |⟨m|n+ 1⟩|2 + n |⟨m|n− 1⟩|2
+2n(n+ 1) |⟨m|n+ 1⟩⟨m|n− 1⟩|

]
E

(0)
n − E(0)

m

,

و ⟨m|n + 1⟩ = 1 عندئذٍ m = n + 1 عندما ،n الحالة أعلى الطاقة لمستویات الأولى الحالة حالتین. لدینا
⟨m|n+ 1⟩ = 0 mعندئذٍ = n− 1 عندما ،n الحالة أسفل الطاقة لمستویات الثانیة الحالة .⟨m|n− 1⟩ = 0
وعلیھ .|⟨m|n+ 1⟩⟨m|n− 1⟩| = 0 المجموع داخل المتقاطع الحد الحالتین كلا في .⟨m|n − 1⟩ = 1 و

الطاقة تصحیح یصبح

E(2)
n = q2|E|2 ~

2mω

 (n+ 1)

E
(0)
n − E(0)

n+1

+
n

E
(0)
n − E(0)

n−1

 .
.(−~ω (یساوي سالب المقام لأن الأعلى الطاقة ذات المستویات بفعل الأسفل إلى تنزاح n المستوى طاقة الأول الحد
وعلیھ .(~ω (یساوي موجب المقام لأن الأقل الطاقة ذو المستوى بفعل الأعلى إلى تنزاح n المستوى طاقة الثاني الحد

الطاقة تصحیح یصبح

E(2)
n = q2|E|2 ~

2mω

1

~ω
[−(n+ 1) + n] = −q

2|E|2
2mω2

.

مركز أن یعني ھذا .n الكمي العدد على لاتعتمد الطاقة في الإزاحة أعلاه. بالقیمة الطاقة خفض ھي الإزاحة نتیجة
الجھد إلى V (x) الجھد یغیر Ĥ1 = q|E|x الإضطراب أن إعتبرنا لو حسابھا یمكن إزاحة لھ ستحدث الجھد

كالتالي ،Veff(x) effective potential الفعال

Veff(x) = V (x) + Ĥ1 =
1

2
mωx2 + q|E|x =

1

2
mω2

[
x2 +

2q|E|
mω2

]
,

=
1

2
mω2

[
x2 +

2q|E|
mω2

+
q2|E|2
m2ω4

− q2|E|2
m2ω4

]
=

1

2
mω2

(x+
q|E|
mω2

)2

− q2|E|2
m2ω4

 ,
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q E

mω2
-q2 E 2

2mω2

Veff

x

V ( x )

الناتج و المستمر) (المنحنى المُزَاح الفعال الجھد و المتقطع) (المنحنى البسیطة التوافقیة الحركة جھد :(14.4) شكل
خارجي. كھربائي مجال مع مشحون حسیم تفاعل عن

أن إلى أخیراً لنصل

Veff(x) =
1

2
mω2

(
x+

q|E|
mω2

)2

− q2|E|2
2mω2

.

المجال بسبب q|E|/(mω2) الإتزان نقطة حول البسیط التوافقي المتذبذب جھد یمثل الأیمن الطرف في الأول الحد
یوضح (14.4) شكل .E(2)

n الطاقة في الناتجة الإزاحة ھو الأیمن الطرف في الثاني الحد .|E| الخارجي الكھربائي
♣ الإضطراب. بسبب الفعال الجھد و الأصلي الجھد شكل

إزاحة ھو التفاعل جھد على |E| الخارجي المجال أثر أن طالما التالي: السؤال للذھن یتبادل قد السابق المثال في
(أو exact wave function التامة الموجیة الدالة حساب یمكن فكیف ،∆x = q|E|/mω2 بمقدار الموقع في
نقطة أن طالما ھي الإجابة تاماً؟ حلاً Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 الھامیلتون حل إلى الحاجة دون التامة) الممیزة الحالات
یتحقق ھذا .ψn(x) = ψ(0)

n (x + ∆x) یصبح التام الحل فإن ،∆x تبدل یمقدار أُزیح الجدید الحھد الإتزان
أي ،(8.127) العلاقة في T̂ (∆x) الإنتقال مؤثر بإستخدام

ψn(x) = ψ(0)
n (x+ ∆x) = T̂ (∆x)ψ(0)

n (x),

= e−ip̂∆x/~ψ(0)
n (x) = e−iq|E|p̂x/mω

2~ψ(0)
n (x),

.(6.10) العلاقة من المُعْطى و المضطرب غیر الحل ψ(0)
n (x) حیث

Perturbation of degenerate states المنحلة للحالات الإضطراب 14.1.2

|ψ(0)
n ⟩ أكثر) (أو ممیزتان حالتان كانت إذا أي - degeneracy إنحلال تحوي المضطربة غیر الحالات كانت إذا

cnm المعاملات لأن تفشل: العادیة الاضطراب نظریة فإن - الطاقة نفس في تشتركان n , m حیث ،|ψ(0)
m ⟩ و

البسط، یختفي لم (ما یتباعد (14.14) المعادلة في E(2)
n الثانیة الرتبة من الطاقة تصحیح و (14.12) المعادلة في

یدفعنا سبب یوجد لا الإنحلال حالة في فإنھ لذلك، لاحقًا). لنا بالنسبة مھمة ستكون ثغرة ھذه ⟨ψ(0)
m |Ĥ1|ψ(0)

n ⟩ = 0
لمعالجة أخرى طریقة عن نبحث أن یجب وبالتالي ،(14.8) المعادلة في للطاقة الأولى الرتبة بتصحیح حتى للثقة

إنحلال. على تنطوي الاضطراب نظریة تطبیقات جمیع تقریبا بسیطة؛ مشكلة لیست ھذه أن لاحظ المشكلة.
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jÃni 

jÃ
(0)
n i 

jÃni 

j ¹Ã
(0)
n i 

 )ب( )أ(

إتجاه إلى تشیر والتي |ψ(0)
n ⟩ المنحلة المضطربة غیر الحالات (أ) إلى بالنسبة |ψn⟩ التامة الحالات :(14.5) شكل

.|ψn⟩ مع الإتجاه قریبة تكون والتي |ψ̄(0)
n ⟩ الحمیدة المضطربة غیر الحالات (ب) و دقیق، غیر

Good quantum states الحمیدة الكمیة الحالات

تغیره یمكن خارجي مجال عن ناتج λĤ1 أن لنعتبر .Ĥ0 + λĤ1 أو Ĥ0 لـ الإنحلال عدم حالة إلى بدایةً لننظر
1 إلى 0 من λ قیمة زیادة مع .1 إلى 0 من λ تغییر نظریاً یقابلھ ھذا الكاملة. القیمة إلى الصفر من مستمر بشكل
إلى |ψ(0)

n ⟩ من مستمر eigenstatesبشكل الممیزة الأساسات تتغیر ،Ĥ0 + Ĥ1 إلى Ĥ0 من الھامیلتون یزداد
مع الممیزة للحالات التحلیلي أو المستمر التغییر ھذا إن .(14.6) الشكل من (أ) الجزء في موضح ھو كما ،|ψn⟩
نفس وھي الإضطراب، نظریة في سابقاً فعلنا كما |ψ(0)

n ⟩ من إبتداءً |ψn⟩ تحدید من یمكننا الذي ھو الاضطراب
تایلور. مفكوك باستخدام x النقطة من بدایة x+ a النقطة عند التحلیلیة الدوال بعض قیمة فیھا نحسب التي الطریقة
الإنحلال یفقد الجزئي الفضاء ھذا degenerate subspace Ĥ0 لـ منحلاً جزئیاً فضاءً نفترض دعنا الآن،
the perturbation lifts the الإنحلال2 أزال الإضطراب أن إذاً نقول الإضطراب. بسبب Ĥ0 + Ĥ1 في
|ψn⟩ الممیزة الحالة من بدأنا أننا تخیلنا لو الطریقة.) بنفس العامة الحالات مع التعامل (یمكننا .degeneracy
إلى المطاف نھایة في سنصل ببطء. λ → 0 بجعل إدیاباتیكیاً) بالأحرى (أو تدریجیاً الإضطراب بإطفاء وقمنا

.(14.6) الشكل من (ب) الجزء في موضح ھو كما ،Ĥ0 من |ψ̄(0)
n ⟩ الحالات

بقیمة الخارجي المجال بتشغیل وقمنا |ψ(0)
n ⟩ للحالات عشوائي بإختیار قمنا فلو إنحلال، تحوي Ĥ0 لأن نظرًا

غیر السلوك ھذا كبیراً. سیكون الأساسات في التغییر فإن الدقة)، في متناھي بشكل تتغیر λ) الدقة في متناھیة
مفكوك في الأولى المشتقة بتباعد ذلك مقارنة یمكن الأولى. الدرجة من المصفوفة عنصر بتباعد علیھ نستدل التحلیلي
أن إلى یعود السبب المنحل. الفضاء في الصحیح بالأساس نبدأ أن یجب لذا، متصلة. غیر f(x) تكون عندما تایلور
من (أ) في موضح ھو كما ،|ψn⟩ التامة الحالات إلى كافٍ بشكل لاتشیر |ψ(0)

n ⟩ المضطربة غیر المنحلة الأساسات
الحالات عكس على النظام. حالة لاتمثل بعیدة حالات سیُنْتِج الإضطراب في طفیف تغییر أي وبالتالي (14.5) الشكل
خطي جمع تحوي التي و (14.5) الشكل من (ب) في schematically تخطیطیاً الموضحة و ،|ψ̄(0)

n ⟩ الحمیدة
.|ψn⟩ التامة الحالات بإتجاه الإمكان قدر تشیر بحیث |ψ(0)

n ⟩ للحالات
عن عملیاً و λ المعامل قیمة تغییر خلال من نظریاً الإضطراب في التحكم أن بالقول (14.6) الشكل نلخص إذاً
أو جزئیاً المنحل Ĥ0 للھامیلتون الإضطراب عدم حالة من الإنتقال (أ) الحالة في مستمر. خارجي بمجال التحكم طریق
على أُسقط النظام و الإنحلال أزال الإضطراب أن نقول .Ĥ0 +Ĥ1 المنحل غیر لكن المضطرب الھامیلتون إلى كلیاً
بشكل λ→ 0 بأخذ نظریاً (أدیاباتیكیاً)، تدریجیاً الأضطراب إطفاء (14.6) الشكل من (ب) الحالة في .|ψn⟩ الحالة
ھذه .|ψ̄(0)

n بالأساسات⟨ الموصوفة الحمیدة الحالات على النظام لیسقط تدریجیاً الخارجي المجال بإطفاء عملیاً و دقیق
⟨ψ̄(0)

m |Ĥ1|ψ̄(0)
n ⟩ = 0 off-diagonal matrix elements القطر خارج المصفوفة عناصر تجعل الأساسات

n , m عندما المنحل الفضاء إلى المنتمیان m و n للحالات E(0)
n = E(0)

m الطاقة مقام مع البسط في تختفي
لقطرنة الحمیدة الأساسات ھذه إستخدام إمكانیة یعني مما یتباعد. لا (14.12) المعادلة في cnm المعامل وبالتالي
|ψ(0)
n ⟩ المنحلة الأساسات و |ψ̄(0)

n ⟩ الحمیدة الأساسات بین العلاقة (14.6) الشكل من لاحظ .Ĥ1 diagonalize

break the التناظر ھذا كسر ھو ھنا الإضطراب دور . symmetric Hamiltonian الھامیلتون في التناظر عن عادة ینتج الإنحلال التناظر، نظر وجھة 2من
الإنحلال. إزالة تتم بالتالي و symmetry
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المجال تقلیل (ب) في .(λ قیمة زیادة (نظریاً الخارجي المجال بزیادة (أ) في الإضطراب تغییر :(14.6) شكل
الحمیدة. الحالات على النظام لإسقاط تدریجیاً الخارجي

الفیزیائیة) الحالة (وبالتالي إتجاه یغیر الذي و الدوران مؤثر R̂حیث ،|ψ̄(0)
n ⟩ = R̂|ψ(0)

n ⟩ أن أي دوران، عن ناتج
للأساسات.

الفضاء ضمن H1 یقطرن الذي الأساس إیجاد إلى نحتاج المناسبة، البدایة نقطة لإیجاد أنھ إلى الإشارة تجدر
القطرنة فإن متناھیة، غیر بأبعاد مصفوفات مع تعاملنا لو حتى ، وبالتالي بالكامل. ھیلبرت فضاء ولیس فقط المنحل
المثال سبیل عل المنحلة. الجزئیة الفضائات تمثل التي و المتناھیة الأبعاد في تتم exact diagonalization التامة

التالیة بالمصفوفة یُمثل Ĥ0 كان لو

H0 =



E
(0)
1 0 0 0 0 0 · · ·
0 E

(0)
2 0 0 0 0 · · ·

0 0
. . . 0 0 0 · · ·

0 0 0 E
(0)
k 0 0 · · ·

0 0 0 0 E
(0)
k 0 · · ·

0 0 0 0 0 E
(0)
k · · ·

...
...

...
...

...
...

. . .


,

بالمربع المحددة n = k + 2 و ،n = k + 1 ،n = k الحالات یتضمن والذي الجزئي الفضاء ھو ھنا مایھمنا
Hk

0 = E
(0)
k I الوحدة مصفوفة بمعلومیة یكتب أن یمكن و Ĥk

0 بـ لھ نرمز Ĥ0 من المنحل الفضاء یمثل والذي
المعادلة یحقق الجزئیة المصفوفة مؤثر الإنحلالات. عدد على 3 × 3 ابعادھا والتي الوحدة مصفوفة یمثل I حیث

الممیزة
(14.15) Ĥk

0 |ψ(0)
n ⟩ = E

(0)
k |ψ(0)

n ⟩, ∀n = k, k + 1, and k + 2.

تصبح الممیزة المعادلة الإضطراب، وجود مع

(14.16) Ĥk|ψn⟩ = Ek|ψn⟩; ∀n = k, k + 1, and k + 2,

|ψ̄(0)
n ⟩ الحمیدة الأساسات حساب كیفیة نتعلم أن فقط یبقى المضطرب. الھامیلتون یمثل Ĥk = Ĥk

0 + Ĥk
1 حیث

المثال. ھذا بعد التالي القسم في سنتناولھا والتي ،(14.16) و (14.15) المعادلات حل من نتمكن كي
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الھامیلتون .ω بتردد بسیط توافقي مھتز جھد بفعل y و x بعدین في mیتذبذب كتلتھ جسیم إعتبر :(14.3) مثال
الأساسي

Ĥ0 =
p2

2m
+

1

2
mω2

(
x2 + y2

)
.

أعلاه المعادلة حل إمكانیة بسبب واحد بعد في مستقلین لمتذبذبین تراكب أنھ أساس على النظام ھذا مع التعامل یمكن
الحل على لنحصل المتغیرات فصل طریق عن

|n1, n2⟩ = |n1⟩ ⊗ |n2⟩,

الكمیة الحالات یمثل n2 = 0, 1, 2, · · · و ،x محور على للذبذبة الكمیة الحالات یمثل n1 = 0, 1, 2, · · · حیث
تصبح الممیزة القیم .y محور على للذبذبة

En1,n2 = En1 + En2 =
(
n1 +

1

2

)
~ω +

(
n2 +

1

2

)
~ω,

= (n1 + n2 + 1) ~ω

لھا الحالتین وكلا ،|1, 0⟩ أو |0, 1⟩ منحلة الأولي الإثارة حالة لكن .~ω طاقة لھا فریدة، |0, 0⟩ الأرضیة الحالة
تُكتب الأولى الإثارة حالة الدوال، بتمثیل .2~ω طاقة

⟨x, y|0, 1⟩ = ψ
(0)
0 (x)ψ

(0)
1 (y) =

√
2

π

mω

~
ye−

mω
2~

(x2+y2),

و

⟨x, y|1, 0⟩ = ψ
(0)
1 (x)ψ

(0)
0 (y) =

√
2

π

mω

~
xe−

mω
2~

(x2+y2).

بـ یُعطى إضطرابي حد بفعل الجسیم تفاعل إذا

Ĥ1 = ϵmω2xy.

للإضطراب. نتیجة الطاقة مستویات في التصحیح لإیجاد تستخدم أن یمكن التي الحمیدة الحالات معرفة ھو المطلوب
♠

للھامیلتون الكاملة eigenstates الممیزة الحالات نوجد أن یلزمنا الحمیدة الحالات لمعرفة :(14.3) مثال حل

Ĥ0 + Ĥ1 للھامیلتون التام الحل لكن المضطربة. غیر الحمیدة للحالات نصل كي ϵ→ 0 النھایة أخذ ثم Ĥ0 + Ĥ1

الضرب یحوي الذي الإضطرابي الحد في coupling الإقتران بسبب ھنا المتغیرات فصل نستخدم أن لایمكن معقد!
والذي الإحدثیات على R̂ الدوران مؤثر بتطبیق الحمیدة الحالات معرفة السابق نقاشنا من الممكن من لكن .xy

التحویل أخذنا لو .(12.73) العلاقة من یُعطى
 x

y

 =


1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2


 x′

y′

 ,
الحد في decouple الإقتران سیزیل بأنھ سببھ التحویل لھذا إختیارنا .R̂ = R̂−1 واحدیة، مصفوفة R̂ ھنا

إذاً الإضطرابي.
x′ =

x+ y√
2

; y′ =
x− y√

2
,
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على نحصل المشتقة، في السلسلة قاعدة بتطبیق

∂

∂x
=
∂x′

∂x

∂

∂x′
+
∂y′

∂x

∂

∂y′
=

1√
2

(
∂

∂x′
+

∂

∂y′

)
;

∂

∂y
=

1√
2

(
∂

∂x′
− ∂

∂y′

)
.

على لنحصل الھامیلتون في نعوض

Ĥ =
1

2m

(
∂2

∂x′2
+

∂2

∂y′2

)
+

1

2
m(1 + ϵ)ω2x′2 +

1

2
m(1− ϵ)ω2y′2,

فصل بإستخدام للحل قابلة أعلاه التفاضلیة المعادلة .ϵ → 0 عندما الأصلیة التفاضلیة المعادلة إلى تؤول حیث
واحد لبعد مستقلین متذبذبین یُعطي التام حلھا المتغیرات.

Ψn+,n−(x′, y′) = ψn+(x′)ψn−(y′),

exact التامة الطاقة مستویات الترتیب. على ،ω± =
√

1± ϵ ω بتردد واحد بعد في المتذبذب حالة ψn± أن حیث
كالتالي تُعطى energy eigenvalues

En+,n− =
(
n+ +

1

2

)
~ω+ +

(
n− +

1

2

)
~ω−,

لینبثق 2~ω الأولى الإثارة حالة عن یزول الإنحلال ϵ زیادة مع أنھ یوضح الشكل .(14.7) الشكل في الموضحة و
n− = 0 و n+ = 1 الأعلى في المستوى و (E0,1) n− = 1 و n+ = 0 الأسفل في المستوى حالتین: عنھا
الأعلى: إلى الأسفل من الطاقات على لنحصل ϵ زیادة مع تزول إنحلالات ثلاث لھا 3~ω الثانیة الإثارة حالة .(E1,0)
یتفق مما الأسفل إلى الطاقة مستویات تنزاح ϵ زیادة مع لكن فریدة، الأرضیة الحالة أن لاحظ .E2,0و ،E1,1 ،E0,2

للطاقة. الثانیة الرتبة بتصحیح المتعلقة إستنتاجاتنا مع
،ϵ = 0 عندما الحالات ھذه أثر إقتفینا لو ،ϵ زیادة مع المنحلة الأولى الإثارة حالة عن المنبثقین المستویین في

الحل أن نجد ،ω+ = ω− = ω یصبح حیث

lim
ϵ→0

Ψn+=0,n−=1(x
′, y′) = lim

ϵ→0
ψn+=0(x

′)ψn−=1(y
′) = ψ0

(
x+ y√

2

)
ψ1

(
x− y√

2

)
,

=

√
2

π

mω

~

(
x− y√

2

)
e−
mω
2~

(x2+y2),

=
−ψ(0)

1 (x)ψ
(0)
0 (y) + ψ

(0)
0 (x)ψ

(0)
1 (y)√

2
.

یكتب | ¯0, 1⟩ للأساس الحمید الأساس أن القول یمكننا

| ¯0, 1⟩ =
|0, 1⟩ − |1, 0⟩√

2
,

إلى لنصل أعلاه، الطریقة بنفس یوجد | ¯1, 0⟩ الحمید الأساس فإن الطریقة بنفس

| ¯1, 0⟩ =
|0, 1⟩+ |1, 0⟩√

2
.

تطور الذي الحمید الأساس نرى كي الإضطراب أطفئنا ثم Ĥ لـ التامة الممبزة الحلات حسبنا المثال ھذا في إذا
نحسب كیف ھو ھنا مایھمنا لكن !Ĥ0 لأساسات الخطي الجمع سوى لیست الحمیدة الأساسات ھذه منھ. الإضطراب

♣ تاماً؟ حلاً الإضطراب مع النظام حل من نتمكن لم لو الحمیدة الأساسات
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الإضطراب مع بعدین في البسیط التوافقي للمتذبذب exact levels تامة طاقة مستویات 3 أول :(14.7) شكل
.ϵ لـ كدالة ،coupled perturbation المقترن

States of two-fold degeneracy الإنحلال ثنائیة الحالات

أن أي منحلتین، n = k و n = j الحالتین أن لنفترض

(14.17) Ĥ0|ψ(0)
j ⟩ = E(0)|ψ(0)

j ⟩; Ĥ0|ψ(0)
k ⟩ = E(0)|ψ(0)

k ⟩; ⟨ψ(0)
k |ψ

(0)
j ⟩ = 0.

للحالتین خطي كجمع الحمیدة الحالة نأخذ فإننا معایرتان، |ψ(0)
j ⟩ و |ψ

(0)
k ⟩ الحالتین أن بإعتبار

(14.18) |ψ̄(0)⟩ ≡ aj|ψ(0)
j ⟩+ ak|ψ(0)

k ⟩,

كالتالي :Ĥ0 لـ ممیزة حالة بدورھا لاتزال والتي

(14.19) Ĥ0|ψ̄(0)⟩ = E(0)|ψ̄(0)⟩.

شرودنجر معادلة حل إلى نحتاج
(14.20) Ĥ|ψ⟩ = E|ψ⟩,

الممیزة القیم مفكوك و الحمیدة الحالات بمعلومیة الممیزة الحالات مفكوك نأخذ .Ĥ = Ĥ0 + λĤ1 أن حیث

(14.21)
|ψ⟩ = |ψ̄(0)⟩+ λ|ψ̄(1)⟩+ λ2|ψ̄(2)⟩+ · · · ,
E = E(0) + λE(1) + λ2E(2) + · · · .

على نحصل ،(14.20) في (14.21) العلاقات نعوض سابقاً، فعلنا كما

Ĥ|ψ⟩ =
(
Ĥ0 + λĤ1

) (
|ψ̄(0)⟩+ λ|ψ̄(1)⟩+ λ2|ψ̄(2)⟩+ · · ·

)
=

(
E(0) + λE(1) + λ2E(2) + · · ·

) (
|ψ̄(0)⟩+ λ|ψ̄(1)⟩+ λ2|ψ̄(2)⟩+ · · ·

)
,

على نحصل λ لـ كقوى الحدود بترتیب

Ĥ0|ψ̄(0)⟩+ λ
(
Ĥ0|ψ̄(1)⟩+ Ĥ1|ψ̄(0)⟩

)
+ λ2

(
Ĥ0|ψ̄(2)⟩+ Ĥ1|ψ̄(1)⟩

)
+ · · ·

= E(0)|ψ̄(0)⟩+ λ
(
E(1)|ψ̄(0)⟩+ E(0)|ψ̄(1)⟩

)
+ λ2

(
E(0)|ψ̄(2)⟩+ E(1)|ψ̄(1)⟩+ E(2)|ψ̄(0)⟩

)
+ · · · .
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فقط، λ1 معاملات نأخذ الأیمن. الطرف في الأول الحد یلغي الأیسر الطرف في الأول الحد (14.19) معادلة من
على لنحصل

(14.22) Ĥ0|ψ̄(1)⟩+ Ĥ1|ψ̄(0)⟩ = E(1)|ψ̄(0)⟩+ E(0)|ψ̄(1)⟩.

على نحصل ،⟨ψ(0)
j | بالبرا الطرفین بضرب

(14.23) ⟨ψ(0)
j |Ĥ0|ψ̄(1)⟩+ ⟨ψ(0)

j |Ĥ1|ψ̄(0)⟩ = E(1)⟨ψ(0)
j |ψ̄(0)⟩+ E(0)⟨ψ(0)

j |ψ̄(1)⟩.

الحد یلغي الذي E(0)⟨ψ(0)و
j |ψ̄(1)⟩ یُعطي (14.23) المعادلة من الأیسر الطرف في الأول الحد Ĥ0 ھیرمیشیة من

،(14.23) المعادلة في |ψ̄(0)⟩ للتعویضعن (14.18) العلاقة نستخدم المعادلة. نفس في الأیمن الطرف من الثاني
على نحصل

(14.24) aj⟨ψ(0)
j |Ĥ1|ψ(0)

j ⟩+ ak⟨ψ(0)
j |Ĥ1|ψ(0)

k ⟩ = ajE
(1).

الإضطراب مصفوفة عنصر عرفنا لو

(14.25) Wnm ≡ ⟨ψ(0)
n |Ĥ1|ψ(0)

m ⟩,

إندامجاً أكثر صیغة على لنحصل (14.24) المعادلة في نعوض معطاه. و معروفة كمیة وھي

(14.26) ajWjj + akWjk = ajE
(1).

إلى نصل السابقة الخطوات بنفس قمنا و ⟨ψ(0)
k | بالبرا (14.22) المعادلة طرفي ضربنا لو

⟨ψ(0)
k |Ĥ0|ψ̄(1)⟩+ ⟨ψ(0)

k |Ĥ1|ψ̄(0)⟩ = E(1)⟨ψ(0)
k |ψ̄(0)⟩+ E(0)⟨ψ(0)

k |ψ̄(1)⟩,

إلى نصل |ψ̄(0)⟩ عن والتعویض ،Ĥ0 لـ الھیرمیشیة أستغلال بعد الطرفین في المتشابھة الحدود إلغاء مع

aj⟨ψ(0)
k |Ĥ1|ψ(0)

j ⟩+ ak⟨ψ(0)
k |Ĥ1|ψ(0)

k ⟩ = akE
(1),

أو
(14.27) ajWkj + akWkk = akE

(1).

كالتالي المصفوفات بصیغة (14.27) و (14.26) المعادلتین جمع یمكن

(14.28)
[
Wjj Wjk

Wkj Wkk

] [
aj
ak

]
= E(1)

[
aj
ak

]
.

أو
(14.29) W · a = E(1)a ⇒

(
W− E(1)I

)
· a = 0.

الممیزة المتجھات و ،E(1) الأولى الرتبة من الطاقة تصحیح تُعطي W للمصفوفة الممیزة القیم أن یعني ھذا
غیر حل على نحصل حتى الحمیدة. الحالات تُعطینا بدورھا والتي ak و aj المعاملات تُعطي eigenvectors

یحقق المحدد أن من لابد صفري
(14.30)

∣∣∣W− E(1)I
∣∣∣ = 0,

أو

(14.31)
∣∣∣∣∣ Wjj − E(1) Wjk

Wkj Wkk − E(1)

∣∣∣∣∣ = (
Wjj − E(1)

) (
Wkk − E(1)

)
− |Wjk|2 = 0,
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الإضطراب. بوجود λ زیادة مع یزول الإنحلال أن لاحظ .E(0) الإنحلال ثنائي الطاقة مستوى :(14.8) شكل

ینتج التربیعیة المعادلة ھذه حل .Wkj = W ∗jk بالتالي و W للمصفوفة الھیرمیشیة شرط إستخدمنا حیث

(14.32) E
(1)
± =

1

2

[
Wjj +Wkk ±

√
(Wjj −Wkk)

2 + 4 |Wjk|2
]
.

الذي و المضطربة الطاقات یمثلان (14.32) المعادلة جذري المنحلة. الإضطراب لنظریة الأساسیة العلاقة ھي ھذه
.(14.8) الشكل في موضح ھو كما E(0) الطاقة في الإنحلال تزیل

العلاقة لتصبح ،k = j + 1 أخذ یمكن أنھ أي متتابعة. عموماً تكون المنحلة الحالات أن بالذكر الجدیر من
كالتالي (14.28)

(14.33)
[

Wj,j Wj,j+1

Wj+1,j Wj+1,j+1

] [
aj
aj+1

]
= E(1)

[
aj
aj+1

]
.

تصحیحات 3 لإیجاد تكعیبیة معادلة حل المطلوب و 3 × 3 مصفوفة على نحصل فإننا الإنحلال ثلاثیة للحالات
الحمیدة. الحالة على للحصول المنحلة للحالات الخطي للجمع معاملات ثلاث إلى بالإضافة للطاقة

الحالات تُعطي W المصفوفة diagonalizing قطرنة أن أثبت .(3) المثال إلى الآن نعود :(14.4) مثال
♠ للمسألة. التام الحل من سابقاً أوجدناھا التي و الحمیدة

العدد ھو n2 و ،x بإتجاه للمتذبذب الكمي العدد ھو n1 حیث |n1, n2⟩ الأساسات نستخدم :(14.4) مثال حل

العلاقة في كما الدرجیة المؤثرات بإستخدام الإضطراب ھامیلتون في y و x قیمة عن نعبر .y بإتجاه للمتذبذب الكمي
على لنحصل ،(6.40)

Ĥ1 = ϵmω2xy = ϵmω2 ~

2mω
(â+

1 + â−1 )(â+
2 + â−2 ),

=
ϵ

2
~ω
(
â+

1 â
+
2 + â+

1 â
−
2 + â−1 â

+
2 + â−1 â

−
2

)
,

المؤثرات یمثل â±2 و ،n1 الكمي العدد على یؤثر الذي و x بإتجاه للمتذبذب الدرجیة المؤثرات یمثل â±1 حیث
الممیزة المتجھات و الممیزة القیم إیجاد إذاً نرید .n2 الكمي العدد على یؤثر الذي و y بإتجاه للمتذبذب الدرجیة

للمصفوفة

W =

 ⟨0, 1|Ĥ1|0, 1⟩ ⟨0, 1|Ĥ1|1, 0⟩

⟨1, 0|Ĥ1|0, 1⟩ ⟨1, 0|Ĥ1|1, 0⟩

 .
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تطبیق مع â−|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ ،(6.32) العلاقة و â+|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩ ،(6.31) العلاقة نستخدم

لتصبح .W المصفوفة عناصر نحسب كي التعامد، علاقة

⟨0, 1|Ĥ1|0, 1⟩ =
ϵ

2
~ω
⟨
â+

1 â
+
2 + â+

1 â
−
2 + â−1 â

+
2 + â−1 â

−
2

⟩
(0,1)

= 0,

الطریقة بنفس

⟨1, 0|Ĥ1|1, 0⟩ =
ϵ

2
~ω
⟨
â+

1 â
+
2 + â+

1 â
−
2 + â−1 â

+
2 + â−1 â

−
2

⟩
(1,0)

= 0,

تصبح off-diagonal elements القطر خارج العناصر أصفار. القطریة العناصر أن أي

⟨0, 1|Ĥ1|1, 0⟩ =
ϵ

2
~ω [⟨0, 1|â+

1 â
+
2 |1, 0⟩︸                 ︷︷                 ︸

=0

+ ⟨0, 1|â+
1 â
−
2 |1, 0⟩︸                 ︷︷                 ︸

=0

+⟨0, 1|â−1 â+
2 |1, 0⟩︸                 ︷︷                 ︸

=1

+ ⟨0, 1|â−1 â−2 |1, 0⟩︸                 ︷︷                 ︸
=0

] =
1

2
ϵ~ω.

المقابل في

⟨1, 0|Ĥ1|0, 1⟩ =
ϵ

2
~ω [⟨1, 0|â+

1 â
+
2 |0, 1⟩︸                 ︷︷                 ︸

=0

+ ⟨1, 0|â+
1 â
−
2 |0, 1⟩︸                 ︷︷                 ︸

=1

+⟨1, 0|â−1 â+
2 |0, 1⟩︸                 ︷︷                 ︸

=0

+ ⟨1, 0|â−1 â−2 |0, 1⟩︸                 ︷︷                 ︸
=0

] =
1

2
ϵ~ω.

كالتالي W لتصبح

W =
1

2
ϵ~ω

[
0 1
1 0

]
.

الممیزة المتجھات على لنحصل ،(3) مثال أنظر سابقاًَ، تعلمناھا التي الطریقة بنفس W لـ الممیزة المتجھات نحسب
الترتیب على الممیزة، القیم و المعایرة،

1√
2

[
1
1

]
;

1√
2

[
−1
1

]
; E

(1)
± = ±1

2
ϵ~ω.

أما الأولى. الرتبة من الطاقة تصحیح تٌعطي ھي و (14.32) العلاقة من مباشرة تُحسب أن یمكن الممیزة القیم
العلاقة في كما الحمیدة، لأساسات الخطیة المعاملات تعطي فھي الممیزة المتجھات

|0, 1⟩ ± |1, 0⟩√
2

.

♣ .(3) المثال في سابقاً أوجدناھا التي و
سوى لیست الممیزة المتجھات فإن ،Wjk = 0 أن أي قطریة، W المصفوفة أن حدث ]لو

1
0

]
;

[
0
1

]
,

الممیزة القیم ھي القطر عناصر و

E
(1)
+ = Wjj = ⟨ψ(0)

j |Ĥ1|ψ(0)
j ⟩; E

(1)
− = Wkk = ⟨ψ(0)

k |Ĥ1|ψ(0)
k ⟩,
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و .(14.8) الاساسیة العلاقة في منحلة الغیر الإضطراب نظریة في الأولى الرتبة من الطاقة تصحیح تماماً تمثل
الحمیدة الأساسات و الحالات نخمن أن الممكن من ھل لكن حمیدة. أساسات |ψ(0)

k ⟩ و |ψ
(0)
j ⟩ الأساسات فإن بالتالي

النظریة في علیھ ماسنجیب ھذا التصحیحات؟ وحساب المنحلة غیر الإضطراب نظریة إلى إلى لنقفز البدایة من
التالیة:

الھامیلتون و Ĥ0 المضطرب غیر الھامیلتون من كل مع والإبدالي Âالھیرمیشي المؤثر إعتبر :Theorem نظریة
eigen- ممیزة حالات (Ĥ0 لـ منحلتان حالتان j , k (حیث |ψ(0)

k ⟩ و |ψ
(0)
j ⟩ إعتبرنا إذا .Ĥ1 المضطرب

مختلفة، ممیزة بقیم ،Â للمؤثر state

Â|ψ(0)
j ⟩ = Aj|ψ(0)

j ⟩; Â|ψ(0)
k ⟩ = Ak|ψ(0)

j ⟩, ∀ j , k,

الإضطراب. بنظریة إستخداھما یمكن حمیدة، حالات تمثلان |ψ(0)
k ⟩ و |ψ

(0)
j ⟩ إذاً

مجموعة یوجد إذاً ،Â الھیرمیشي المؤثر مع إبدالي Ĥ(λ) = Ĥ0 +λĤ1 الھامیلتون أن بما :Proof البرھان
بحیث ،|ψλn⟩ متزامنة ممیزة حالات

(14.34) Ĥ|ψλn⟩ = Eλ
n |ψλn⟩; Â|ψλn⟩ = Aλn|ψλn⟩.

على لنحصل ،Â لـ الھیرمیشیة خاصیة تطبیق مع ⟨ψ(0)
j | بالبرا (14.34) من الثانیة المعادلة نضرب

⟨ψ(0)
j |Â|ψλn⟩ = Aλn⟨ψ

(0)
j |ψλn⟩, ⇒ A∗j⟨ψ

(0)
j |ψλn⟩ = Aλn⟨ψ

(0)
j |ψλn⟩,

أو

(14.35)
(
Aλn − Aj

)
⟨ψ(0)

j |ψλn⟩ = 0,

تؤول λ→ 0 بأخذ .λ لـ قیمة لأي صالحة (14.35) العلاقة .Â ھیرمیشیة بسبب حقیقیة Aj إعتبرنا حیث
على لنحصل الحمیدة، الحلات ،|ψλn⟩ → |ψ̄(0)

n ⟩

(14.36) (An − Aj) ⟨ψ(0)
j |ψ̄(0)

n ⟩ = 0,

إذا إلا ⟨ψ(0)
k |ψ̄(0)

n ⟩ = 0 أن نجد الخطوات بنفس .n = j إذا إلا ⟨ψ(0)
j |ψ̄(0)

n ⟩ = 0 أن یعني ھذا
أي ،|ψ(0)

k ⟩ و |ψ
(0)
j ⟩ المضطربة غیر المنحلة للحالات الخطي الجمع عن ناتجة الحمیدة الحالات .n = k

|ψ̄(0)
n ⟩ = aj|ψ(0)

j ⟩+ ak|ψ(0)
k ⟩, j , k.

|ψ(0)
j ⟩ أن یعني ھذا ak = ⟨ψ̄(0)

n |ψ
(0)
k ⟩ = 0 أن إلى یؤدي ھذا n , k فإن ،n = j أن حدث إذا الآن،

|ψ(0)
k ⟩ أن یعني ھذا aj = ⟨ψ̄(0)

n |ψ
(0)
j ⟩ = 0 أن إلى یؤدي ھذا n , j فإن ،n = k أن لو حمیدة. حالة

حالة |ψ(0)
k ⟩ أو |ψ

(0)
j ⟩ إما أنھ تعني mutually exclusive معتمدتین الغیر الحالتین كلا في حمیدة. حالة

حمیدة.

النظریة، ھذه تطبیق طریق عن أو (14.28) المعادلة حل طریق عن إما ، "الحمیدة" الحالات تحدید بمجرد
غیر العادیة الاضطراب نظریة وتطبیق لدینا مضطربة غیر كحالات "الجیدة" الحالات ھذه استخدام یمكننا
بالمؤثرات یرتبط التناظر النظام. یحكم الذي التناظر على بناء یُخمَّن Â المؤثر الأحیان، من كثیر في المنحلة.

الحمیدة. الحالات لتحدید والمطلوبة الھامیلتون مع الإبدالیة
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الحمیدة الحالات على للحصول السابقة النظریة في المطلوبة الشروط یحقق الذي Â المؤثر أوجد :(14.5) مثال
♠ و(4). (3) المثالین في

محور حول دورانیاً متناظر بعدین في Ĥ0 البسیطة التوافقیة الحركة ھامیلتون أن الواضح من :(14.5) مثال حل

حول بالدوران لایتغیر Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 الكلي الھامیلتون لأن التناظر، أضعف Ĥ1 الإضطراب ھامیلتون لكن .z
الحالات على تأثیره قاعدة حیث مبتغانا، ھو R̂ المؤثر إعتبرنا لو .π لـ صحیحة مضاعفات تساوي بزاوایا z محور

كالتالي المنحلة

R̂(π)⟨x, y|0, 1⟩ = R̂(π)Ψ01(x, y) = Ψ01(−x,−y) = −Ψ01(x, y),

R̂(π)⟨x, y|1, 0⟩ = R̂(π)Ψ10(x, y) = Ψ10(−x,−y) = −Ψ10(x, y).

في لكن .R̂(π) للمؤثر الممیزة القیم بنفس ممیزة حالات ⟨x, y|1, 0⟩ و ⟨x, y|0, 1⟩ الحالات أن الواضح من
عن یتم ھذا y؟ و x یبادل الذي المؤثر عن ماذا لكن مختلفة. ممیزة قیم و ممیزة بحالات مؤثر إلى نحتاج الواقع
D̂ المؤثر .D̂ التبادلي المؤثر ھذا على لنطلق .x− y مستوى على 45◦ زاویة یصنع قطر حول الإنعكاسیة طریق

الآن الھامیلتون. من أي لایغیر y مع x تبدیل لأن ،Ĥ1 و Ĥ0 مع إبدالي

D̂⟨x, y|0, 1⟩ = ⟨y, x|0, 1⟩ = ⟨x, y|1, 0⟩,
D̂⟨x, y|1, 0⟩ = ⟨y, x|1, 0⟩ = ⟨x, y|0, 1⟩.

لكن لھ! ممیزة حالات لیست أیضاً لكنھا D̂ بـ منحلة تعد لم Ĥ0 لـ ⟨x, y|1, 0⟩ و ⟨x, y|0, 1⟩ المنحلة الحالات
ھذا وبالتالي 1±مختلفة. ممیزة بقیمة D̂ لـ ممیزة حالات ,x⟩±ھي y|0, 1⟩+ ⟨x, y|1, 0⟩ التالي الخطي الجمع
على نحصل كي معایرة إجراء فقط یلزمنا السابق الحل نفس على نحصل حتى الحمیدة. الحالات تعتبر الخطي الجمع

♣ .1/
√

2 المعامل

الھامیلتون من كلاً مع إبدالي ھیرمیشي مؤثر عن البحث فالأفضل منحلة حالات واجھنا إذا أنھ نقول و نلخص
ھذا من لكل ممیزة تكون التي و المضطربة غیر الحالات نختار .Ĥ1 المضطرب الھامیلتون و Ĥ0 المضطرب غیر
یتوجب فإنھ المؤثر، ھذا تعذر إذا العادیة. الإضطراب نظریة نطبق ثم مختلفة ممیزة قیم مع Ĥ0 الھامیلتون و المؤثر

تستخدم. ما نادراً الأخیرة الخطوة عملیاً، .(14.28) المعادلة حل علینا
485 SHANK 373 Griffiths

306 SAk P190 GAS
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A ملــــــحق

Special functions الخاصة الدوال

المتجانسة الخطیة التفاضلیة للمعادلات حلاً تُعْتبر و polynomials حدود بكثیرات تمثل عادة الخاصة الدوال
لیجندر بدوال التفاصیل من بنوع الباب ھذا في سنھتم الفیزیائیة. الأنظمة نمذجة عن تنتج التي و الثانیة الرتبة من
دوال إلى ننتقل ثم من و associate Legendre functions المزاملة لیجندر دوال و Legendre functions
الزاوي الجزء حل لدى عموماً الفیزیاء مسائل في تظھر الدوال ھذه .spherical harmonics الكروي التوافق
معادلة من الزاوي الجزء حل لدى خصوصاً الكم میكانیكا في و Helmholtz equation ھیلمھولتز معادلة من
الدوال ھذه .spherical polar coordinate system الكرویة القطبیة الإحداثیات نظام في ذلك و شرودنجر
للعزوم الممیزة الدوال حلولھا تُمَثّل حیث المركزیة، الجھود تأثیر تحت المداریة الجسیم حركة لدراسة جداً ھامة
spherical Bessel الكرویة بِسل دوال و Bessel functions بِسل دوال على الضوء سنسلط كذلك الزاویة.
إسطوانیة جھود في المحصور للجسیم radial equation القطریة المعادلة حل في لأھمیتھا نظراً functions
لاجویر دوال و Laguerre polynomials لاجویر دوال سندرس ثم من و الترتیب. على لانھائیة، كرویة أو
المركزیة كالجھود كرویاً، متناظر جھد تأثیر تحت للأنظمة القطریة للدالة العام الحل على نحصل منھا التي و المزاملة
دوال على الضوء سنسلط أخیراً و الھیدروجین. لذرة الطاقة طیف إستخراج یمكن منھا و .central potentials
simple harmonic البسیط التوافقي المتذبذب نظام حل في أھمیتھا بسبب Hermite polynomials ھیرمیت

.oscillator

Legendre functions لیجندر دوال A.1

المولدة الدالة تُعْطى الفیزیاء. فروع معظم في النظریة المعالجات في تظھر التي و الفیزیاء، في جداً الھامة الدوال من
التالیة العلاقة من لیجندر لدوال

(A.1) g(x, t) = (1− 2xt+ t2)−1/2 =
∞∑
l=0

Pl(x)t
l; |t| < 1,

.|t| < 1 أن طالما converges تتقارب (A.1) في أعلاه المتسلسلة لیجندر. دوال مجموعة تمثل Pl(x) ھنا حیث
تعبیر إیجاد أجل من اساسیاً لیس التقارب شرط عموماً .|x| < 1 و |t| = 1 حالة في أعلاه المتسلسلة تتقارب كذلك
مرتین، binomial expansion الحدین ذو مفكوك بعمل قمنا و حد (2xt−t) أن إعتبرنا لو لیجندر. لدالة ریاضي
لاحقاً (مذكورة المزدوج المضروب علاقات تطبیق مع و n index المؤشر بإستخدام (1−2xt+ t2)−1/2لـ مرة
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على لنحصل ، (A.104) و (A.103) العلاقات في

(
1− 2xt+ t2

)−1/2
=
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

2n!!

(
2xt− t2

)n
=
∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
tn (2x− t)n ,

على لنحصل ،k index للمؤشر ذوالحدین مفكوك نظریة بإستخدام (2x− t)n لـ ثانیة مرة و

(
1− 2xt+ t2

)−1/2
=

∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
tn

n∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n− k)!
(2x)n−ktk,

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k
(2n)!

22nk!n!(n− k)!
(2x)n−ktn+k.

المتسلسلة في t معاملات نقارن أن نستطیع حتى .
∑
k و

∑
n لمجموعین مزدوجة متسلسلة على حصلنا أننا أي

،n = l− k نأخذ لذلك نتیجة .n+ k = l نحتاج فإننا (A.1) المولدة الدالة مفكوك في t معاملات مع المزدوجة
التالیة[1] الحقیقة بإستخدام و

∞∑
n=0

n∑
k=0

ak,n−k =
∞∑
l=0

[l/2]∑
k=0

ak,l−2k,

یُكْتَب المزدوج المفكوك فردیة. l كانت إذا [l/2] = (l−1)/2 و زوجیة، l قیمة كانت إذا [l/2] = l/2 أن حیث
كالتالي إذاً

(
1− 2xt+ t2

)−1/2
=
∞∑
l=0

[l/2]∑
k=0

(−1)k
(2l − 2k)!

22l−2kk!(l − k)!(l − 2k)!
(2x)l−2ktl.

لتصبح Pl(x) لـ صریحة صیغة على نحصل (A.1) في المتسلسلة مع بالمقارنة و

(A.2) Pl(x) =
[l/2]∑
k=0

(−1)k
(2l − 2k)!

2lk!(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k.

أن أیضاً نلاحظ
(2l − 2k)!

(l − 2k)!
xl−2k =

dl

dxl
x2l−2k,

التالي بالشكل (A.2) معادلة لتصبح

Pl(x) =
[l/2]∑
k=0

(−1)k
1

2lk!(l − k)!
dl

dxl
x2l−2k =

1

2l
dl

dxl

[l/2]∑
k=0

(−1)k
1

k!(l − k)!
x2l−2k.

.k > [l/2] كانت إذا الصفر یساوي مرة l یساوي بتكرار x لـ بالنسبة x2l−2k إشتقاق أن نجد أن السھل من لكن
أن أي

dl

dxl
x2l−2k = 0; k > [l/2].

على لنحصل
∑l
k=0 إلى

∑[l/2]
k=0 من المجموع نمدد أن یمكن لھذا

Pl(x) =
1

2l
dl

dxl

l∑
k=0

(−1)k
1

k!(l − k)!
x2l−2k,
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على نحصل l! قسمنا و ضربنا لو

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl

l∑
k=0

(−1)kl!

k!(l − k)!
(x2)l−k,

أن أي ،(x2 − 1)l لـ الحدین ذو مفكوك متسلسلة على حصلنا المجموع داخل

(A.3) Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l,

كالتعامد لیجندر، دوال خواص من العدید إثبات في جداً المفیدة و Rodrigues' formula رودریجز صیغة ھذه
مثلاً.

على نحصل t لـ بالنسبة (A.1) المولدة الدالة بإشتقاق قمنا لو

(A.4) ∂g(x, t)

∂t
=

x− t
(1− 2xt+ t2)3/2

=
∞∑
l=0

lPl(x)t
l−1,

التالیة المؤشرات تغییر خاصیة إستخدام و (A.1) العلاقة من بالتعویض و
∞∑
n=0

anbn−1 =
∞∑
n=0

an+1bn,

على نحصل الصفر، تساوي t لـ قوة لكل المعاملات مساواة و power series of t لـ قوى متسلسلة على لنحصل
التالیة recurrence relation التكراریة العلاقة

(A.5) (2l + 1)xPl(x) = (l + 1)Pl+1(x) + lPl−1(x),

أن: (A.2) علاقة من نحدد أن بسھولة یمكن العلیا. الرتب عند لیجندر دوال نبني أن یمكن خلالھا من التي و
على نحصل (A.5) التكراریة العلاقة في l = 1 بأخذ .P1(x) = x أن و P0(x) = 1

3xP1(x) = 2P2(x) + P0(x),

على نحصل P1(x) و P0(x) قیم عن بالتعویض و

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1).

.(A.1) الشكل في الدوال رسم و (A.1) الجدول بناء نستطیع ھكذا و
على نحصل (A.1) المولدة الدالة في x = 1 قیمة أخذنا لو

g(1, t) =
1√

1− 2t+ t2
=

1

1− t
=
∞∑
l=0

tl.

أن نستنتج (A.1) المولدة الدالة مع أعلاه النتیجة بمقارنة

(A.6) Pl(1) = 1.

على سسنحصل (A.1) المولدة الدالة في x = −1 أخذنا لو الطریقة بنفس

g(−1, t) =
1√

1 + 2t+ t2
=

1

1 + t
=
∞∑
l=0

(−t)l =
∞∑
l=0

(−1)l(t)l,
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السادسة. الرتبة حتى لیجندر حدود كثیرات :(A.1) جدول
Legendre polynomialsلیجندر حدود كثیرات

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) = 1
2
(3x2 − 1)

P3(x) = 1
2
(5x3 − 3x)

P4(x) = 1
8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) = 1
8
(63x5 − 70x3 + 15x)

P6(x) = 1
16

(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)

أن یعني الذي و
(A.7) Pl(−1) = (−1)l.

أن أي تتغیر، لن قیمتھا فإن (A.1) المولدة الدالة في t = −1 و x = −1 الآن أخذنا لو

g(−x,−t) = [1− 2(−x)(−t) + (−t)2]−1/2 =
∞∑
l=0

Pl(−x)(−t)l =
∞∑
l=0

Pl(x)t
l,

على لنحصل لیجندر، لدالة parity relation التماثل علاقة تُعْطي التي و

(A.8) Pl(−x) = (−1)lPl(x).

أن إلى یؤدي ھذا .(A.1) المولدة الدالة في x = 0 قیمة الآن لنأخذ

g(0, t) = (1 + t2)−1/2 =
∞∑
l=0

Pl(0)tl,

بالشكل یكتب أن یمكن الحدین ذو مفكوك أن نعلم لكن

(1 + t2)−1/2 = 1− 1

2
t2 +

3

8
t4 + · · ·+ (−1)l

1 · 3 . . . (2l − 1)

2ll!
t2l + . . . ,

الزوجیة المؤشرات ذوت الحدود فقط تبقى و صفر تساوي (2l+1) الفردیة المؤشرات ذوت الحدود أن یعني الذي و
إذاً ،2l

(A.9) P2l(0) = (−1)l
1 · 3 . . . (2l − 1)

2ll!
= (−1)l

(2l − 1)!!

(2l)!!
,

و
(A.10) P2l+1(0) = 0.

على نحصل x لـ بالنسبة (A.1) المولدة الدالة بإشتقاق قمنا لو بالمقابل

(A.11) ∂g(x, t)

∂x
=

t

(1− 2xt+ t2)3/2
=
∞∑
l=0

P ′l (x)t
l.
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x-1 1

0.5P3(x)
P2(x)

P5(x)

P1(x)

P0(x)

Pn(x)

P4(x)

الخامسة. الرتبة حتى Legendre plynomials لیجندر دوال :(A.1) شكل

كالتالي یكتب أن یمكن أو

(1− 2xt+ t2)
∞∑
l=0

P ′l (x)t
l − t

∞∑
l=0

Pl(x)t
l = 0.

على نحصل للصفر t لـ قوة لكل المعاملات مساوة من السابقة الطریقة بنفس

(A.12) P ′l+1(x)− P ′l−1(x) = (2l + 1)Pl(x).

كالتالي تكراریة علاقات عدة على نحصل (A.12) المتكررة العلاقة في (A.5) المتكررة العلاقة من بالتعویض

(A.13) P ′l−1(x) = xP ′l (x)− lPl(x),

و
(A.14) (1− x2)P ′l (x) = lPl−1(x)− lxPl(x).
معادلة على نحصل P ′l−1(x) للتخلصمن (A.13) في تعویضھا و x لـ بالنسبة آخرى مرة (A.14) معادلة بإشتقاق

الثانیة الرتبة من خطیة تفاضلیة

(A.15) (1− x2)P ′′l (x)− 2xP ′l (x) + l(l + 1)Pl(x) = 0.

(A.15) التفاضلیة المعادلة في الثانیة الرتبة على حصولنا التفاضلیة. لیجندر معادلة تُسمى (A.15) التفاضلیة المعادلة
الشكل على لیجندر معادلة كتابة یمكن المعادلة. حدود في متساویة كلھا المؤشرات لجعل دفعناه الذي الثمن عن ناتج

التالي

(A.16) d

dx

[
(1− x2)P ′l (x)

]
+ l(l + 1)Pl(x) = 0,

أنھ یعني الذي و Hermitian ھیرمشیة أو self-adjoint الترافق ذاتیة التفاضلیة المعادلة أن بوضوح یبین الذي و
نضرب ذلك لإثبات متعامدة. دوال عن عبارة {Pl(x)}l المعادلة لھذه الحل مجموعة فإن معینة حدیة شروط عند
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في نكامل و ،Pl(x) بـ مضروبة n للمؤشر (A.16) المعادلة نفس من نطرحھا و Pn(x) بـ (A.16) المعادلة
على لنحصل +1 إلى −1 من ∫الفترة +1

−1

{
Pn(x)

d

dx

[
(1− x2)P ′l (x)

]
+ Pl(x)

d

dx

[
(1− x2)P ′n(x)

]}
dx

= [n(n+ 1)− l(l + 1)]
∫ +1

−1
Pl(x)Pn(x)dx.

الطرف أن نجد بالتالي و (1 − x2)x=±1 = 0 لأن دائماً صفر یساوي فإنھ بالتجزيء الأیسر الطرف كاملنا لو
یُعْطي الأیمن

(A.17) [n(n+ 1)− l(l + 1)]
∫ +1

−1
Pl(x)Pn(x)dx = 0.

فإن n , l أن حالة في
(A.18)

∫ +1

−1
Pl(x)Pn(x)dx = 0; n , l,

على لنحصل (A.1) المولدة الدالة نربع أولاً فإننا ،n = l عندما التكامل قیمة لتحدید التعامد. یؤكد الذي و

[g(x, t)]2 = (1− 2xt+ t2)−1 =

[ ∞∑
l=0

Pl(x)t
l

]2

=
∞∑
n=0

Pn(x)t
n
∞∑
m=0

Pm(x)tm,

على لنحصل +1 إلى −1 من الفترة في المولدة الدالة مربع ∫نكامل +1

−1

dx

1− 2xt+ t2
=
∑
n,m

tn+m
∫ +1

−1
Pn(x)Pm(x)dx.

التي ھي n = m الحدود فقط صفر. تساوي n , m فیھا التي و الحدود أن نستنتج (A.18) التعامد علاقة من
إذاً ∫تبقى، +1

−1

dx

1− 2xt+ t2
=
∑
n

t2n
∫ +1

−1
[Pn(x)]

2 dx.

على لنحصل یُحْسَب أن یمكن الأیسر الطرف في التكامل ∫لكن +1

−1

dx

1− 2xt+ t2
=

1

2t

∫ (1+t)2

(1−t)2

dy

y
=

1

t
ln
(

1 + t

1− t

)
= 2

∞∑
n=0

t2n

2n+ 1
,

كالتالي ،|t| < 1 بسبب المتقاربة الھندسیة المتسلسلة تكامل من حسبتا ln(1 + t) و ln(1− t) أن حیث

ln
(

1 + t

1− t

)
= ln(1 + t)− ln(1− t) =

∫ t

0

du

1 + u
+
∫ t

0

du

1− u
,

=
∫ t

0
du

∞∑
n=0

(−1)nun +
∫ t

0
du

∞∑
n=0

un,

= [(−1)n + 1]
∞∑
n=0

tn+1

n+ 1
= 2

∞∑
n=0

t2n+1

2n+ 1
.

أن نستنتج الأیمن، الطرف مع أعلاه النتیجة بمقارنة إذاً وحیدة، القوى متسلسلة أن بما

(A.19)
∫ +1

−1
[Pn(x)]

2 dx =
2

2n+ 1
.
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or- المتعامدة العیاریة العلاقة على لنحصل (A.19) التكامل علاقة و (A.18) التعامد علاقة من التعمیم یمكن
كالتالي thonormality

(A.20)
∫ +1

−1
Pl(x)Pn(x)dx =

2

2l + 1
δnl.

الفترة على معرفة f(x) دالة أي لذلك لیجندر. دوال مجموعة completeness تمام نستنتج أعلاه التعامد علاقة من
الثالث. الباب في فعلنا كما لیجندر، دوال بدلالة تكتب أن یمكن x ∈ [−1, 1]

Associated Legendre functions المزاملة لیجندر دوال A.2

التالیة بالعلاقة المزاملة لیجندر دوال تُعَرّف

(A.21) Pm
l (x) = (1− x2)m/2 d

m

dxm
Pl(x),

الدالة (A.21) في الإشتقاق دفع إلا mو ≤ l یكون أن یجب لذلك ،xl ھي Pl(x) للدالة في x لـ قوة أكبر أن لاحظ
عن عوضنا لو لكن موجبة. تكون ان mیجب قیمة أن (A.21) من الأولى الوھلة من نستنتج قد الصفر. إلى Pl(x)

على لحصلنا (A.3) رودریجز صیغة یإستخدام Pl(x)

(A.22) Pm
l (x) =

(1− x2)m/2

2ll!

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l,

أن نستنتج لھذا .−l عن تقل لا أن یجب لكن و سالبة تكون أن mیمكن قیم أن نستنتج التي و

(A.23) −l ≤ m ≤ l.

التالیة العامة الخطیة التفاضلیة للمعادلة حل المزاملة لیجندر دوال إن

(A.24) (1− x2)
d2

dx2
Pm
l (x)− 2x

d

dx
Pm
l (x) +

[
l(l + 1)− m2

(1− x2)

]
Pm
l (x) = 0,

كالتالي تكتب أن ممكن أو

(A.25) d

dx

[
(1− x2)

d

dx
Pm
l (x)

]
+

[
l(l + 1)− m2

(1− x2)

]
Pm
l (x) = 0.

العلاقة خلال من P−ml (x) مع Pm
l (x) ترتبط

(A.26) P−ml (x) = (−1)m
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x).

.(A.15) التفاضلیة المعادلة تكافيء (A.24) المصاحبة التفاضلیة المعادلة فإن m = 0 عندما أنھ الواضح من
فإن وعلیھ

P 0
l (x) = Pl(x).

أن نستنتج أن السھل من
dm

dxm
Pl(x) ∼ Pl−m(x),
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حیث .(A.21) و (A.8) إستخدام مع المزاملة لیجندر لدالة parity relation التماثل علاقة تحدید یمكن منھا
فإن علیھ و التفاضل. من تأتي الإشارة مساھمة بالتالي و زوجي (A.21) في (1 − x2) المعامل أن نعلم أننا

إذاً نستنتج (A.8) من .Pm
l (−x) ∼ Pl−m(−x)

(A.27) Pm
l (−x) = (−1)l+mPm

l (x).

التعامد علاقة تتبع فإنھا ،upper index العلوي المؤشر تساوي حالة في متعامدة. المزاملة لیجندر دوال مجموعة إن
التالیة

(A.28)
∫ +1

−1
Pm
l (x)Pm

n (x)dx =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δnl,

تعامد علاقة نشتق أن أیضاً الممكن من .m = 0 عندما تتساویان حیث ،(A.20) التعامد لعلاقة مُعَممة علاقة ھي و
.upper index العلوي المؤشر في مختلفة لكن lower index السفلي المؤشر نفس لھا المزاملة لیجندر لدوال

أن نجد حیث
(A.29)

∫ +1

−1
Pm
l (x)P n

l (x)(1− x2)−1dx =
(l +m)!

m(l −m)!
δmn.

لیجندر دوال تمثیل إعادة لدى لاحقاً سیتضح السبب و (1− x2)−1 التعامد علاقة في المُضاف الوزن معامل لاحظ
أن سنعتبر حیث الكرویة. الإحداثیات في المزاملة

(A.30) x = cos θ,

المشتقة أن حیث .Pm
l (cos θ) أو Pl(cos θ) على نحصل أننا أي .cos θ لـ دوال لیجندر دوال جمیع تصبح علیھ و
أن اي ،chain rule السلسلة قاعدة بإستخدام θ لـ بالنسبة مشتقة إلى تُحَول أن یمكن x لـ بالنسبة

d

dx
=
dθ

dx

d

dθ
=

−1√
1− x2

d

dθ
=
−1

sin θ
d

dθ
,

الشكل على (A.25) المعادلة لتصبح

−1

sin θ
d

dθ

[
sin2 θ

−1

sin θ
d

dθ
Pm
l (cos θ)

]
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Pm
l (cos θ) = 0.

القطبي بشكلھا المصاحبة لیجندر معادلة على نحصل بالتبسیط،

(A.31) 1

sin θ
d

dθ

[
sin θ d

dθ
Pm
l (cos θ)

]
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Pm
l (cos θ) = 0.

كالتالي الترتیب، على تصبحان، (A.29) و (A.28) التعامد معادلات أن سنجد الطریقة بنفس

(A.32)
∫ π

0
Pm
l (cos θ)Pm

n (cos θ) sin θdθ =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δnl,

و
(A.33)

∫ π

0
Pm
l (cos θ)P n

l (cos θ)(sin θ)−1dθ =
(l +m)!

m(l −m)!
δmn.

في ∇2 Laplace operator لابلاس مؤثر تمثل إنھا من (A.31) المعادلة حقیقة إلى سیتنبھ الخبیر القاريء
الزاوي الجزء m2یمثل مقدار و ،∇2 من القطري الجزء یمثل l(l+1) المقدار أن إعتبرنا لو الكرویة الإحداثیات

.−∂2/∂ϕ2 السمتي
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Spherical harmonics الكروي التوافق A.3

مُمَثلة دالة على ∇2 یؤثر حیث ھیلمھولتز) معادلة من حتى (أو Lapalce equation لابلاس معادلة من بدأنا لو
أن أي ،f(r, θ, ϕ) الكرویة بالإحداثیات

∇2f(r, θ, ϕ) = 0.

كالتالي تُكْتب ∇2 فإن الكرویة القطبیة بالإحداثیات توافقیة. أو ھارمونیة f(r, θ, ϕ) أن نقول الحالة ھذه في

(A.34) ∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
,

لابلاس معادلة تُصْبح بالتالي و

1

r2

∂

∂r

(
r2∂f(r, θ, ϕ)

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂f(r, θ, ϕ)

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f(r, θ, ϕ)

∂ϕ2
= 0.

ضمن لیس المركز أن معادلتنا في سنعتبر r = 0 عند singularity point التفرد نقطة عن الإبتعاد أجل من
الدالة لكتابة المتغیرات فصل تقنیة نستخدم كذلك أعلاه. معادلتنا في 1/r2 المعامل من التخلص یمكننا لذلك نطاقھا.

كالتالي f(r, θ, ϕ)
(A.35) f(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ),

على لنحصل R(r)Θ(θ)Φ(ϕ) على الوقت بنفس نقسم و لابلاس معادلة في نعوض

1

R(r)

d

dr

(
r2dR(r)

dr

)
+

1

Θ(θ)

1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ(θ)

dθ

)
+

1

Φ(ϕ)

1

sin2 θ

d2Φ(ϕ)

dϕ2
= 0.

الثالث) و الثاني (الحد الزاویة الحدود عى منفصل radial function القطریة الدالة یمثل الذي و الأول الحد
حیث l(l + 1) تساوي الثابتة القیمة سنختار ثابت. القطري الحد أن یعني ھذا صفر. یساوي معھم مجموعھ لكن

أن أي .(A.31) المعادلة إلى العودة لدى القاريء لایجھلھ لسبب ،l = 0, 1, 2, . . .

1

R(r)

d

dr

(
r2dR(r)

dr

)
= l(l + 1),

على لنحصل

(A.36) 1

Θ(θ)

1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ(θ)

dθ

)
+

1

Φ(ϕ)

1

sin2 θ

d2Φ(ϕ)

dϕ2
+ l(l + 1) = 0.

أن سنجد ،(A.31) التفاضلیة المعادلة مع (A.36) معادلة قارنا لو

(A.37) 1

Φ(ϕ)

d2Φ(ϕ)

dϕ2
= −m2,

.e±imϕ المستویة الموجة یعطي (A.37) التفاضلیة المعادلة حل .m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l أن: حیث
الدوال مجموعة جمیع لتمثیل كافیاً سیكون واحداً حلاً فإن علیھ و الموجبة. القیم و السالبة القیم بین mتتراوح قیم لكن

أن أي ،azimuthal functions السمت زاویة على المُعْتَمدة

Φm(ϕ) = Neimϕ,
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self-adjoint الترافق ذاتیة (A.37) التفاضلیة المعادلة لأن متعامدة المجموعة ھذه المعایرة. من یُحدد Nثابت حیث
أن نجد المعایرة من إذاً ھیرمیشیة. أو

1 =
∫ 2π

0
|Φm(ϕ)|2dϕ = |N |2

∫ 2π

0
dϕ = |N |2(2π) ⇒ N =

1√
2π
,

المعایر بشكلھ azimuthal part السمتي الجزء حل لیصبح

(A.38) Φm(ϕ) =
1√
2π
eimϕ.

على mلنحصل , m′ أن ′mبحیث mو القیمتین عند للحل التكامل بإجراء (A.38) للحل التعامد إثبات یمكننا

∫ 2π

0
Φ∗m′(ϕ)Φm(ϕ)dϕ =

1

2π

∫ 2π

0
ei(m−m

′)ϕdϕ =
e2πi(m−m

′) − 1

2πi(m−m′)
.

على نحصل علیھ و دائماً. e2πi(m−m′) = 1 فإن بالتالي و صحیح، ′m−mعدد , 0 أن ∫لاحظ 2π

0
Φ∗m′(ϕ)Φm(ϕ)dϕ = 0; m , m′.

كالتالي Kronecker delta كرونكر دالة بإستخدام (A.38) للحل العیاریة التعامد علاقة نكتب و إذاً نعمم أن یمكن

(A.39)
∫ 2π

0
Φ∗m′(ϕ)Φm(ϕ)dϕ = δm′m.

.(A.38) التام الحل مجموعة بدلالة تُكْتب أن یمكن [0, 2π] الفترة على معرفة دالة أي یعني ھذا
إلى لنصل (A.37) بإستخدام فیھا السمتي الجزء عن نعوض ،(A.36) التفاضلیة المعادلة إلى الآن نعود

(A.40) 1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ(θ)

dθ

)
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Θ(θ) = 0.

القطبیة الزاویة على المعتمد الحل .(A.31) التفاضلیة المعادلة تُطَابق (A.40) التفاضلیة المعادلة أن الواضح من
.(A.22) رودریجز علاقة من تُعْطَى التي و Pm

l (cos θ) المزاملة لیجندر دالة سوى لیس Θ(θ) polar angle
نكتب إذاً

Θlm(θ) = NPm
l (cos θ).

الحل على لنحصل ،(A.32) العیاریة التعامد علاقة من مباشرة تحدیده یمكن المعایرة ثابت ھنا N أخرى، مرة
(A.40) للمعادلة المعایر و الكامل

(A.41) Θlm(θ) =

√√√√2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ).

complete set of orthonormal كاملة أو تامة مجموعة {Θlm(θ)}lm الدوال مجموعة أن أیضاً الواضح من
.{Θlm(θ)}lm الدوال مجموعة بدلالة تُكْتب أن یمكن [0, 2π] الفترة على معرفة دالة أي لذلك ،functions

السمت لزاویة بالنسبة orthonormal متعامدة عیاریة {Φm(ϕ)}m الدوال مجموعة أن أثبتنا نحن الآن إلى
القطبیة للزاویة بالنسبة متعامدة عیاریة أیضاً {Θlm(θ)}lm الدوال مجموعة فإن بالمقابل ،ϕ azimuthal angle
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إلى نصل فإننا Θlm(θ) بـ Φm(ϕ) الدالتین ضرب حاصل أخذنا لو .θ zenithual polar angel العمودیة
أن بحیث Ylm(θ, ϕ) spherical harmonics الكرویة التوافقیة الدالة مایسمى

(A.42) Ylm(θ, ϕ) = (−1)mΘlm(θ)Φm(ϕ),

أساسي بشكل أو

(A.43) Ylm(θ, ϕ) = (−1)m

√√√√2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ,

الكروي. السطح خلال متعامدة عیاریة تكون و مؤشرین على و زاویتین على تعتمد دوال مجموعة یعطینا الذي و
المُعامل .m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l تتراوح بینما l = 0, 1, 2, . . . أن: أخرى مرة نؤكد ھنا
خطیة بسبب قانوني الطور ھذا ،Condon-Shortley phase كوندون-شورتلي طور یسمى (−1)m المُضاف
بإشتقاق قیامنا لدى الریاضیة الصیغ علینا سیسھل حیث الزاویة، للعزوم دراستنا لدى ستظھر أھمیتھ لابلاس. معادلة
spherical الكرویة التوافقیة بالدالة Ylm(θ, ϕ) تسمیة إن بالعزوم. الخاصة الدرجیة للمؤثرات ریاضیة تمثیلات
بأنھا عُرِفَت لذلك ، ϕ سمتیة زاویة و θ عمودیة قطبیة بزاویة كرة سطح على مُعَرّفة أنھا إلى یعود harmonics
الجدول في .harmonic ھارمونیة أو توافقیة تسمى لابلاس معادلة تتبع دالة وكل لابلاس، معادلة تتبع ھي و كرویة،
الھندسیة الأشكال یوضح (A.2) الشكل بینما .m و l لـ مختلفة قیم عند الكرویة التوافقیة لتمثیلات الرتب أوائل (A.2)

الكرویة. التوافق لدوال المطلقة للقیمة

.Ylm(θ, ϕ) الكروي، التوافق لدوال الرتب أوائل :(A.2) جدول

Y00(θ, ϕ) = 1√
4π

Y10(θ, ϕ) =
√

3
4π
cos θ

Y11(θ, ϕ) = −
√

3
8π
sin θeiϕ

Y1,−1(θ, ϕ) =
√

3
8π
sin θe−iϕ

Y20(θ, ϕ) =
√

5
4π

(
3
2
cos2 θ − 1

2

)
Y21(θ, ϕ) = −3

√
5

24π
sin θ cos θeiϕ

Y22(θ, ϕ) = 3
√

5
96π
sin2 θe2iϕ

التي و السمتي، و القطبي الزاوي بشكلھا المزاملة التفاضلیة لیجندر لمعادلة حل ھي التوافقیة الدوال مجموعة
بـ تُعْطَى

(A.44) 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
Ylm(θ, ϕ) +

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
Ylm(θ, ϕ) + l(l + 1)Ylm(θ, ϕ) = 0.
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l = 0

l = 1

l = 2

l = 3

m = 0 m = 1 m = 2 m = 3

لقیم |Ylm(θ, ϕ)|spherical harmonics الكرویة التوافق لدوال المطلقة للقیمة الھندسیة الأشكال :(A.2) شكل
الصفحة. أعلى إلى z محور .0 ≤ m ≤ l و l = 0, 1, 2, 3
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عیاریة دوال التوافقیة الدوال مجموعة أن إذاً نقول آنفاً، ذكرنا كما ھیرمیشیة، أو الترافق ذاتیة التفاضلیة المعادلة ھذه
التعامد علاقة تتبع متعامدة

(A.45)
∫ 2π

0

∫ π

0
Y ∗l′m′(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ) sin θdθdϕ = δll′δmm′ .

التالیة التمام علاقة أو الكمالیة علاقة تتبع كاملة دوال ھي كذلك

(A.46)
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, ϕ′)Ylm(θ, ϕ) = δ(cos θ′ − cos θ)δ(ϕ′ − ϕ).

نثبت أن یمكن دیراك دالة خصائص من أنھ لاحظ

δ(cos θ′ − cos θ) =
1

sin θδ(θ
′ − θ),

الفضاء على كاملنا و δ(x− x′) الدالة أخذنا لو الوحدة. یعطي تكاملھا و التكامل داخل معرفة دیراك دالة أن حیث
.sin θdθ لـ بالنسبة x = cos θ أخذنا لة فیما التكامل یساوي ھذا فإن x لـ بالنسبة

Bessel functions of the 1st kind الأول النوع من بٍِسل دوال A.4

ھولمھولتز معادلة أو لابلاس معادلة حل تتضمن التي المسائل في كثیراً تظھر و الفیزیاء في الھامة الدوال من تُعتبر
كالتالي تُعَرف التي و المولدة الدالة من لنبدأ الإسطوانیة. الإحداثیات في

(A.47) g(x, t) = e(x/2)(t−1/t) =
+∞∑

n=−∞
Jn(x)t

n,

من صحیحة لقیم Bessel functions of the first kind الأول النوع من بِسل بدوال tn معاملات تُعْرف حیث
أساسین ضرب لحاصل ماكلورین مفكوك أوجدنا ثم من و (A.47) المولدة الدالة في الأس مفكوك بإیجاد قمنا لو .n

على لحصلنا

ext/2 · e−x/2t =
∞∑
r=0

(
x

2

)r tr
r!

∞∑
s=0

(−1)s
(
x

2

)s t−s
s!
.

على نحصل r = n+ s عند من ،n ≥ 0 أن حیث ،tn على نحصل s لـ ما قیمة )عند
x

2

)n+s tn+s

(n+ s)!
(−1)s

(
x

2

)s t−s
s!
,

كالتالي بِسل دوال یمثل التي و tn معاملات لتصبح

(A.48) Jn(x) =
∞∑
s=0

(−1)s

s!(n+ s)!

(
x

2

)n+2s

.

على نحصل −n بـ n بتبدیل فقط ،n < 0 حالة في أیضاً صالحة (A.48) معادلة

J−n(x) =
∞∑
s=0

(−1)s

s!(s− n)!

(
x

2

)2s−n
,
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الثالثة. الرتبة حتى Bessl functions of the 1st kind الأول النوع من بسل دوال :(A.3) شكل

عندما: أي ،s − n < 0 قیم تكون عندما (s − n)! → ∞ المقدار المقام في أنھ واضح أعلاه المتسلسلة في
إستبدال یمكننا لھذا .s = n تبدأ عندما صفریة غیر حدود لھا المتسلسلة ھذه فإن لذلك .s = 0, 1, . . . (n − 1)

على لنحصل s+ n بـ s المؤشر

(A.49) J−n(x) =
∞∑
s=0

(−1)s+n

s!(s+ n)!

(
x

2

)2s+n

.

خلال من ترتبطان n من صحیحة قیم عند Jn(x) و J−n(x) أن مباشرة نستنتج (A.48) مع (A.49) مقارنة لدى
التالیة التماثل علاقة

(A.50) J−n(x) = (−1)nJn(x).

عندما إلا دوریة غیر لكنھا تتذبذب بسل دوال أن الشكل من یتضح .n من قیم عدة عند بسل دوال یوضح (A.3) شكل
.x−1/2 كـ تقاربیاً تنخفض بل ثابتة، لیست Jn(x) سعة كذلك .x→∞

الدالة بإستخدام الأسس بالتعویضعن و t لـ بالنسبة المولدة الدالة بإشتقاق قمنا لو لیجندر، دوال مع تماماً فعلنا كما
على نحصل ،t لـ القوة مقدار نفس عند المعاملات مساوة و (A.47) المولدة

(A.51) Jn−1(x) + Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x),

لـ بالنسبة بالإشتقاق قمنا لو السابقة الطریقة بنفس بسل. دوال من متتابعة رتب لثلاث تكراریة علاقة تُعْطي التي و
التالیة التكراریة العلاقة على نحصل x

(A.52) Jn−1(x)− Jn+1(x) = 2J ′n(x),

ھي و ألا ،n = 0 عند أعلاه التكراریة للعلاقة خاصة حالة وجود مع

(A.53) −J1(x) = J ′0(x).
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على نحصل 2 على قسمنا و (A.52) و (A.51) المعادلتین جمعنا لو

(A.54) Jn−1(x) =
n

x
Jn(x) + J ′n(x).

لذلك دالتین مشتقة عن ناتج مجموع على الأیمن الطرف في لحصلنا xn بـ (A.54) المعادلة في الطرفین ضربنا لو
إلى ننتھي

(A.55) d

dx
[xnJn(x)] = xnJn−1(x).

على نحصل 2 على الناتج قسمنا و (A.51) من (A.52) طرحنا لو الآن

(A.56) Jn+1(x) =
n

x
Jn(x)− J ′n(x).

دالتین مشتقة عن ناتج مجموع على الأیمن الطرف في لحصلنا x−n بـ (A.56) المعادلة في الطرفین ضربنا لو
إلى لننتھي

(A.57) d

dx

[
x−nJn(x)

]
= −x−nJn+1(x).

لیست ν لكن العلاقات، من تبعاتھا و (A.52) و (A.51) الأساسیة التكراریة العلاقات تحقق Zν(x) دالة لنأخذ
تكتب، أن یمكن (A.54) العلاقة .(A.48) المتسلسلة من بالضرورة لاتُعْطى Zν(x) و صحیح عدد بالضرورة

كالتالي ،x بـ بالضرب و n→ ν بأخذ

(A.58) xZ ′ν(x) + νZν(x)− xZν−1(x) = 0.

(A.58) العلاقة الناتج من نطرح و ،x بـ الناتج نضرب ثم من و ،x لـ بالنسبة (A.58) العلاقة بإشتقاق قمنا لو
المعادلة على نحصل ν بـ مضروبة

x2Z ′′ν + xZ ′ν − ν2Zν + (ν − 1)xZν−1 − x2Z ′ν−1 = 0.

الحد و الأیسر الطرف في ν−1 المؤشر على تحوي التي الحدود فصلنا و ν−1 بـ n أبدلنا لو (A.56) العلاقة في
،Z ′ν−1 و Zν−1 من التخلص لأمكن أعلاه، العلاقة في التعویض و الأیمن الطرف في ν المؤشر على یحوي الذي

على النھایة في لنحصل

(A.59) x2Z ′′ν (x) + xZ ′ν(x) + (x2 − ν2)Zν(x) = 0,

Zν(x) دالة أي عموماً إذاً .Bessel ordinary differential equation العادیة التفاضلیة بسل معادلة ھي و
لكن بسل. دوال نفسھا ھي تصبح و التفاضلیة بسل معادلة ستحقق (A.57) إلى (A.51) التكراریة العلاقات تحقق
المعادلة ضربنا لو بسل. معادلة تحقق (A.47) المولدة الدالة طریق عن المعرفة و ،Jn(x) الدوال الأخص على

بسل لمعادلة خطیة غیر صیغة على سنحصل 2xZ2
ν طرحنا و جمعنا و 2Z ′ν بـ (A.59) التفاضلیة

(A.60) d

dx

[
x2(Z ′ν)

2 + (x2 − ν2)Z2
ν

]
− 2xZ2

ν = 0,

بسل. لدوال المعایرة علاقة على الحصول في لاحقاً تفید التي و
t لـ بالنسبة الطرفین ونكامل صحیح، عدد m حیث ،t−m−1 بـ (A.47) المولدة الدالة صیغة طرفي ضربنا لو

على لنحصل ،t = 0 النقطة على تنغلق كدائرة المعرّف و contour integral C (كنتور) محیط مسار على

(A.61)
∮
C

e(x/2)(t−1/t)

tm+1
dt =

+∞∑
n=−∞

Jn(x)
∮
C
tn−m−1dt.
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n − بالأحرى (أو n , m كانت لو صفر یساوي (A.61) من الأیمن الطرف في التكامل المركب، التحلیل من
الصیغة على (A.61) تصبح وعلیھ .n = m كانت لو 2πi وتساوي ،(m− 1 , −1

(A.62)
∮
C

e(x/2)(t−1/t)

tm+1
dt = 2πiJm(x).

و t = eiθ التالیة parametric equation الوسیطیة المعادلة باخذ (A.62) من الآن الایسر الطرف تكامل یمكن
(A.62) یصبح وعلیھ

∮
C dt =

∫ 2π
0 dθ الصیغة على C الكنتور تكامل لیصبح ،dt = ieiθdθ بالتالي

(A.63)
∫ 2π

0

eix sin θ

ei(m+1)θ
ieiθdθ =

∫ 2π

0
ei(x sin θ−mθ)idθ = 2πiJm(x).

نكتب فإننا ،(A.63) في للطرفین التخیلیة القیمة بأخذ

(A.64) Jm(x) =
1

2π

∫ 2π

0
ei(x sin θ−mθ)dθ.

التالي (A.64) من نستنتج

(A.65) Jm(x) =
1

2π

∫ 2π

0
[cos(x sin θ −mθ) + i sin(x sin θ −mθ)] dθ.

أي یتلاشى، أن یجب الایمن الطرف في التخیلي الجزء فإن حقیقي، x المتغیر أن بما

(A.66)
∫ 2π

0
sin(x sin θ −mθ)dθ = 0.

الصیغة على (A.65) تصبح وعلیھ

(A.67) Jm(x) =
1

2π

∫ 2π

0
cos(x sin θ −mθ)dθ =

1

π

∫ π

0
cos(x sin θ −mθ)dθ.

متكافئة التالیة التكاملات فإن ھندسیاً،

(A.68)
∫ 2π

0
cos(x sin θ −mθ)dθ =

∫ 2π

0
cos(x cos θ −mθ)dθ,

و
(A.69)

∫ 2π

0
sin(x sin θ −mθ)dθ =

∫ 2π

0
sin(x cos θ −mθ)dθ = 0.

لتصبح (A.65) نكتب أن یمكن علیھ بناء

Jm(x) =
1

2π

∫ 2π

0
[cos(x cos θ −mθ) + i sin(x cos θ −mθ)] dθ,

أو
(A.70) Jm(x) =

1

2π

∫ 2π

0
ei(x cos θ−mθ)dθ.

ھامة تطبیقات ولھ integral representation of Bessel functions بسل لدوال التكاملي التمثیل یسمى ھذا
الفیزیائیة. المسائل في التكاملات من العدید لحل
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الدوال متغیر نأخذ أن المناسب من فإنھ الإسطوانیة، الإحداثیات على بسل لدوال الھندسي الإعتماد طبیعة بسبب
الحالة ھذه في تصبح (A.59) المعادلة للإسطوانة. القطري المتغیر یمثل ρ حیث ،x عن بدلاً kρ

(A.71) ρ2 d
2

dρ2
Zν(kρ) + ρ

d

dρ
Zν(kρ) + (k2ρ2 − ν2)Zν(kρ) = 0.

الإسطوانة قطر متغیر أن بحیث ،a قطرھا أسطوانة لنقل الإسطوانیة، الأبعاد على Jν(kρ) بسل دوال عرفنا لو
متناھیة Jν(0) أن ھي و الحدیة الشروط تستوفي Jν(kρ) الدوال أن بشرط ،ρ = a إلى ρ = 0 من القیم یأخذ
كانت إذا یتحقق الثاني الشرط بینما الأول، النوع من بسل لدوال دائماً متحقق الأول الشرط .Jν(ka) = 0 و
یعطي (A.3) الجدول .ν الرتبة من بسل دالة جذور) (أو أصفار مجموعة {ανn}∞n=1 أن حیث ،k = ανn/a
أن یمكن (A.71) بسل معادلة أیضاً. الرتب لبعض الأولى المشتقة أصفار و الصحیحة للرتب بسل دوال أصفار

بالشكل تكتب

(A.72) ρ
d2

dρ2
Jν

(
ανn

ρ

a

)
+

d

dρ
Jν

(
ανn

ρ

a

)
+

[
α2
νn

ρ

a2
− ν2

ρ

]
Jν

(
ανn

ρ

a

)
= 0.

للوصول متعامدة. Jν (ανnρ/a) الدوال مجموعة أن یعني مما self adjoint الترافق ذاتیة (A.72) بسل معادلة
تحقق Jν (ανmρ/a) الدوال أن لنجد (A.72) العلاقة في ανm بـ ανn الجذر معامل نستبدل التعامد علاقة إلى

العلاقة

(A.73) ρ
d2

dρ2
Jν

(
ανm

ρ

a

)
+

d

dρ
Jν

(
ανm

ρ

a

)
+

[
α2
νm

ρ

a2
− ν2

ρ

]
Jν

(
ανm

ρ

a

)
= 0.

الطرح ناتج نكامل و الطرح، و Jν (ανnρ/a) بـ (A.73) المعادلة و Jν (ανmρ/a) بـ (A.72) المعادلة بضرب
على نحصل ρ = a إلى ρ = 0 ∫من a

0
Jν

(
ανn

ρ

a

)
d

dρ

[
ρ
d

dρ
Jν

(
ανm

ρ

a

)]
dρ−

∫ a

0
Jν

(
ανm

ρ

a

)
d

dρ

[
ρ
d

dρ
Jν

(
ανn

ρ

a

)]
dρ

=
α2
νn − α2

νm

a2

∫ a

0
Jν

(
ανm

ρ

a

)
Jν

(
ανn

ρ

a

)
ρdρ.

(A.74)
كالتالي (A.74) المعادلة من الایسر الطرف یصبح بالتجزيء التكامل بإجراء

(A.75) LHS = ρJν

(
ανn

ρ

a

)
d

dρ
Jν

(
ανm

ρ

a

)∣∣∣∣∣
a

0

− ρJν

(
ανm

ρ

a

)
d

dρ
Jν

(
ανn

ρ

a

)∣∣∣∣∣
a

0

.

یتحقق ھذا الواقع في .ρ = 0 حالة في (A.75) الأیسر الطرف معادلة صفریة یضمن ρ المعامل فإن ν ≥ 0 عندما
تساوي (A.75) الأیسر الطرف معادلة فإن ρ = a حالة في .(A.50) التماثل علاقة حسب ν ≥ −1 عندما أیضاً
لدالة m رقم الصفر و n رقم الصفر تمثلان ανm و ανn حیث ،Jν(ανn) = Jν(ανm) = 0 بسبب الصفر
صفر. تساوي (A.75) الأیسر الطرف معادلة فإن المعاملات من الإختیار بھذا الترتیب. على ،ν الرتبة من بسل

صفر یساوي (A.74) المعادلة في الأیمن الطرف وبالتالي

α2
νn − α2

νm

a2

∫ a

0
Jν

(
ανm

ρ

a

)
Jν

(
ανn

ρ

a

)
ρdρ = 0,

بالصیغة ρ ∈ [0, a] الفترة على التعامد علاقة على نحصل n , m حالة وفي

(A.76)
∫ a

0
Jν

(
ανn

ρ

a

)
Jν

(
ανm

ρ

a

)
ρdρ = 0; n , m.
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بسل دوال مفكوك بإیجاد نقوم ثم ،ανm = ανn + ϵ عن عبارة المساواة ھذه نعتبر فإننا n = m أن حالة في أما
الصیغة حسب (A.75) الأیسر الطرف معادلة في ϵ حول

f(x+ ϵ) = f(x) + ϵf ′(x) +
ϵ2

2!
f ′′(x) +

ϵ3

3!
f (3)(x) + · · · ,

المعایرة علاقة على نحصل (A.56) التكراریة العلاقة بتطبیق و ϵ→ 0 عندما النھایة نأخذ ثم ومن

(A.77)
∫ a

0

[
Jν

(
ανn

ρ

a

)]2
ρdρ =

a2

2
[Jν+1 (ανn)]

2 .

و Zν → Jν بأخذ ،(A.60) غیرالخطیة بسل معادلة بإستخدام أخرى بطریقة علیھا الحصول یمكن العلاقة ھذه
أن حقیقة و (A.56) التكراریة العلاقة إستخدام مع ،ρ = a إلى ρ = 0 من التكامل إجراء و x → ανnρ/a

مباشرةً. (A.77) المعایرة علاقة نستنتج ،ν لـ قیمة لأي دائماً νJν(0) = 0

جداً كثیرة قیم إلى تؤول أي ανn ∼ α بسل دوال لجذور المتقطعة الممكنة القیم فإن a → ∞ أن حالة في
(A.76) التعامد علاقة أن بحیث متناھیة ανn/a ∼ α/a → k النسبة لكن α مستمرة كأنھا تظھر وبالتالي

التالیة closure equation الإنغلاق معادلة إلى ستؤول

(A.78)
∫ ∞
0

Jν(kρ)Jν(k
′ρ)ρdρ =

1

k
δ(k − k′); ν > −1

2
,

الفضاء. على المعرفة الإنظمة أو نھائیة غیر إسطوانیة إحداثیات في المحصورة الأنظمة معالجة في تفید التي و

تحسب J ′0 أصفار الأولى. مشتقتھم و zeros of Bessel functions بسل دوال (جذور) أصفار :(A.3) جدول
.(A.53) العلاقة من

Number
of zeros J0(x) J1(x) J2(x) J3(x) J4(x) J5(x)

1 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802 7.5883 8.7715
2 5.5201 7.0156 8.4172 9.7610 11.0647 12.3386
3 8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725 15.7002
4 11.7915 13.3237 14.7960 16.2235 17.6160 18.9801
5 14.9309 16.4706 17.9598 19.4094 20.8269 22.2178

J ′0(x) J ′1(x) J ′2(x) J ′3(x)

1 3.8317 1.8412 3.0542 4.2012
2 7.0156 5.3314 6.7061 8.0152
3 10.1735 8.5363 9.9695 11.3459

متسلسلات حل في لایظھر الآخر الحل .Jν(x) ھو أحدھما خطیاً، مستقلین حلین لھا (A.59) بِسِل معادلة إن
بطریقة إیجاده یمكن لكن صحیحة) ν أن حالة (في Frobenius method فوربینیوس طریقة بإستخدام القوى
كالتالي یعرف أن یمكن Nν(x) الثاني الحل أن لنجد الخطي)1 الإستقلال أساس (على Wornskian الرونسكین

(A.79) Nν(x) =
cos νπJν(x)− J−ν(x)

sin νπ .

.699 صفحة [1] المرجع: إلى 1أنظر
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الثالثة. الرتبة حتى Neumann functions نویمان دوال :(A.4) شكل

بسل معادلة تحقق Nν(x) فإن صحیحة غیر ν لقیم .Neumann functions نویمان بدوال الحل ھذا على یطلق
علاقة بإستخدام و n صحیح عدد ν أن حالة في .J−ν(x) و Jν(x) للحلول خطي مجموع أنھا أساس على (A.59)
إذا 0

0
سیعطي (A.79) التعریف فإن ،sinnπ = 0 و cosnπ = (−1)n أن أساس على و (A.50) التماثل

لنكتب L'Hôpital's rule لوبیتال قاعدة نطبق لھذا ،ν = n بـ مباشرة عوضننا

(A.80)
Nn(x) = lim

ν→n
Nν(x) =

∂
∂ν

[
cos νπJν(x)− J−ν(x)

]
ν=n

∂
∂ν
sin νπ|ν=n

,

=
1

π

[
∂Jν(x)

∂ν

∣∣∣∣∣
ν=n

− (−1)n
∂J−ν(x)

∂ν

∣∣∣∣∣
ν=n

]
,

(A.59) بسل معادلة یحقق (A.80) التعریف أن لإثبات الحقیقیة. الرتب عند نویمان دوال تعریف یُعْطي الذي و
المعادلتین على لنحصل J−ν(x) و Jν(x) بـ بسل معادلة في نعوض

(A.81) x2J ′′±ν(x) + xJ ′±ν(x) + (x2 − ν2)J±ν(x) = 0.

المعادلة من طرحھا و (−1)n بـ −ν الرتبة على تحوي التي المعادلة ضرب و ν لـ بالنسبة المعادلتین كلا بإشتقاق
على نحصل ،ν → n عندما النھایة أخذ و ،ν الرتبة على تحوي التي

(A.82) x2 d
2

dx2
Nn + x

d

dx
Nn + (x2 − n2)Nn =

2n

π
[Jn − (−1)nJ−n] ,

علاقة حسب صفر دائماً یساوي (A.82) العلاقة من الأیمن الطرف .Nn لتعریف (A.80) التعریف إستخدمنا حیث
الرابعة الرتبة حتى نویمان دوال شكل یُوضح (A.4) الشكل بسل. معادلة حل Nnھي أن یعني مما ،(A.50) التماثل

.x→ 0 عندما −∞ إلى تؤول نویمان دوال ان كیف لاحظ
الحلین كلا إختیار إن .Nν(x) و Jν(x) لـ الخطي المجموع سیكون الخطیة (A.59) بسل لمعادلة العام الحل إن
یلعب x→ 0 عندما عدمھ من التناھي شرط إن للنظام. الحدیة الشروط على أساسي بشكل یعتمد أحدھما إستبعاد أو
إن یُستبعد. Nn(x) الحل فإن الأصل، نقطة عند الحل تناھي ھو الشرط كان إذا الحلول. أحد إختیار في كبیراً دوراً

.sin بدالة یُمَثّل Nn لـ بینما cos بدالة یُمَثّل Jn لـ asymptotic behavior التقربي التصرف
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Helmholtz equation ھیلمھولتز معادلة حل لدى تظھر (A.71) بسل معادلة أن سابقاً ذكرنا لقد

(A.83) ∇2ψ + k2ψ = 0,

ھیلمھولتز معادلة إلى تؤول الإرتباط عدم حالات في شرودنجر معادلات أن لاحظ الإسطوانیة. الإحداثیات في
ھیلمھولتز معادلة فإن شرودنجر، لمعادلة الإرتباط حالات أو diffusion problem الإنتشار حالات في .(A.83)

بـ تستبدل
(A.84) ∇2ψ − k2ψ = 0,

بالصیغة الإسطوانیة الإحداثیات في القطریة المعادلة تُعْطي بدورھا التي و

(A.85) ρ2 d
2

dρ2
Zν(kρ) + ρ

d

dρ
Zν(kρ)− (k2ρ2 + ν2)Zν(kρ) = 0.

بھذا و ،k → ik التحویل خلال من یتم (A.84) الإنتشار معادلة إلى (A.83) ھیلمھولتز معادلة من الإنتقال إن
.Zν(kρ) ∝ Jν(ikρ) یصبح (A.85) المعادلة حل إن .(A.85) بالشكل معادلة إلى (A.71) بسل معادلة تتحول

.Iν(kρ) بالرمز لھ یرمز و modified Bessel functions المعدلة بسل دوال یسمى الحل ھذا
كالتالي Iν(x) المعدلة بسل دالة إذاُ نعرف

(A.86) Iν(x) ≡ i−νJν(ix).

(A.48) المتسلسلة في (A.86) العلاقة بتعویض حقیقیة. Iν(x) الدالة لتبقى حد كل من iν سیلغي i−ν المعامل
على نحصل

In(x) = i−nJn(ix) = i−n
∞∑
s=0

(−1)s

s!(n+ s)!

(
ix

2

)n+2s

.

لنحصل I−ν(x) و Iν(x) لـ المتسلسلات تمثیل إلى ننتھي بالتالي و i2s+n = i2sin = (−1)sin أن حظ لا ھنا
على

(A.87) Iν(x) =
∞∑
s=0

1

s!(ν + s)!

(
x

2

)ν+2s

; I−ν(x) =
∞∑
s=0

1

s!(s− ν)!

(
x

2

)2s−ν
.

فإنھ صحیحة ν كانت إذا أنھ أي المعدلة، بسل لدوال متكافئة التماثل علاقة أن مباشرة یتضح

(A.88) In(x) = I−n(x).

بسل علاقات في Jν(x) = iνIν(−ix) بـ عوضنا لو المعدلة بسل لدوال التكراریة العلاقات على الحصول یمكننا
التكراریة.

كالتالي تُعْطى التي و Kν(x) الدوال مجموعة ھو (A.85) المعدلة بسل لمعادلة الثاني الحل

(A.89) Kν(x) =
π

2

I−ν(x)− Iν(x)
sin νπ .

المعدلة بسل دوال یعطي (A.5) الشكل .Kν(x) = K−ν(x) التماثل علاقة یستوفي الثاني الحل أن مباشرة یتضح
الثانیة. الرتبة حتى

أخرى، مرة .Kν(x) و Iν(x) لـ الخطي المجموع سیكون الخطیة (A.85) المعدلة بسل لمعادلة العام الحل إن
عدمھ من التناھي شرط إن للنظام. الحدیة الشروط على أساسي بشكل یعتمد أحدھما إستبعاد أو الحلین كلا إختیار إن

الحلول. أحد إختیار في كبیراً دوراً یلعب x→ 0 عندما
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الثانیة. الرتبة حتى modified Bessel functions المعدلة بسل دوال :(A.5) شكل

Spherical Bessel functions الكرویة بِسِل دوال A.5

(A.34) العلاقة بإستخدام ∇2 عن نعوض حیث الكرویة، الإحداثیات في (A.83) ھیلمھولتز معادلة بحل قمنا لو
یحقق الزاوي الجزء أن بإعتبار و ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ) للدالة المتغیرات فصل طریقة بإستخدام و

یصبح لابلاس معادلة من radial part القطري الجزء فإن (A.36) المعادلة

(A.90) r2d
2R

dr2
+ 2r

dR

dr
+
[
k2r2 − l(l + 1)

]
R = 0.

المعادلة موجبة. و صحیحة قیم لھ l(l+1) الفصل ثابت فإن لذلك لیجندر، معادلة بالتأكید سیعطي الزاوي الجزء إن
عن عوضنا لو لكن بسل. معادلة لیست لكنھا الترافق، ذاتیة بإنھا تتمیز (A.90)

R(kr) =
Z(kr)

(kr)1/2
,

تصبح (A.90) القطریة المعادلة فإن

(A.91) r2d
2Z

dr2
+ r

dZ

dr
+

[
k2r2 −

(
l +

1

2

)2
]
Z = 0,

Zl+ 1
2
(kr) الحل دوال إن صحیحة. ھنا l حیث l + 1

2
الرتبة من بسل دالة ھي Z إن بسل. معادلة نفسھا ھي و

الكرویة. بسل دوال تسمى
كالتالي الكرویة بسل دوال تعرف

(A.92) jn(x) ≡
√
π

2x
Jn+1/2(x),

و
(A.93) nn(x) ≡

√
π

2x
Nn+1/2(x) = (−1)n+1

√
π

2x
J−n−1/2(x).
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الثالثة. الرتبة حتى spherical Bessel functions الكرویة بسل دوال :(A.6) شكل

sin(n+ 1
2
)π = (−1)n و cos(n+ 1

2
)π = 0 لأن ممكناً J−n−1/2(x) بـ مباشرة nn(x) الدوال ربط إن

دوال یعطي (A.7) الشكل بینما الثالثة، الرتبة حتى الكرویة بسل دوال یعطي (A.6) الشكل .(A.79) التعریف في
الثالثة. الرتبة حتى الكرویة نویمان

بـ n تبدیل مع ،Jn لـ (A.48) المتسلسلة بإستخدام المتسلسلات بصیغة تكتب أن یمكن الكرویة بسل دوال إن
على لنحصل ،n+ 1

2

(A.94) Jn+1/2(x) =
∞∑
s=0

(−1)s

s!(s+ n+ 1
2
)!

(
x

2

)2s+n+1/2

.

للیجندر التضاعف صیغة بإستخدام

(A.95) z!(z +
1

2
)! = 2−2z−1π1/2(2z + 1)!,

الكرویة بسل لدالة المتسلسلات تمثیل یصبح

jn(x) =

√
π

2x

∞∑
s=0

(−1)s22s+2n+1(s+ n)!

π1/2s!(2s+ 2n+ 1)!

(
x

2

)2s+n+1/2

,

على نحصل الإختصارات إجراء بعد و

(A.96) jn(x) = 2nxn
∞∑
s=0

(−1)s(s+ n)!

s!(2s+ 2n+ 1)!
x2s.

−m− بالمؤشر n المؤشر بإستبدال الكرویة نویمان لدوال قوى متسلسلة صیغة على الحصول یمكننا الطریقة بنفس
على لنحصل (A.93) القوى متسلسلة تعریف 1في

(A.97) n−m−1(x) = (−1)−m
√
π

2x
Jm+1/2(x),
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الثالثة. الرتبة حتى spherical Neumann functions الكرویة نویمان دوال :(A.7) شكل

صیغة نستخدم أخرى مرة .m للمؤشر (A.94) في بسل لدوال القوى متسلسلة نفس الأیمن الطرف في یُعْطي الذي و
أن حقیقة مع −n− 1 mإلى المؤشر إرجاع ثم من و (A.95) للیجندر التضاعف

(p− 1)!

(2p− 1)!
=

p!/p

2p!/2p
= 2

p!

(2p)!
,

على لنحصل

(A.98) nn(x) =
(−1)n+1

2nxn+1

∞∑
s=0

(−1)s(s− n)!

s!(2s− 2n)!
x2s.

صیغة إیجاد حالة أول حالات: ثلاث في الكرویة الدوال حساب في أھمیة لھما (A.98) و (A.96) في المتسلسلتان
بشكل ترتبطان الكرویة نویمان و بسل دوال أن نجد، لھذا نتیجة .n = 0 الصفریة الرتب عند closed form مغلقة
x→ 0 عندما الكرویة بسل لدوال (≈) التقریبیة الحدیة القیم إیجاد الثانیة الحالة .cos و sin المثلثیة بالدوال وثیق

.x≫ 1 عندما الكرویة بسل لدوال (∼) التقاربیة الحدیة القیم إیجاد الثالثة الحالة و .(x≪ 1 (أو
أن (A.96) المتسلسلة من نجد n = 0 الخاصة الحالة عند

(A.99) j0(x) =
∞∑
s=0

(−1)s

(2s+ 1)!
x2s =

1

x

∞∑
s=0

(−1)s

(2s+ 1)!
x2s+1 =

sinx
x

.

أن n = 0 عند (A.98) المتسلسلة من نجد الطریقة بنفس

(A.100) n0(x) = −cos x
x

.

لأن s = 0 الحد إلى تقتطعا أن یمكن (A.98) و (A.96) في المتسلسلتین فإن x ≪ 1 التقریبي الحد عند
على (A.96) من لنحصل الحالة، ھذه في جداً صغیرة تصبح s > 0 فیھا یكون التي الحدود

(A.101) jn(x) ≈
2nn!

(2n+ 1)!
xn =

xn

(2n+ 1)!!
,
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على نحصل (A.98) من و

(A.102) nn(x) ≈
(−1)n+1(−n)!

2n(−2n)!
x−n−1 = −(2n)!

2nn!
x−n−1 = −(2n− 1)!!x−n−1.

التالیة المزدوج المضروب علاقات إستخدمنا الأعلى في

(A.103) (2n)!! = (2n)(2n− 2) · · · 6 · 4 · 2︸                             ︷︷                             ︸
ntimes

= 2nn(n− 1) · · · 3 · 2 · 1 = 2nn!,

التالیة العلاقات نثبت أن یمكن منھا و

(A.104) (2n)! = (2n)(2n−1)(2n−2) · · · 3 ·2 ·1 = (2n)!!(2n−1)!! = 2nn!(2n−1)!!,

و

(A.105) (2n+1)! = (2n+1)(2n)(2n−1) · · · 3·2·1 = (2n)!!(2n+1)!! = 2nn!(2n+1)!!.

التالیة العلاقة (A.102) العلاقة إثبات في إستخدمنا كما

(A.106) (p− n)!

(2p− 2n)!
=

(−1)n−p(2n− 2p)!

(n− p)!
; ∀p ∈ N+,

.p = 0 نأخذ أعلاه حالتنا في حیث
كالتالي تُكتب الكرویة للدوال ،x≫ 1 عندما أي ،asymptotic values التقاربیة القیم إن

(A.107) jn(x) ∼
1

x
sin

(
x− nπ

2

)
,

و
(A.108) nn(x) ∼ −

1

x
cos

(
x− nπ

2

)
.

.standing spherical waves موقوفة كرویة موجات تمثلان أعلاه العلاقتان
صیغ بناء یمكن الكرویة للدوال التكراریة العلاقات في mathematical induction الریاضي الحث بإستخدام

Rayleigh formulas ریل

jn(x) = (−1)nxn
(

1

x

d

dx

)n (sinx
x

)
,

nn(x) = −(−1)nxn
(

1

x

d

dx

)n (cos x
x

)
.

نحصل العلاقات تلكم في jn لـ بالتعویض و ،(A.77) المعایرة و (A.76) للتعامد بسل دوال علاقات بإستخدام
الكرویة بسل لدوال العیاریة التعامد علاقة على

(A.109)
∫ a

0
jn

(
αnp

r

a

)
jn

(
αnq

r

a

)
r2dr =

a3

2
[jn+1 (αnp)]

2 δpq,

العلاقة .(A.4) الجدول في رتب خمس لأول منھا قیم خمس أول یُعْطى الذي و ،jn أصفار αnq و αnp حیث
(عادة الزاوي الجزء حل عن الناتجة الدوال فإن متغیرة nكانت إذا .n لـ ثابتة قیم عند jn لـ التعامد تُعطي (A.109)

.(A.45) التعامد علاقات عبر n قیم ثبوت تفرض سوف الكروي) التوافق دوال
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الدوال أصفار .zeros of spherical Bessel functions الكرویة بسل دوال (جذور) أصفار :(A.4) جدول
.α0n = nπ فإن الصفریة للرتب لاحظ .Jn+1/2 بسل دوال أصفار بإیجاد حسابھا تم jn(x)

Number
of zeros j0(x) j1(x) j2(x) j3(x) j4(x) j5(x)

1 3.14159 4.49341 5.76346 6.98793 8.18256 9.35581
2 6.28319 7.72525 9.09501 10.4171 11.7049 12.9665
3 9.42478 10.9041 12.3229 13.698 15.0397 16.3547
4 12.5664 14.0662 15.5146 16.9236 18.3013 19.6532
5 15.708 17.2208 18.6890 20.1218 21.5254 22.9046

Laguerre functions لاجویر دوال A.6

التالیة العادیة التفاضلیة لاجویر لمعادلة حل ھي لاجویر دوال إن

(A.110) xy′′(x) + (1− x)y′(x) + ny(x) = 0,

التفاضلیة لاجویر معادلة لحل الأكبر الدافع إن .n ≥ 0 صحیحة قیمة لكل 0 < x <∞ الفترة على معرفة xحیث
الھیدروجین. لذرة القطریة شرودنجر معادلة من أتى

بـ تعطى لاجویر لدوال المولدة الدالة

(A.111) g(x, z) =
e−xz/(1−z)

1− z
=
∞∑
q=0

Lq(x)z
q; |z| < 1.

على لحصلنا z = 0 الشاذة النقطة حول كاملنا و z−n−1 بـ الطرفین ضربنا ∮لو
C

e−xz/(1−z)

(1− z)zn+1
dz =

∞∑
q=0

Lq(x)
∮
C

dz

zn−q+1
.

الباقي حساب طبقنا لو الأیمن. الطرف تكامل في n − q + 1 الرتبة من pole قطب تمثل z = 0 الشاذة النقطة
أنھ2 نجد الأیمن الطرف في للتكامل

∮
C

dz

zn−q+1
=

{
2πi n = q,
0 n , q,

لاجویر دالة تُعْطَى بالتالي و ،z−1 على یحوي الذي و q = n فقط ھو المتسلسلة من یبقى الذي الحد فإن علیھ و
بـ التكاملي بشكلھا

(A.112) Ln(x) =
1

2πi

∮
C

e−xz/(1−z)

(1− z)zn+1
dz.

التالي بالتحویل قمنا لو
xz

1− z
= s− x ⇒ z =

s− x
s

,

كوشي تكامل طریق عن یُحَل مكان، كل في معرفة أي holomorphic function ھولومورفیة دالة f(z) حیث ،f(z)/(z − z0)m الشكل من لدالة التكامل 2إن
.
∮
f(z)/(z− z0)mdz = 2πif (m−1)(z0)/(m− 1)! بـ یُعْطى mو الرتبة من pole قُطْب تمثل التي و z = z0 شاذة نقطة حول Cauchy’s integral
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لاجویر لدوال آخر تكاملي تمثیل على نحصل

(A.113) Ln(x) =
ex

2πi

∮
C

sne−s

(s− x)n+1
ds.

الحل یعطي كوشي صیغة حسب التكامل بالتالي و n + 1 الرتبة من s = x عند pole قطب لدینا أنھ یعني ھذا
لاجویر لدوال رودریجز صیغة على لنحصل ،2πif (n)(s = x)/n!

(A.114) Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x).

للرتب Ln(x) لاجویر حدود للكثیرات متسلسلة صیغة على الحصول یمكن (A.114) رودریجیز علاقة بإستخدام
الصحیحة n

Ln(x) =
(−1)n

n!

[
xn − n2

1!
xn−1 +

n2(n− 1)2

2!
xn−2 − · · ·+ (−1)nn!

]
,

أو
(A.115) Ln(x) =

n∑
m=0

(−1)mn!xm

(n−m)!m!m!
=

n∑
s=0

(−1)n−sn!xn−s

(n− s)!(n− s)!s!
.

دوال یعطي (A.8) الشكل .(A.5) الجدول في تُعْطى التي و لاجویر دوال من الأولى الرتب حساب من یُمَكّننا ھذا
رتب. ثلاث لأول لاجویر

السادسة. الرتبة حتى لاجویر دوال :(A.5) جدول
Laguerre polynomialsلاجویر حدود كثیرات

L0(x) = 1
L1(x) = 1− x
L2(x) = (x2 − 4x+ 2) /2
L3(x) = (−x3 + 9x2 − 18x+ 6) /3!
L4(x) = (x4 − 16x3 + 72x2 − 96x+ 24) /4!
L5(x) = (−x5 + 25x4 − 200x3 + 600x2 − 600x+ 120) /5!
L6(x) = (x6 − 36x5 + 450x4 − 2400x3 + 5400x2 − 4320x+ 720) /6!

لعلاقة داخلیة تفاضلات بإجراء قمنا لو متعددة. بطرق لاجویر لدوال التكراریة العلاقات على الحصول یمكن
أن نجد (A.114) رودریجیز

Ln(x) =
ex

n!

dn−1

dxn−1
(nxn−1 − xn)e−x = Ln−1(x)−

ex

n!

dn−1

dxn−1
xne−x,

على لنحصل نشتق، ثم من و e−x بـ نضرب

d

dx

(
e−xLn(x)

)
=

d

dx

(
e−xLn−1(x)

)
− 1

n!

dn

dxn
(xne−x).

على نحصل التجمیع مع الإشتقاقات بتوزیع

e−x[−Ln(x) + L′n(x) + Ln−1(x)− L′n−1(x)] = − 1

n!

dn

dxn
(xne−x).
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1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

1

2

L0(x)

L3(x)

L2(x)

L1(x)

x

الثالثة. الرتبة حتى Laguerre functions لاجویر دوال :(A.8) شكل

ینتج (A.114) رودریجیز علاقة إستخدام و ex بـ بالضرب

(A.116) L′n(x) = L′n−1(x)− Ln−1(x).

.x لـ بالنسبة (A.111) المولدة الدالة بإشتقاق إلیھا نصل أن یمكن (A.116) التكراریة العلاقة نفس
التكراریة العلاقات من المزید على نحصل ،z و x لـ بالنسبة (A.111) المولدة الدالة بإشتقاق

(A.117) (n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1− x)Ln(x)− nLn−1(x),

و
(A.118) xL′n(x) = nLn(x)− nLn−1(x).

أن نجد arbitrary إعتباطیة z إبقاء مع (A.111) المولدة الدالة في x = 0 أخذنا لو

g(0, z) =
1

1− z
=
∞∑
n=0

zn =
∞∑
n=0

Ln(0)zn,

تصبح الخاصة القیمة فإن بذلك و
(A.119) Ln(0) = 1,

المتسلسلتین. كلا في المعاملات بمقارنة ذلك و
التفاضلیة المعادلة ھذه مؤثر أن سنجد (A.110) التفاضلیة لاجویر معادلة في النظر أمعنا لو

L̂n(x) = x
d2

dx2
+ (1− x) d

dx
+ n,

لاجویر دوال فإن علیھ و ھیرمیشي. غیر أو الترافق ذاتي لیس المؤثر ھذا كذلك فردي. أو زوجي تماثل أي لھ لیس
مجموعة ضربنا لو ھیرمیت. دوال في الحال ھو كما تماماً المتعامدة. الدوال من كاملة مجموعة تكوِّن لا Ln(x)
التالیة العیاریة التعامد علاقة تحقق التي و المتعامدة الدوال من كاملة مجموعة على لحصلنا e−x/2 بـ Ln(x) الدوال

(A.120)
∫ ∞
0

e−xLm(x)Ln(x)dx = δmn.
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كالتالي orthogonal Laguerre functions المتعامدة لاجویر دوال تعریف المناسب من لھذا

(A.121) φn(x) = e−x/2Ln(x).

التفاضلیة المعادلة تحقق φn(x) ھذه المتعامدة الدوال مجموعة إن

(A.122) xφ′′n(x) + φ′n(x) +
(
n+

1

2
− x

4

)
φn(x) = 0,

.∞ > x > 0 التعریف فترة الحدیة الشروط تفرض حیث الترافق، ذاتیة تفاضلیة معادلة ھي و
على سنحصل (A.111) المولدة الدالة في z = 1/2 أخذنا لو المقابل، في

g(x,
1

2
) = 2e−x =

∞∑
n=0

Ln(x)2
−n.

على نحصل ،(A.120) التعامد علاقة بإستخدام و التكامل و e−xLm(x) بـ ∫بالضرب ∞
0

e−2xLm(x)dx = 2−m−1.

z = −1/2,±1/3, · · · etc. بأخذ: الخاصة التكاملات ھذه من المزید حساب یمكننا

Associated Laguerre functions لاجویرالمزاملة دوال A.7

المزاملة لاجویر دالة لنا تظھر الھیدروجین، لذرة الموجیة بالدالة یتعلق فیما خاصة الفیزیائیة، التطبیقات من العدید في
كالتالي تعرف التي و المصاحبة) (أو

(A.123) Lkj (x) ≡ (−1)k
dk

dxk
Lj+k(x)

المزاملة لاجویر دوال قیم على نحصل (A.123) التعریف في (A.115) المتسلسلات تمثیل بإستخدام

Lk0(x) = 1,

Lk1(x) = −x+ k + 1,

و
Lk2(x) =

x2

2
− (k + 2)x+

(k + 2)(k + 1)

2
.

نكتب عام بشكل

(A.124) Lkj (x) =
j∑

m=0

(−1)m
(j + k)!

(j −m)!(k +m)!m!
xm, k > −1.

المزاملة لاجویر لدوال رودریجیز تمثیل على نحصل (A.123) التعریف في (A.114) رودریجیز علاقة بإستخدام

(A.125) Lkj (x) =
exx−k

j!

d j

dxj
(e−xxk+j).
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عند Lj(x) لاجویر دوال من یقابلھا ما إلى تختزل Lkj (x) المزاملة لاجویر لدوال الصیغ و التعریفات جمیع إن
.k = 0

لدوال المولدة الدالة بإشتقاق ذلك و (A.123) التعریف بإستخدام المزاملة لاجویر لدوال المولدة الدالة إیجاد یمكن
على نحصل Lkj (x) لـ المؤشر على التعدیل بعد مرة. k (A.111) لاجویر

(A.126) e−xz/(1−z)

(1− z)k+1
=
∞∑
j=0

Lkj (x)z
j, |z| < 1.

على نحصل الحدین ذو مفكوك بإستخدام و ،x = 0 عندما أعلاه، المولدة الدالة من

(A.127) Lkj (0) =
(j + k)!

j!k!
.

لاجویر. لدوال التكراریة العلاقات إشتقاق طریق عن أو المولدة الدالة من التكراریة العلاقات إشتقاق السھل من
العدیدة الطرق ھذه بین من

(A.128) (j + 1)Lkj+1(x) = (2j + k + 1− x)Lkj (x)− (j + k)Lkj−1(x),

(A.129) x
dLkj (x)

dx
= jLkj (x)− (j + k)Lkj−1(x).

التفاضلیة لاجویر معادلة على نحصل مرة، k لـ التفاضلیة لاجویر معادلة تفاضل خلال من أو العلاقتین ھاتین من
المزاملة

(A.130) x
d2Lkj (x)

dx2
+ (k + 1− x)

dLkj (x)

dx
+ jLkj (x) = 0.

تحت شرودنجر لمعادلة القطري الجزء حل تتضمن التي الفیزیائیة التطبیقات في التفاضلیة المعادلة ھذه تظھر حیث
كرویاً. متناظرة مركزیة جھود تأثیر

الترافق ذاتیة صیغة إلى تحویلھا یمكن لكن الترافق، ذاتیة لیست (A.130) المزاملة التفاضلیة لاجویر معادلة إن
التعامد علاقة على لنحصل ،e−x/2xk/2 بـ المصاحبة لاجویر دوال ضربت لو فیما

(A.131)
∫ ∞
0

e−xxkLkj (x)L
k
i (x)dx =

(j + k)!

j!
δji,

أخذنا لو لاجویر. لدوال [0,∞) التعامد فترة نفس لھا أن أي

(A.132) φkj (x) = e−x/2xk/2Lkj (x),

التالیة الترافق ذاتیة التفاضلیة المعادلة تحقق φkj (x) الدوال مجموعة فإن

(A.133) x
d2φkj (x)

dx2
+
dφkj (x)

dx
+

(
−x

4
+

2j + k + 1

2
− k2

4x

)
φkj (x) = 0.

المعادلة من خاصة حالة ھي (A.122) التفاضلیة المعادلة لاجویر. بدوال أحیاناً علیھا یطلق φkj (x) الدوال مجموعة
.k = 0 عندما (A.133) التفاضلیة

كالتالي یُعْطى مفید، آخر تعریف إضافة یمكن أعلاه، النقاش سیاق في

(A.134) Φkj (x) = e−x/2x(k+1)/2Lkj (x).
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على نحصل (A.130) المزاملة التفاضلیة لاجویر معادلة في تعویضھا لدى

(A.135)
d2Φkj (x)

dx2
+

(
−1

4
+

2j + k + 1

2x
− k2 − 1

4x2

)
Φkj (x) = 0.

معایرة علاقة تقابل المعادلة ھذه

(A.136)
∫ ∞
0

e−xxk+1
[
Lkj (x)

]2
dx =

(j + k)!

j!
(2j + k + 1).

الثاني الحد في x−1 وجود بسبب وزن) كدالة x−1 مع (إلا كاملة مجموعة تكون لا Φkj (x) الدوال أن ملاحظة یجب
.(A.135) التفاضلیة المعادلة من القوسین داخل

Hermite functions ھیرمیت دوال A.8

الثانیة الدرجة من التفاضلیة للمعادلة حل بأنھا تعرف و Hn(z) بـ n الرتبة من z للمتغیر ھیرمیت لدوال یرمز
التالیة

(A.137) d2Hn(z)

dz2
− 2z

dHn(z)

dz
+ 2nHn(z) = 0,

كالتالي تُعْطى ھیرمیت لدالة generating function المولدة الدالة .n = 0, 1, 2, . . . أن حیث

(A.138) e2zt−t
2

=
∞∑
n=0

Hn(z)
tn

n!
.

أن بحیث ،z = 0 عندما (A.138) المولدة الدالة من ھیرمیت لدوال خاصة قیم على الحصول یمكن

g(z = 0, t) = e−t
2

=
∞∑
n=0

Hn(0)
tn

n!
=
∞∑
n=0

(−1)n
t2n

n!
.

نجد القوى، لمتسلسلات المعاملات بمقارنة

(A.139) H2n(0) = (−1)n
(2n)!

n!
; H2n+1(0) = 0.

على (A.138) المولدة الدالة متساویة من الحصول یمكن الطریقة، بنفس

(A.140) g(−z, t) = e−t
2−2tz = g(z,−t),

القوى متسلسلات متساویة من
∞∑
n=0

Hn(−z)
tn

n!
=
∞∑
n=0

Hn(z)
−tn

n!
,

ھیرمیت لدوال parity relation التماثل علاقة یُعْطي الذي و

(A.141) Hn(z) = (−1)nHn(−z).
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على نحصل الأیسر الطرف في الأسیة للدالة ماكلورین مفكوك بأخذ و (A.138) المولدة الدالة صیغة في

e2zt−t
2

=
∞∑
m=0

(2zt− t2)m

m!
=
∞∑
n=0

Hn(z)
tn

n!
,

=
∞∑
m=0

tm
(2z − t)m

m!
=
∞∑
n=0

Hn(z)
tn

n!
.

أن نجد الأیسر، الطرف في الحدین ذو مفكوك بأخذ
∞∑
m=0

tm

m!

m∑
s=0

(−1)s
m!

(m− s)!s!
(2z)m−sts =

∞∑
n=0

Hn(z)
tn

n!
,

∞∑
m=0

m∑
s=0

(−1)s

(m− s)!s!
(2z)m−stm+s =

∞∑
n=0

Hn(z)
tn

n!
.

التالیة[1] الحقیقة بإستخدام و .m+ s = n أن نحتاج الطرفین بین القوة نفس من t معاملات مقارنة نستطیع حتى

∞∑
m=0

m∑
s=0

as,m−s =
∞∑
n=0

[n/2]∑
s=0

as,n−2s,

أخذ عند إذاً فردیة. n كانت إذا [n/2] = (n − 1)/2 و زوجیة، n قیمة كانت إذا [n/2] = n/2 أن حیث
كالتالي یُكْتَب المزدوج المفكوك mفإن = n− s

∞∑
m=0

m∑
s=0

(−1)s

(m− s)!s!
(2z)m−stm+s =

∞∑
n=0

[n/2]∑
s=0

(−1)s

(n− 2s)!s!
(2z)n−2stn,

=
∞∑
n=0

Hn(z)
tn

n!
.

ھیرمیت دوال لتمثیل ھامة علاقة على نحصل tn معاملات بمقارنة

(A.142) Hn(z) =
[n/2]∑
s=0

(−1)sn!

(n− 2s)!s!
(2z)n−2s.

من یُحْسَب و Rodrigues formula رودریجز صیغة من یأتي ھیرمیت لدوال أیضاً الھامة التمثیلات إحدى
على لنحصل ،t للمتغیر بالنسبة مرة n المولدة الدالة تفاضل

(A.143) Hn(z) = (−1)nez
2 dn

dzn
e−z

2

.

recursion الإستدعاء علاقة تتبع ھیرمیت دالة أن نثبت أن یمكن ،t لـ بالنسبة (A.138) المولدة الدالة بإشتقاق
التالیة relation

(A.144) Hn+1(z) = 2zHn(z)− 2nHn−1(z).

ھیرمیت، لدالة Appell sequence إبل متتالیة نوجد أن یمكن ،z لـ بالنسبة (A.138) المولدة الدالة بإشتقاق كذلك
كالتالي تُعْطًى

(A.145) H ′n(z) = 2nHn−1(z).
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السادسة. الرتبة حتى ھیرمیت حدود كثیرات :(A.6) جدول
Hermite polynomials ھیرمیت حدود كثیرات
H0(z) = 1,
H1(z) = 2z,
H2(z) = 4z2 − 2,
H3(z) = 8z3 − 12z,
H4(z) = 16z4 − 48z2 + 12,
H5(z) = 32z5 − 160z3 + 120z,
H6(z) = 64z6 − 480z4 + 720z2 − 120.

1 2-1-2

5

10

-5

H1(x)

H0(x)

H2(x)
H3(x)

الثالثة. الرتبة حتى Hermite plynomials ھیرمیت دوال :(A.9) شكل

ھیرمیت دوال قیم بعض (A.6) الجدول في رتبة. أي عند ھیرمیت دالة نحسب أن یمكن أعلاه العلاقات من
دوال فردیة و زوجیة لاحظ الثالثة. الرتبة حتى ھیرمیت دوال یُعْطِي (A.9) شكل كذلك السادسة. الرتبة حتى
فضاء على متعامدة غیر ذاتھا بحد {Hn(z)}∞n=0 ھیرمیت دوال مجموعة إن .n الدالة رتبة على تعتمد ھیرمیت
ھیرمیت دوال بضرب لكن الترافق. ذاتیة لیست (A.137) التفاضلیة ھیرمیت معادلة أن حیث ،z ∈ (−∞,+∞)

التالیة التعامد علاقة تتبع حیث orthonormal متعامدة دالة على نحصل e−z2/2 الجاوسیة بالدالة

(A.146)
∫ +∞

−∞
e−z

2

Hn(z)Hm(z)dz = 2nπ
1
2n!δnm,

z ∈ (−∞,+∞) الفضاء على معرفة دالة أي بالتالي و كاملة، {e−z2/2Hn(z)}∞n=0 المجموعة أن یعني ھذا
الموجیة الدوال عن للتعبیر {e−z2/2Hn(z)}∞n=0 المجموعة إستخدام یمكن لذلك المجموعة. بھذه عنھا التعبیر یمكن

الكم. میكانیكا في
أن بحیث ،ψn(z) الموجیة للدالة التالي التمثیل إذاً لنعتبر

(A.147) ψn(z) = e−z
2/2Hn(z).



A.8 ھیرمیت دوال Hermite functions 379

للعلاقة العكسي التمثیل لنأخذ لھا. حلاً ψn(z) الموجیة الدالة تُعتبر التي و الأساسیة المعادلة على الحصول إذاً نرید
أن أي ،(A.147)

Hn(z) = ez
2/2ψn(z),

على نحصل z لـ بالنسبة بالإشتقاق

(A.148) dHn(z)

dz
= zez

2/2ψn(z) + ez
2/2dψn(z)

dz
= ez

2/2

[
dψn(z)

dz
+ zψn(z)

]
.

على نحصل z لـ بالنسبة (A.148) العلاقة بإشتقاق أیضاً

d2Hn(z)

dz2
= zez

2/2

[
dψn(z)

dz
+ zψn(z)

]
+ ez

2/2

[
d2ψn(z)

dz2
+ z

dψn(z)

dz
+ ψn(z)

]
.

على نحصل التبسیط بعد

(A.149) d2Hn(z)

dz2
= ez

2/2

[
d2ψn(z)

dz2
+ 2z

dψn(z)

dz
+ (z2 + 1)ψn(z)

]
.

،(A.137) التفاضلیة المعادلة في (A.149) و (A.148) المعادلتین و ،(A.147) للعلاقة العكسي التمثیل بتعویض
التالیة الثانیة الدرجة من التفاضلیة المعادلة على نحصل

(A.150) d2ψn(z)

dz2
+ (2n+ 1− z2)ψn(z) = 0,

،(A.146) في التعامد علاقة نفس تتبع ،{ψn(z)}∞n=0 الحل مجموعة إن .(A.147) العلاقة في یُعْطَى حلھا حیث
أن أي

(A.151)
∫ +∞

−∞
ψ∗n(z)ψm(z)dz = 2nπ

1
2n!δnm.

یصبح المعایر بشكلھ (A.150) المعادلة حل فإن لھذا

(A.152) ψn(z) =
1√

2nπ
1
2n!

e−z
2/2Hn(z).

الحركة جھد تأثیر تحت جسیم بحركة جداً وثیقة علاقة لھما (A.152) حلھا و (A.150) المعادلة أن لاحقاً سنجد
البسیطة. التوافقیة
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B ملــــــحق

Sturm-Liouville theory شتورم-لیوڤیل نظریة

Introduction مدخل B.1

الشروط یلبي أن یجب الحل أن أولھما: ھامتین، خاصیتین لھا عادیة تفاضلیة معادلة إلى تنتھي الفیزیاء مسائل معظم
ترضي بطریقة قیمتھ تُعین parameter وسیط معامل على یحتوي الحل وثانیھما: boundary conditions الحدیة
والتفاضل) الاستمراریة متطلبات إلى (بالإضافة الحدیة الشروط فإن المتجھ، الفضاء منظور من الحدیة. الشروط
كمعادلة التفاضلیة المعادلة بكتابة تسمح بطریقة عادة یُحَدَّد الوسیط المعامل أن حین في للمسألة، ھلبرت فضاء تُحدد

ھلبرت. فضاء في الممیزة القیمة
ھلبرت فضاء وھو متجھ فضاء إستخدام و الكم میكانیكا في الفیزیائیة الكمیات تمثیل إلى نعود الفكرة ھذه لتوضیح
صیغة تأخذ تفاضلیة كمعادلات ψ(x) الفضاء في الموجیة الدالة على الھیرمیشیة و الخطیة المؤثرات ھذه أثر لكتابة
الزمن عن المستقلة شرودنجر معادلة كتبنا الطریقة ھذه خطى وعلى .(3.53) في ھو كما الممیزة، القیمة معادلة
.(4.35) و (4.34) بالمعادلتین الخطي الزخم أو الخطیة الحركة كمیة معادلة و ،(3.20) الصیغة على (3.19)
الإحداثیات في شرودنجر معادلة الحصر، لا المثال سبیل على أبعاد. ثلاث في شرودنجر معادلات یشمل أیضاً ھذا

.(7.30) و (7.19) والزاوي (7.18) القطري الخطي للزخم مؤثرات من تحویھ وما (7.27) الكرویة
الجھود حالة ففي الجھد. دالة طبیعة تحددھا الحدیة الشروط بالذات، شرونجر معادلة وفي بالذكر، الجدیر من
Helmholtz ھیلمھولتز معادلة إلى تؤول شرودنجر معادلات أن نجد المثال، سبیل على واحد، بعد في المنقطعة

الصیغة تأخذ والتي equation

(B.1) d2ψ

dx2
+ k2ψ = 0.

الدالة أن ھو ھنا الحدیة الشروط .e±ikx المستویة الموجة ھو (B.1) المعادلة وحل الفضاء ھي الحدود الحر للجسیم
الشرط ھذا لاتحقق المستویة الموجة أن القول الھام من ربما .x → ±∞ عتدما للصفر تؤول أن یجب الموجیة
بعد في لانھائي بئر في المحصور للجسم بینما المعایرة. لتحقیق أساسیة معضلة المستویة الموجة یجعل مما حرفیاً
الشروط .cos kx و sin kx بـ یُعْطى وحلھا الحدود تمثل (−a, a) البئر حدود فإن (4.1) في الحال ھو كما واحد
المعادلة صیغة على تكتب ھیلمھولتز معادلة الحالتین، كلا في .x = ±a عند الموجیة الدالة إختفاء ھو ھنا الحدیة

كالتالي الممیزة
L̂ψ = k2ψ,

الكمیات معادلات و شرودنجر معادلة أبعاد ثلاث في الثانیة. الدرجة من خطي تفاضلي مؤثر L̂ = −d2/dx2 حیث
من خطیة تفاضلیة معادلة یعطي الفضاء متغیرات من متغیر لكل عام، بشكل تعقیداً. أكثر تصبح الأخرى الفیزیائیة
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الصیغة على الثانیة الدرجة

(B.2) f2(x)y
′′(x) + f1(x)y

′(x) + f0(x)y(x) = λy(x),

لایعني x المتغیر مركب. ثابت λ و x الأبعاد عدیم الحقیقي للمتغیر مركبة دوال f0(x) و ،f1(x) ،f2(x) أن حیث
.ωt الزمني حتى أو ϕ أو θ الزاوي أو kr القطري المتغیر یكون قد و تعودنا كما الفضاء في الموقع بالضرورة

بـ یُعْطى (B.2) التفاضلیة المعادلة مؤثر

(B.3) L̂(x) = f2(x)
d2

dx2
+ f1(x)

d

dx
+ f0(x).

والعكس زوجي. f0(x) و فردي، f1(x) زوجي، f2(x) تماثل یكون أن یجب فإنھ زوجي L̂(x) تماثل یكون حتى
الممیزة المعادلة بصیغة تُكْتب (B.2) المعادلة الفردي. L̂(x) لتماثل صحیح

(B.4) L̂(x)y(x) = λy(x).

شتورم- بنظریة یُعرف الثانیة الرتبة من الخطیة التفاضلیة للمعادلات الممیزة القیم لمسائل العامة الملامح توصیف إن
المراجع) بعض في كما الذاتیة القیم (أو الممیزة القیم مسائل مع یتعامل والذي Sturm-Liouville theory لیوڤیل
تحدید شتورم-لیوڤیل نظریة في الرئیسیة القضیة إن .(B.4) بالصیغة تُعْطى والتي eigenvlaue problems

ھیرمیشي. مؤثر L̂(x) تجعل التي الشروط

Hermitian differential operators الھیرمشیة التفاضلیة المؤثرات B.2

الكمیات نمثل لماذا نناقش لن سوف فیزیائیة. كمیات تمثل إنھا حقیقة من نابع الھیرمیشیة بالمؤثرات الإھتمام إن
للمؤثر الأساسیة الشروط ریاضیاً ناقشنا لكننا الثالث. الباب في مسبقاً ذلك فعلنا لإننا ھیرمیشیة بمؤثرات الفیزیائیة
ذكرنا ثم .(3.49) الشرط كما حقیقیة، المتوقعة قیمتھ كانت إذا ھیرمیشیاً یكون المؤثر أن ذكرنا ھیرمیشي. یكون كي
transpose المنقول بأنھ المصفوفات تمثیل في التجاور عرفنا و التجاور ذاتي كان إذا الھیرمیشي المؤثر أن لاحقاً
مؤثر ھیرمیشیة) (أو لتجاور اللازم الشرط نناقش لم إننا إلا .(9.5) الشرط في كما معاً، conjugate المرافق و

.L̂(x) التفاضلیة المعادلات
ھو self-adjoint الترافق ذاتي یكون كي L̂(x) التفاضلیة المعادلات لمؤثر اللازم الشرط إن

(B.5) f ′2(x) = f1(x).

بالصیغة تُكتب L̂(x) یجعل الشرط ھذا

(B.6) L̂(x) =
d

dx

[
f2(x)

d

dx

]
+ f0(x),

(B.2) التفاضلیة المعادلة لتصبح
(B.7) L̂y = (f2y

′)
′
+ f0 = λy.

فإننا .x ∈ (a, b) الفترة على معرفتین y2(x) و y1(x) خطیاً مستقلین حلین (B.7) التفاضلیة للمعادلة إعتبرنا لو
خلال من ⟨y1|y2⟩ الداخلي الضرب علاقة نعرف

(B.8) ⟨y1|y2⟩ ≡
∫ b

a
y∗1(x)y2(x)dx.
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و y1(x) لـ خطیة تحویلات g2(x) = L̂(x)y2(x) و g1(x) = L̂(x)y1(x) فإن المتجھ، الفضاء خطیة من
أن یمكن وعلیھ الحدیة. الشروط بنفس و المتجھ الخطي الفضاء لنفس المنتمیتین g2(x) و g1(x) لیعطي y2(x)

(B.8) التعریف حسب ⟨y1|g2⟩ = ⟨y1|L̂y2⟩ الداخلي الضرب نكتب

⟨y1|L̂y2⟩ =
∫ b

a
y∗1(x)

[
L̂y2(x)

]
dx =

∫ b

a

[
y∗1 (f2y

′
2)
′
+ y∗1f0y2

]
dx,

=
∫ b

a
y∗1︸︷︷︸
u

(f2y
′
2)
′
dx︸         ︷︷         ︸

dv

+
∫ b

a
y∗1f0y2dx,

= y∗1f2y
′
2|
b
a −

∫ b

a
f2 (y∗1)

′︸     ︷︷     ︸
u

y′2dx︸  ︷︷  ︸
dv

+
∫ b

a
y∗1f0y2dx,

على لنحصل أخرى مرة بالتجزيء نكامل الأخیرة. الخطوة في بالتجزيء بالتكامل قمنا حیث

⟨y1|L̂y2⟩ = y∗1f2y
′
2|
b
a − y2f2 (y∗1)

′
∣∣∣b
a
+
∫ b

a
y2

[
f2 (y∗1)

′
]′
dx+

∫ b

a
y∗1f0y2dx,

= y∗1f2y
′
2|
b
a − y2f2 (y∗1)

′
∣∣∣b
a
+
∫ b

a

{[
f2 (y∗1)

′
]′

+ y∗1f0

}
︸                        ︷︷                        ︸

(L̂y1)∗

y2dx,

= y∗1f2y
′
2|
b
a − y2f2 (y∗1)

′
∣∣∣b
a
+
∫ b

a

(
L̂y1

)∗
y2dx.

إلى نصل أو

(B.9)
∫ b

a
y∗1(x)L̂y2(x)dx =

[
y∗1f2y

′
2 − (y∗1)

′ f2y2

]b
a
+
∫ b

a

[
L̂y1(x)

]∗
y2(x)dx,

المختزلة بالصیغة أو

(B.10) ⟨y1|L̂y2⟩ =
[
y∗1f2y

′
2 − (y∗1)

′ f2y2

]b
a
+ ⟨L̂y1|y2⟩.

[· · · ]ba boundary term الحدودي الحد إختفى إذا الترافق ذاتي L̂ المؤثر ،(B.10) أو (B.9) المعادلتین حسب
المعادلة نظریة في الذاتي التجاور فكرة أن نلاحظ عابر، بشكل .(B.8) الداخلي الضرب بتعریف التسلیم شرط على
الحدیة. للحدود القیود إنعدام بسبب وذلك ھلبرت، فضاءات مؤثرات في المقابل المفھوم في منھا أضعف التفاضلیة
تعریف على وأیضاً بل L̂ صیغة على فقط یتوقف لا الذاتي للتجاور ھلبرت فضاء تعریف أن أخرى مرة ونؤكد

الحدیة. والشروط القیاسي) (الضرب الداخلي الضرب
التالیة: الحالات من أي في تماماً یختفي أنھ نجد [· · · ]ba الحدودي الحد تفحصنا لو

الحدیة دیریخلیت بشروط یُعْرف فیما ،x = b و x = a الحدیة النقاط عند یتلاشیان y2 و y1 من كلاً كان إذا أولاً:
.Dirichlet boundary conditions

الحدیة نویمان بشروط یُعْرف فیما ،x = b و x = a الحدیة النقاط عند یتلاشیان y′2 و y′1 من كلاً كان إذا ثانیاً:
.Neumann boundary conditions

أن حدث إن یتلاشى أن یمكن الحدودي الحد فإن الحدیین، نویمان أو دیریخلیت شرطي یتحقق لم لو حتى ثالثاً:
الأنظمة في الحال ھو كما ،y2 و y1 لكل ،(y∗1)′f2y2|a = (y∗1)

′f2y2|b و y∗1f2y
′
2|a = y∗1f2y

′
2|b

البلوریة. كالشبیكات الدوریة
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دوال ،(a, b) الفترة على المعرفتین و (B.7) التفاضلیة للمعادلة y2(x) و y1(x) خطیاً المستقلین الحلین إعتبرنا لو
فإن التوالي، على ،λ2 و λ1 ممیزتین بقیمتین L̂(x) لـ ممیزة

⟨y1|L̂y2⟩ = λ2⟨y1|y2⟩; and ⟨L̂y1|y2⟩ = λ∗1⟨y1|y2⟩,

الصیغة على (B.9) العلاقة لتصبح

(B.11) (λ2 − λ∗1)
∫ b

a
y∗1(x)y2(x)dx =

[
y∗1f2y

′
2 − (y∗1)

′ f2y2

]b
a
,

(B.10) العلاقة تصبح أو

(B.12) (λ2 − λ∗1) ⟨y1|y2⟩ =
[
y∗1f2y

′
2 − (y∗1)

′ f2y2

]b
a
.

بمعنى یتلاشى. y2 و y1لـ الداخلي الضرب فإن λ2 , λ∗1 و الحدودي الأیسر الطرف تلاشى إذا أنھ الواضح من
للمؤثرات الممیزة للدوال التعامد خاصلشرط تحقیق ھذا .(a, b) الفترة على orthogonal متعامدتین y2 و y1 آخر

ھِلبرت. فضاء في الھیرمیشیة
الطرف فإن ،λ1 = λ2 = λ یعني ھذا y1 = y2 = y , 0 الممیزة الدوال تساوت إذا الخاصة الحالة في

كالتالي تُعطى J(x) دالة یساوي (B.12) أو (B.11) في ]الأیسر
y∗1f2y

′
2 − (y∗1)

′ f2y2

]b
a

=
[
f2

(
y∗y′ − (y∗)′ y

)]b
a
≡ [J(x)]ba .

على نحافظ كي الدالة؟ لھذه فیزیائي معنى یوجد ھل تخیلیة. f2(x) الدالة كانت إذا حقیقیة J(x) الدالة أن لاحظ
الداخلي الضرب خاصیة

⟨y|y⟩ =
∫ b

a
|y(x)|2dx > 0,

conserved المحفوظ (التیار الخارج نفسھ ھو الداخل التیار ان اي ،[J(x)]ba = J(b) − J(a) = 0 فإن
قیم لھا معینة فترة على الھیرمیشیة المؤثرات أن نقول علیھ بناءً و .λ = λ∗ أن إلى مباشرةً نصل لذلك .(current

حقیقیة. eigenvaules ذاتیة) قیم (أو ممیزة

Non-Hermitian ODEq ھیرمیشیة الغیر التفاضلیة المعادلات B.3

L̂ المؤثر ضرب یمكن الحالة ھذه في .(B.5) الشرط لاتلبي الفیزیاء في ھامة تعتبر التي التفاضلیة المعادلات بعض
(B.4) المعادلة في لشتورم-لیوڤیل الممیزة القیمة مسألة تصبح وعلیھ الترافق. ذاتي مؤثر إلى تحولھ w(x) بكمیة

كالتالي
(B.13) w(x)L̂(x)y(x) = w(x)λy(x),

الصیغة على (B.13) نكتب أو
(B.14) ˆ̃L(x)y(x) = λw(x)y(x).

بـ یُعْطى و التجاور ذاتي ˆ̃L(x) الجدید المؤثر الآن المفروض

(B.15) ˆ̃L(x) = w(x)L̂(x) = f̃2(x)
d2

dx2
+ f̃1(x)

d

dx
+ f̃0(x),

أن اي ،(B.5) الشرط یلبي ˆ̃L(x) الجدید المؤثر فإن بالتالي، و .i = 0, 1, 2 لكل f̃i(x) = w(x)fi(x) حیث

f̃ ′2(x) = f̃1(x); ⇒ f2(x)w(x)′ + f ′2(x)w(x) = f1(x)w(x).
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اي ،w(x) لـ الأولى الرتبة من متجانسة خطیة تفاضلیة معادلة على نحصل الحدود بترتیب

w(x)′ =

[
f1(x)− f ′2(x)

f2(x)

]
w(x).

على نحصل بالتالي و separable للفصل قابلة المعادلة

dw(x)

w(x)
=

[
f1(x)− f ′2(x)

f2(x)

]
dx.

نحصل (B.15) في w(x) تعویض لدى بعض بعضھا تلغي سوف التي و التكامل ثوابت إھمال مع الطرفین تكامل
كالتالي w(x) صیغة على

(B.16) w(x) =
1

f2(x)
exp

[∫ f1(x)

f2(x)
dx

]
,

على نحصل ومنھا

(B.17) f̃2(x) = exp
[∫ f1(x)

f2(x)
dx

]
, f̃1(x) =

f1(x)

f2(x)
exp

[∫ f1(x)

f2(x)
dx

]
.

السابقة الخطوات نفس إتباع و ⟨y1| ˆ̃Ly2⟩ = ⟨y1|wL̂y2⟩ لحساب (B.8) الداخلي الضرب تعریف الآن نستخدم
إلى لنصل بالتجزيء تكامل ∫من b

a
y∗1(x)w(x)L̂y2(x)dx

=
[
y∗1 f̃2y

′
2 − (y∗1)

′ f̃2y2

]b
a
+
∫ b

a
w(x)

[
L̂y1(x)

]∗
y2(x)dx, (B.18)

المختزلة بالصیغة أو

(B.19) ⟨y1|wL̂y2⟩ ?
=
[
y∗1f2y

′
2 − (y∗1)

′ f2y2

]b
a
+ ⟨wL̂y1|y2⟩.

من للتخلص مركبة. أم حقیقیة كانت إذا ما w(x) الدالة وضعیة بسبب (B.19) العلاقة في الإستفھام علامة
weighted inner الموزون الداخلي الضرب یسمى ما إلى (B.8) الداخلي الضرب تعریف سنعید التساؤل ھذا

بـ یُعْطى الذي و product

(B.20) ⟨y1|y2⟩w ≡
∫ b

a
y∗1(x)y2(x)w(x)dx.

(B.19) و (B.18) العلاقتین كتابة نعید الداخلي للضرب الجدید التعریف على بناءً

(B.21)

∫ b

a
y∗1(x)

[
L̂y2(x)

]
w(x)dx

=
[
wf2

(
y∗1y
′
2 − (y∗1)

′ y2

)]b
a
+
∫ b

a

[
L̂y1(x)

]∗
y2(x)w(x)dx,

المختزلة بالصیغة أو

(B.22) ⟨y1|L̂y2⟩w =
[
wf2

(
y∗1y
′
2 − (y∗1)

′ y2

)]b
a
+ ⟨L̂y1|y2⟩w.
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لـ ممیزة دوال ،(a, b) الفترة على المعرفین y2(x) و y1(x) خطیاً المستقلین الحلین إعتبرنا لو أخرى، مرة
فإن التوالي، على ،λ2 و λ1 ممیزتین بقیمتین L̂(x)

⟨y1|L̂y2⟩w = λ2⟨y1|y2⟩w; and ⟨L̂y1|y2⟩w = λ∗1⟨y1|y2⟩w,

الصیغة على (B.21) العلاقة لتصبح

(B.23) (λ2 − λ∗1)
∫ b

a
y∗1(x)y2(x)w(x)dx =

[
wf2

(
y∗1y
′
2 − (y∗1)

′ y2

)]b
a
,

(B.22) العلاقة تصبح أو

(B.24) (λ2 − λ∗1) ⟨y1|y2⟩w =
[
wf2

(
y∗1y
′
2 − (y∗1)

′ y2

)]b
a
.

الموزون الداخلي الضرب تحت (a, b) الفترة في متعامدتین y2 و y1 فإن الأیمن الطرف تلاشى إذا أنھ نستنتج
من جعل المناسبة الحدیة للشروط إختیارنا و الداخلي للضرب تعریفنا آخر، بكلام .λ1 , λ2 أن بشرط w بالمعامل

متعامدة. ممیزة دوال ینتج المؤثر فإن ولھذا ھِلبرت، فضاء في الترافق ذاتي مؤثراً L̂(x)

ھي علیھا المعرفة التقارب فضاءات على الذاتي التجاور شروط لاتستوفي التي و الشھیرة التفاضلیة المعادلات من
شروط لاتستوفي دوالھا فإن لذلك .(A.137) ھیرمیت معادلة و ،(A.110) لاجویر معادلة ،(A.59) بسل معادلة
یصبح و x بـ ضربناھا إذا تتعامد بسل دوال فمثلاً ھندسیة. معاني یحمل الذي و الموزون الداخلي بالضرب إلا التعامد
بسل معادلة أن حقیقة مع تماماً یتوافق و الإسطوانیة للإحداثیات القطري التكامل یمثل وھذا xdx لـ بالنسبة التكامل

الإسطوانیة. الإحداثیات في لابلاس معادلة أو ھیلمھولتز معادلة حل لدى تظھر التفاضلیة
تعویضعكسي عمل ھو ھیرمیشیة معادلة إلى ھیرمیشیة الغیر التفاضلیة المعادلة تحویل في الأخرى الطرق من
التحویل أخذنا و (B.20) الموزون الضرب علاقة تلبي (B.2) التفاضلیة للمعادلة حل y(x) كانت فإذا الحل. لدوال
الضرب علاقة وتلبي الترافق ذاتیة تفاضلیة لمعادلة ممیز حل g(x) أن بحیث g(x) =

√
w(x)y(x) التالي

على سنحصل (B.2) التفاضلیة المعادلة في y(x) = g(x)/
√
w(x) وعوضنا (B.8) موزون الغیر الداخلي

التالیة تفاضلیة المعادلة

(B.25)
f2g
′′ +

(
f1 −

w′

w
f2

)
g′

+


1

4

(
w′

w

)2

− 1

2

d

dx

(
w′

w

) f2 −
1

2

(
w′

w

)
f1 + f0

 g = λg.

نكتب (B.16) المعادلة في w(x) صیغة من

(B.26) lnw =
∫ f1

f2

dx− ln f2,

نكتب ومنھا
(B.27) w′

w
=

d

dx
(lnw) =

f1 − f ′2
f2

.

إلى نصل (B.25) في بالتعویض

(B.28) f2g
′′ + f ′2g

′ +

[
f0 −

1

2
(f ′1 − f ′′2 )− (f1 − f ′2)

2

4f2

]
g = λg.
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مناسبة حدیة شروط تطبیق ومع ،(B.5) الشرط تحقق لإنھا اللترافق ذاتیة (B.28) التفاضلیة المعادلة أن الواضح من
حقیقیة. الممیزة قیمھا و التعامد، علاقات تحقق حلولھا فإن

(A.130) المزاملة لاجویر معادلة في (A.132) التحویل تطبیق لدى أعلاه، التحویل طریقة على الأمثلة أشھر من
خلال من كذلك .(A.133) الھیدروجین لذرة القطریة المعادلة تصف تفاضلیة معادلة إلى لاجویر معادلة تتحول
البسیطة التوافقیة الحركة تصف تفاضلیة معادلة إلى تتحول فإنھا (A.137) ھیرمیت معادلة في (A.147) التحویل

.(A.150)
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C ملــــــحق

الریاضیة الصیغ و التكاملات بعض حساب
Useful calculus and mathematical formulae

Normal distribution function الطبیعي التوزیع دالة C.1

التي و الجاوسیة بالدالة المعروفة normal distribution function المعایرة الطبیعي التوزیع دالة لنفترض
بـ تُعطى

(C.1) f(x;µ, σ) =
1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 ,

بـ نقطة N لـ یعطى mean المتوسط ھو µ أن حیث

(C.2) µ =
1

N

N∑
i=1

xi,

كالتالي تعرَّف و variance التغایر أو بالتفاوت تُعرف σ و

(C.3) σ2 = x̄2 − x̄2 = x̄2 − µ2.

. standard normal عیاري طبیعي یسمى التوزیع فإن σ2 = 1 و µ = 0 أن حالة في
أن أي معایرة، (C.1) التوزیع دالة إن

(C.4)
∫ ∞
−∞

f(x;µ, σ)dx =
1√
2πσ2

∫ ∞
−∞

e−
(x−µ)2

2σ2 dx = 1.

كالتالي یحسب أن یمكن (C.2) في المتوسط فإن المستمر، الإحصائي للتوزیع معرفتنا من المقابل في

x̄ =
∫ ∞
−∞

xf(x;µ, σ)dx =
1√
2πσ2

∫ ∞
−∞

xe−
(x−µ)2

2σ2 dx,

=
1√
2πσ2

∫ ∞
−∞

(z + µ)e−
z2

2σ2 dz,

=
1√
2πσ2

∫ ∞
−∞

ze−
z2

2σ2 dz + µ
1√
2πσ2

∫ ∞
−∞

e−
z2

2σ2 dz,

= 0 + (µ× 1) = µ.
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صفر. سیعطي الفضاء على الفردیة الدوال تكامل أن بالإعتبار أخذنا و z = x− µ إعتبرنا حیث
التالي للتكامل حل على نحصل α = 1/2σ2 > 0 و µ = 0 أخذ لو (C.4) المعایرة تكامل من

(C.5)
∫ ∞
−∞

e−αx
2

dx =

√
π

α
.

یصبح الفضاء نصف على (C.5) التكامل فإن x لـ بالنسبة الفضاء في integrand علیھا المُكامل الدالة تناظر بسبب

(C.6)
∫ ∞
0

e−αx
2

dx =
1

2

√
π

α
.

التالي التكامل أن نستنتج أن یمكن أیضاً

(C.7)
∫ ∞
−∞

x e−αx
2

dx = 0,

على التكامل فإن بالمقابل .x لـ بالنسبة antisymmetric تناظري عكس the integrand المُكامَل أن أساس على
على نحصل بالتالي و 1

2
du = xdx فإن u = x2 أخذنا لو صفراً. لایعطي الفضاء نصف

∫ ∞
0

x e−αx
2

dx =
1

2

∫ ∞
0

e−αudu =
1

2

−1

α
e−αu

∣∣∣∞
0

= − 1

2α
(0− 1) =

1

2α
.

أن نكتب أن یمكن بالتالي و

(C.8)
∫ ∞
0

x e−αx
2

dx = −
∫ 0

−∞
x e−αx

2

dx =
1

2α
.

التالي التكامل لحساب بالتجزئ التكامل إستخدام ∫یمكن ∞
−∞

x2e−αx
2

dx,

التالي بأخذ ذلك و

u = x ⇒ du = dx; and dv = x e−αx
2

dx ⇒ v = − 1

2α
e−αx

2

,

على نحصل ∫بالتعویض ∞
−∞

x2e−αx
2

dx = − 1

2α
x e−αx

2
∣∣∣+∞
−∞
−
(
− 1

2α

) ∫ ∞
−∞

e−αx
2

dx,

= 0 +
1

2α

√
π

α
=

1

2

√
π

α3
,

التكامل نتیجة إستخدمنا كذلك المعتل، التكامل نھایات لحساب l'Hôpital's rule لوبیتال قاعدة إستخدمنا حیث
التالیین التكاملین حلول إذاً نستنتج .(C.5)

(C.9)
∫ ∞
−∞

x2e−αx
2

dx =
1

2

√
π

α3
; and

∫ ∞
0

x2e−αx
2

dx =
1

4

√
π

α3
.
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لنحصل n صحیحة قوة لأي مرفوع بمتغیر مضروبة جاوسیة تكاملات إثبات یمكن السابقة الطریقة نفس یإجراء
الصیغة على

(C.10)
∫ ∞
−∞

xne−x
2αdx =

1

2
[(−1)n + 1]α

−n−1
2 Γ

(
n+ 1

2

)
,

دالة فإن لذلك صفر. ستعطي الفردیة n قیم أن التكامل من واضح .gamma function جاما دالة تمثل Γ حیث
التكراریة جاما دوال علاقة نستخدم لذلك فردیة. أعداد لأنصاف دائماً جاما

(C.11) Γ(z + 1) = zΓ(z),

n قیم عند صفر لایساوي الفضاء نصف على (C.10) تكامل المقابل في .Γ(1
2
) =

√
π القیمة إلى نصل حتى
یصبح علیھ و الفردیة،

(C.12)
∫ ∞
0

xne−x
2αdx =

1

2
α
−n−1

2 Γ
(
n+ 1

2

)
.

جاما لدوال المضروب علاقة نستخدم بالتالي و صحیحة، ستكون (n+ 1)/2 فإن الفردیة n قیم عند

(C.13) Γ(z) = (z − 1)!.

التالیة التكاملات إحسب المطولة بالطریقة التكاملات حساب بإستخدام :(C.1) ∞∫سؤال
−∞ x

4e−αx
2
dx .1∫∞

0 x3e−αx
2
dx .2

♢ النتیجتین. بین قارن و (C.12) و (C.10) العلاقات بإستخدام التكاملات ھذه حساب أعد ثم

الأسیة الدالة مع الجاوسیة الدالة تكامل C.2
Integral of Gaussian function with exponential extension

المركبة الجاوسیة الدالة أخذنا لو
(C.14) I(α, β) =

∫ ∞
−∞

e−αx
2±iβxdx.

إلى أویلر علاقة بإستخدام یُفَك المركب الجزء أن ھو السبب التكامل، نتیجة على لاتؤثر ھنا التخیلي الجزء إشارة إن
الشكل على جیبیة دوال

I(α, β) =
∫ ∞
−∞

e−αx
2

(cos βx± i sin βx) dx

=
∫ ∞
−∞
cos βx e−αx2

dx± i
∫ ∞
−∞
sin βx e−αx2

dx

(C.14) التكامل فإن علیھ و الفضاء. على فردیة دالة المُكامَل لأن صفر یساوي الأیمن الطرف في الثاني التكامل حد
حقیقیة. التكامل نتیجة أن أیضاً یعني ھذا التمام، بجیب مضروبة جاوسیة دالة على تكامل إلى یُختزل

على نحصل β لـ بالنسبة التكامل مشتقة اخذنا لو

∂I(α, β)

∂β
= −

∫ ∞
−∞

x e−αx
2 sin βxdx.
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أن نفرض حیث بالتجزيء التكامل بإستخدام الأیمن الطرف في التكامل ننفذ

u = sin βx⇒ du = β cos βxdx and dv = x e−αx
2

dx⇒ v = − 1

2α
e−αx

2

,

على لنحصل

∂I(α, β)

∂β
= −

[
− 1

2α
e−αx

2 sin βx
∣∣∣∣+∞
−∞
−
(
− β

2α

)∫ ∞
−∞

e−αx
2 cos βxdx

]
.

متناھیة الجاوسیة الدالة لأن صفر یُعطي المعتلة الحدود ذو المربعة الأقواس داخل الأیمن الطرف من الأول الحد
على إذاً نحصل .I(α, β) سوى لیس الثاني الحد في التكامل .bounded محددة sin دالة بینما x→ ±∞ عندما

أي ،β لـ بالنسبة I لـ تفاضلة معادلة

∂I(α, β)

∂β
= − β

2α
I(α, β).

أن أي للفصل، قابلة تفاضلیة معادلة على لنحصل الوحید المتغیر β نعتبر و α المعامل نثبت

dI

I
= − β

2α
dβ.

على لنحصل محدود غیر تكامل ∫نكامل dI

I
= − 1

2α

∫
βdβ + lnC ⇒ ln I = −β

2

4α
+ lnC,

إلى تصل للطرفین الطبیعي الأس بأخذ المحدود. غیر التكامل ثابت ھو C الثابت حیث

I(α, β) = Ce−
β2

4α .

لإیجاد كأداة المطابقة ھذه نستخدم .(C.5) الجاوسیة الدالة تكامل سوى لیست (C.14) العلاقة في I(α, 0) قیمة إن
أن أي ،C الثابت

I(α, β = 0) = C =

√
π

α
,

تصبح (C.14) للتكامل النھائیة النتیجة فإن علیھ و

(C.15) I(α, β) =
∫ ∞
−∞

e−αx
2±iβxdx =

∫ ∞
−∞
cos βx e−αx2

dx =

√
π

α
e−
β2

4α .

ھنا لاحظ .
∫∞
0 e−αx

2±iβxdx الفضاء نصف على المركبة الجاوسیة الدالة تكامل إحسب :(C.2) سؤال
♢ یختفي. لا الفردیة الدوال على التكامل

أن أي تخیلي، لیس و حقیقي المُكامل أن حالة ∫في ∞
−∞

e−αx
2±βxdx.
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على نحصل x معامل نصف مربع طرح و بجمع للأس، المربع إكمال بعملیة نقوم

−αx2 ± βx = −α
(
x2 ∓ β

α
x

)
= −α

x2 ∓ β

α
x+

(
β

2α

)2

−
(
β

2α

)2
 ,

= −α
[
x∓ β

2α

]2

+ α

(
β

2α

)2

= −α
[
x∓ β

2α

]2

+
β2

4α
.

إذاً یصبح التكامل

(C.16)
∫ ∞
−∞

e−αx
2±βxdx = e

β2

4α

∫ ∞
−∞

e−α(x∓
β
2α)

2

dx = e
β2

4α

√
π

α
.

النتیجة. نفس على بالتالي نحصل و (C.15) التكامل إلى یؤول (C.16) التكامل فإن iβ بـ β إستبدلنا لو لاحظ

Useful integrals of exponential functions الأسیة للدوال ھامة تكاملات C.3

الشكل من ھي القارئ یواجھھا التي الأسیة الدالة تكاملات أھم ∫من ∞
0

xne−αxdx,

و x رتبة خفض و بالتجزيء نكامل أن نحتاج ھذا التكامل لحل موجب. صحیح n و دائماً، ھو كما α ∈ R+ حیث
التالي نحسب بدیلا أو الأسیة. الدالة فقط المُكامل على نحصل حتى مرة n الإستمرار

∫ ∞
0

xe−αxdx,

على نحصل ،dv = exp(−αx)dx و u = x بأخذ و بالتجزيء التكامل ∫بإستخدام ∞
0

xe−αxdx = − 1

α
xe−αx

∣∣∣∣∞
0

+
1

α

∫ ∞
0

e−αxdx = 0− 1

α2
e−αx

∣∣∣∣∞
0

=
1

α2
.

التالي التكامل نحسب الأعلى) في التكامل نتیجة إستخدام مع مرة (أو مرتین التجزيء بإستخدام و الطریقة، ∫بنفس ∞
0

x2e−αxdx = − 1

α
x2e−αx

∣∣∣∣∞
0

+
2

α

∫ ∞
0

xe−αxdx = 0 +
2

α
× 1

α2
=

2

α3
.

نجد أن یمكن كذلك ∫و ∞
0

x3e−αxdx =
6

α4
=

3!

α4
.

أن نكتب أن یمكن إذاً عام بشكل

(C.17)
∫ ∞
0

xne−αxdx =
n!

αn+1
.

إختراع تعد لا .(C.17) النتیجة مع قارنھ و المطولة بالطریقة
∫∞
0 x4e−αxdx التكامل إحسب :(C.3) سؤال

♢ الحل. لتكملة أعلاه المذكورة التكاملات إستخدم و العجلة
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